SIF5012 Matematikk 4K
2. august 2001

Norges teknisk-naturvitenskapelige universitet

Institutt for matematiske fag Lgsningsforslag

Oppgavesettet har 11 punkter, labc, 2ab, 3, 4, 5, 6, 7ab, som teller likt ved bedgmmelsen.
a) Vi regner ut F'(s) og g(t) ved a bruke tabell og reglene for Laplacetransformasjonen.

1 d s 1 1—s2 252

F(s) = L(sint + tcost) = 211 dss?il 241 (sZ+ 1)2 - (s2+1)2

gty =71 ( 21 1~ Qi 162”> = cost — cos (t — 2m)u(t — 2m)
s s

cost for 0 <t < 2w
0 for t > 2m.

=[1 —u(t —2m)]cost = {

b) Vi setter Y (s) = L(y) og Laplacetransformerer ligningen ved bl.a. a bruke skiftteo-
rem 2 siden r(t) = 2cost [1 — u(t — 2m)] = 2cost — 2 cos (t — 2m) u(t — 2m). (Eller ved a
bruke resultatet fra a) siden r(t) = 2¢g(t).)

1 2s (1 e-2m) 2s?

SY+§Y:52-|—1 = Y:W(l—ei%-rs):F(S)(l—eizﬂ-s)

Ved inverstransformeringen bruker vi skiftteorem 2 og L71(F) = f(t) fra a).

y = (sint + tcost) — [sin (t — 27) + (¢t — 27) cos (t — 2m)] u(t — 27)
sint +tcost (0 <t < 2m)

= (sint +tcost) — [sint + (t — 27) cost|u(t — 27) =
( ) ( ) Jul ) {27rcost (t > 2m)

c) Vi setter igjen Y (s) = L(y) og Laplacetransformerer ligningen.

s+4 n 2
s24+4s+8  s2+4s5+8

—27s

Y —s+4(sY —1)+8Y =272 = YV =

Vi omformer Y og inverstransformerer ved hjelp av begge skiftteoremene.
_ (8 + 2) +2 2 e—27rs
C(5+2)2+22 0 (s+2)2422
y = e 2 (cos 2t + sin 2t) 4+ e~ 272 gin 2(t — 27 )u(t — 27)
= e 2 [cos 2t + sin 2t + '™ sin 2t u(t — 27)]

Svaret er altsa

e (cos 2t + sin 2t) for 0 <t < 2rm
Y e % (cos2t + (1 +e'™)sin2t) for ¢t > 2.
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a) Funksjonene u(z,y) = y og u(x,y) = cosnx sinhny oppfyller (i), (ii) og (iii). De to
andre funksjonene oppfyller (i) og (ii), men ikke (iii).

For a finne en lgsning som ogsa oppfyller (iv), betrakter vi summen

o
u(z,y) = Coy + Z C), cos nx sinh ny

n=1
og bestemmer konstantene C), for n =0,1,2,... slik at u(x,7) = 1 — cos 2.
' 00 Co=1/m
1 — cos2x ) u(z,m) = Com + Z C, cosnzsinhnm = { Cy = —1/sinh 27
n=1 C, =0 forn #0,2

En funksjon som er lgsning av (i) og oppfyller randbetingelsene (ii), (iii) og (iv) er
dermed

y  cos2xsinh 2y

ulz,y) = T sinh2m

b) Vi setter inn u(x,y) = F(x)G(y) i (i) og bruker randbetingelsene (ii) og (v).

Ural 1 F” G//
F'G'"+FG"=0 = =" =k (konstant)

O F'—kF=0, FO)Y0, F)%0, @) ¢ +rkc=0 c0)%2o

Bestemmer forst F'(z) og deretter G(y).

(I) F"—kF=0, F(0)=0, F'(x) =0

k>0, k=p?: F(z)=Ael" + Be " F'(z) = pAet® — uBe H*
FO)=F'(r)=0=>A=B=0, Fz) =0

E=0: F(z)=A+ Bz, F'(x) =B
F(0)=0=A=0, Fl(r)=0=B=0, F(z)=0

k<0, k=—p?: F(x) = Acospx + Bsinpzr, F'(x) = —pAsinpx + pB cos px
F0)=0=A=0, F'(m)=0, A=0, B#0 = cospr =0

)
p=(2m+1)/2, F(x)=sin[2m+1)z/2] (B=1)
1) G"+kG=0, k=-[2m+1)/2%, G0O)=0
% (2m—|—1>2 (2m+1)y/2 —(2m—+1)y/2
G" — G=0 = G(y) = Ae“" T/~ 4 Bem ¥
2
G(0)=0=B=-A, G(y) = A(e@mﬂ)y/2 - 67(2m+1)y/2) = C'sinh[(2m + 1)y/2]

Lgsningene av (i) pa formen u(z,y) = F(x)G(y) som oppfyller (ii) og (v):

2 1 2 1
@m+ e sinh( m; )y’ C vilkarlig konstant, m =0, 1, 2 ...

u(z,y) = C'sin
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. Summen av Fouriersinusrekka er den odde 2m-periodiske utvidelsen av f(z)

For z = w/2 er f(z) =1 og sin(2m + 1)z = sin (mm + 7/2) = cosmm = (—1)™
er

SN

0

. Ergo

>1|OO

1)m 8
T

(=
m—1)2m +1)(2m +3)

~—

e 1)m+1
22 (=1

m—1)(2m +1)(2m + 3)

3

_1)m+1 T

— @m—-1)@2m+1)2m+3) 8

3

Ligningen kan skrives f(x) = e~ 1%l —4f(z) x e~ 1#l. Vi setterfA‘( )

= F{f(z)} og Fourier-
transformerer ligningen ved & bruke konvolusjonsregelen og den oppgitte Fouriertrans-
formerte.

) =2~ avam 2
(1+$)f<w>—\/§rlw2

f =\t =i = @ -F fw-ge

der vi inverstransformerte ved hjelp av den oppgitte Fouriertransformerte med a = 3

Cauchy-Riemanns ligninger, u, = v, og u, =

= —v,, ma veere oppfylte. Her er u =
22+ ay? —y og v = 2xy + bx + 2. Vi far
Uy = 2, vy = 2,
uy = 2ay — 1, —v, = =2y —b.
Viser at vima haa=—-1o0gb=1.

Daer f(z) = 22 —y? —y+i(2zy +x +2), og ved omskrivingen f(z) = (22 — y?+ 2izy) +
i(z + 1y) + 2i, eller ved a innfore x = (2 + 2) /2, y = (z — 2)/2i, far vi

f(z)=2"+iz+ 2.

@ Ligningen 3 cos z = 4i er ekvivalent med 3¢’ 4 3¢~% = 8. Vi multipliserer med e'* og
lgser mhp. €.

3(c7)? —8ic" +3=0 — o= 210

5 dvs. €1 =3i og e :—%i
iz1 =In(3¢) =1n|3¢| +iarg (3i) =In3 +i(n/2 + 2k7w), 21 = (/2 —iln 3) + 2k7
(34) |34 g (31) ;

izg =1In (—%i) = —In3 +i(—m/2 + 2km),

29 = (—7m/2 +iln3) + 2km
Lgsningene er altsa z =

+(7n/2—iln3) + 2km, k=0,£1,4+2,... .
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a) Singulzere punkter for f(z) = 1/(2? — 22 +2): 22 —22+2 =0 som gir z = 1 £ 1.
Begge er enkle poler, bare zg = 1 + 1 ligger i fgrste kvadrant, og |zo| = v/2.

Nar R < v/2 er f(z) analytisk pa og innenfor Cg. Ifglge Cauchys integralteorem er

j{ dz _ 0
Cn 22 —2242

Nar R > /2 er zyp = 1 + i innenfor Cr. Residuteoremet gir

d 271 271 27
j{ — _ 9miRes flz) = SR LE— = =g
op 22— 2242 z=20 (22 =224 2) la=2g 22 —2l2=20  2i

b) Laz € Tg.Daer|z| = Rog |22 —22+2| > [22—2z|—|2| > |2|*~|22| -2 = R?—2R-2
ifglge trekantulikheten. Ergo er, for z € I'g,

(nar R — 2R — 2 > 0 dvs. nar R > 1+ V/3).

1 1
<
(z2—22+2)‘_ R? — 2R —2

M L-ulikheten gir

1 TR dz

‘/ dz ‘< folgelig er i
c—— O clig er 11m —_ = =
b, —22+2 - RE—2R—2 2 B 22— 2212

P& x-aksen er z = x, dz = dx, og pa y-aksen er z = iy, dz = i dy. Av resultatene ovenfor
far vi

/OR ﬁiw + . f(z)dz+ (_ /OR " _Z;i?éy) - 2) =7 (for R > /?2)

/°° dx +/°° 1dy
_— —_— =77
0 x2—=2x+4+2 Jo (y?—2)+2y

Siden hgyresiden er reell, ma venstresidens imagingerdel vaere null.

i _ i WP -2) -2y 2y +i(y* - 2)
(Y2 —2)+2iy (> —2)+2iy (y>—2)—2iy yt+4

Dermed er

o ,,2 [e’e] )
ye—2 dx 2y
dy =0 ( L Y gy = )
/0 yira® o8 /O x2—2x+2+/0 Ara T
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