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Oppgavesettet har 11 punkter, labe, 2ab, 3, 4, 5, 6, Tab, som teller likt ved bedgmmelsen.
a) Viregner ut F(s) og g(t) ved & bruke tabell og reglene for Laplacetransformasjonen.

1 d s 1 1—s*  25°
241 dss2+1 s241 (2412 (s2+1)2

F(s) = L(sint +tcost) =

g(t) =Lt ( zi 1~ Zi 16””) = cost — cos (t — 2m)u(t — 2m)
s s
cost for 0 <t<2m

=[1—u(t—2m)|cost =
0 for t > 2m.

b) Vi setter Y (s) = L(y) og Laplacetransformerer ligningen ved bl.a. & bruke skiftteo-
rem 2 siden 7(t) = 2cost [l — u(t — 2m)] = 2cost — 2cos (t — 2m) u(t — 2m). (Eller ved &
bruke resultatet fra a) siden 7(t) = 2¢(t).)

252
(s2+1)?

1 2s
sY +-Y = — 1
s Jrs serl(

— 572”) = Y= (1 — 972”) =F(s) (1 — 572”)

Ved inverstransformeringen bruker vi skiftteorem 2 og L71(F) = f(t) fra a).
y = (sint + tcost) — [sin (¢t — 27) + (t — 27) cos (t — 2m)] u(t — 2)

sint +tcost (0 <t < 2m)

= (sint +tcost) — [sint + (¢t — 27) cost| u(t — 27) =
( ) ( ) Ju( ) {27rcost (t > 2m)

c) Vi setter igjen Y'(s) = L(y) og Laplacetransformerer ligningen.

s+4 i 2 o2
s2+4s5+8 s2+4s+8

sV —s+4(sY —1)+8Y =272 = YV =

Vi omformer Y og inverstransformerer ved hjelp av begge skiftteoremene.
_ (s+2)+2 2 o2
T (s+2)2422 7 (s+2)2 422
y = e % (cos 2t + sin 2t) + e~ 272™ gin 2(¢ — 2m)u(t — 2m)
= ¢ 2 [cos 2t + sin 2t + €™ sin 2t u(t — 2m)]

Svaret er altsa

e (cos 2t 4 sin 2t) for 0 <t <2m
-
v €72 (cos2t + (1 + €'™)sin2t) for ¢ > 2.
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a) Funksjonene u(z,y) = y og u(z,y) = cos nasinhny oppfyller (i), (ii) og (iii). De to
andre funksjonene oppfyller (i) og (ii), men ikke (iii).

For & finne en lgsning som ogsa oppfyller (iv), betrakter vi summen

(o]
u(z,y) = Coy + Z C), cos nx sinhny

n=1
og bestemmer konstantene C,, for n =0,1,2,... slik at u(z,7) =1 — cos 2z.
Co=1/m
(iv)
1—cos2z = u(z,7) = Com + ZC cosnrsinhnm = ¢ Cy = —1/sinh 27
n=1 Cp=0forn#0,2

En funksjon som er lgsning av (i) og oppfyller randbetingelsene (ii), (iii) og (iv) er
dermed

ul@,y) = 7 sinh2m

b) Vi setter inn u(z,y) = F(2)G(y) i (i) og bruker randbetingelsene (ii) og (v).

F// G//
1 Z - _ 4
F'G'+FG"=0 = 7 el k  (konstant)
@M ' —kr=0, FO)Y0, Pm)%o,  an) ¢ +kc=0, ¢ Lo

Bestemmer forst F'(z) og deretter G(y).

(1) F"—kF=0, F(0)=0, F'(x) =

k>0, k=p*: F(z) = Ae'® + Be ™", F'(z) = pAet® — pBe™H®
F(0)=F(r)=0=A=B=0, F(z)=0

k=0 F(z)=A+ Bz, F'(z) =B
F(0)=0=A=0, F(r)=0=B=0, Fz)=0

k<0, k=—p?: F(z) = Acospz + Bsinpzx, F'(z) = —pAsinpz + pB cos pz
F0)=0=A=0, F(r)=0, A=0, B#0 = cospr =0

p=(0m+1)/2, F(z)=sn|@m+1)z/2] (B=1)
() G"+kG=0, k=—[2m+1)/22, GO)=0

” 2m+1\2 (2m+1)y/2 —(2m+1)y/2
G- G=0 = G(y) = Ac®"T/2 1 Be v

2
G(0) =0= B =—A, G(y) = A(e@+v/2 _ c=Cm+Du/2) = Csinh[(2m + 1)y/2]
Lgsningene av (i) pa formen u(z,y) = F(x)G(y) som oppfyller (ii) og (v):

21 1)x 2 1
m+ 1)z sinh( m+ 1)y

u(z,y) = Csin ( , C vilkarlig konstant, m =0, 1, 2 ...
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Summen av Fouriersinusrekka er den odde 27-periodiske utvidelsen av f(z).

ﬁ

For x = /2 er f(x) =1 og sin (2m + 1)z = sin (mnr + 7/2) = cosmn = (—1)™. Ergo
er

_ 8 e A\CS _ 8 e A\C:\JL
== D @m—-1)@2m+1)2m+3) =« 2 (2m —1)(2m + 1)(2m + 3)

m=0 m=0

3

° A\CSJL _
MU @m—-1)2m+1)2m+3) 8§

m=0

Ligningen kan skrives f(z) = e 1%l —4f(z) xe~1*l. Vi mmgmiﬂév = F{f(z)} og Fourier-
transformerer ligningen ved a bruke konvolusjonsregelen og den oppgitte Fouriertrans-
formerte.

-~ 2 1 -~ 2 1

oo =2t~ 2 i
8 -~ 2 1

AH+H+SNV>SVH/\WH+SM

-~ 2 1 1 /2 3 -~ 1 ;
fw) = /\W 9t uw? w/\w Frwz f@) = FH{fw) = Wm\wE

der vi inverstransformerte ved hjelp av den oppgitte Fouriertransformerte med a = 3.

Cauchy-Riemanns ligninger, u, = v, og u, = —v;, ma vare oppfylte. Her er u =
2 + ay? — y og v = 2zy + bz + 2. Vi far

Uy = 2, vy = 2,
Uy = 2ay — 1, —vy = =2y —b.
Viser at vimahaa=—-1ogb=1.

Daer f(z) = 2?2 —y? —y+i(2xy + = +2), og ved omskrivingen f(z) = (2% — 4>+ 2izy) +
i(x +1y) + 2i, eller ved & innfore x = (2 + 2)/2, y = (2 — 2)/2i, far vi

f(z) = 2% +iz + 2.

@ Ligningen 3cos z = 4i er ekvivalent med 3¢’* + 3¢~ = 8. Vi multipliserer med e** og
lgser mhp. ez,
) ) 8+ 10i . )
3 Amsvm C8ieF 43=0 = f=T0 B " dvs. €1 =3i og €% = IWN.
iz) =In(3i) = In[3i| + iarg (3i) = In3 +i(w/2 + 2k7), 2 = (7/2 —iln3) + 2kn

izg =In(—%i) = —In3+i(—m/2+ 2k7), 2o = (—7/2+iln3) + 27

Lgsningene er altsa z = +(7/2 —iln3) + 2k7w, k = 0,+1,+2,... .
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a) Singulzre punkter for f(2) = 1/(22 — 22 +2): 22 —22+2=0som gir 2 = 1 £4.
Begge er enkle poler, bare zp = 1 + ¢ ligger i forste kvadrant, og |zo| = V2.

Néar R < /2 er f(z) analytisk pa og innenfor C. Ifglge Cauchys integralteorem er

& dz —0
op 2 —22+2

Néar R > v/2 er 29 = 1+ i innenfor Cg. Residuteoremet gir

d 2mi 27 2mi
& m‘NHwﬂ.Wmm%ANvH 5 i S = HhHﬁ.
Jog ## —22+2 2=29 (22 =22+2) l2=20 22 —2l2=2 2
b) Laz € Tg. Daer|z| = Rog |22 —22+2| > |22 —2z2|—|2| > |2|*—|22] -2 = R?—2R—-2
ifplge trekantulikheten. Ergo er, for z € T'p,
1 1

_ANm\wwLﬂwv < \ (nar R — 2R — 2> 0 dvs. nar R > 1+ V/3).

M L-ulikheten gir

7\ dz |< ! TR og folgelig er i \ dz 0
T oellg er 1m —-———= = U.
Jrn 22242l SR —2r—2 2 BT RN L P 242

Pa x-aksen er z = x, dz = dx, og pa y-aksen er z = iy, dz = i dy. Av resultatene ovenfor
far vi

[t [t (- [ ) = ok VD

22 -2x+2 Jp o (iy)? —2(iy) + 2

\8 dx +\8 idy .
b a?-22+2  Jo (¥*-2)+2iy ’

Siden hgyresiden er reell, ma venstresidens imaginserdel veere null.

i _ i .@w\wv\m@\mwtfs.@u\wv
W-2)+2iy  (P-2+2y (y*-2) -2y  y'+4

Dermed er

00 , 2 00 oo
y-—2 m \ dx \ 2y v
Z—dy=0 dy = .
\o yira® 8 0 O o yt+4 y=r
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