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IF
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L
ø
sn
in
g
sfo
rsla
g

O
ppgavesettet

har
11

punkter,1abc,2,
3ab,

4,
5,

6,
7ab,

som
teller

likt
ved

bedøm
m

elsen.

1

a)
A

vL{u(t−
b)}

=
(1/s)e −

bs
følger

ved
skiftteorem

1
at

L{f(t)}
=

L{e
a
tu(t−

b)}
=

e −
b(s−

a
)

s−
a

.

V
i

kan
ogs̊a

om
form

e
f(t)

og
bruke

linearitet
og

skiftteorem
2

for
å

finne
L

(f).
Siden

e
a
t
=

e
a
(t−

b+
b)

=
e
a
be

a
(t−

b)
ogL

(e
a
t)

=
1/(s−

a)
f̊ar

vi

L{f(t)}
=

e
a
bL{e

a
(t−

b)u(t−
b)}

=
e
a
b·e −

bs
1

s−
a

=
e −

b(s−
a
)

s−
a

.

E
n

tredje
m

åte
å

finneL
(f)

p̊a,er
å

regne
ut

integralet ∫
∞b

e
a
te −

std
t.

b
)

V
i
L
aplacetransform

erer
initialverdiproblem

et
(ved

å
bruke

resultatet
i
(a)

m
ed

a
=

b
=

1)
og

løser
den

transform
erte

ligningen
m

hp.
Y

=
L

(y):

(s
2Y

−
s)−

2(sY
−

1)
+

Y
=

e −
(s−

1
)

s−
1

,
(s−

1)
2Y

=
s−

2
+

e −
(s−

1
)

s−
1

Y
=

s−
2

(s−
1)

2
+

e −
(s−

1
)

(s−
1)

3

=
(s−

1)−
1

(s−
1)

2
+

e −
(s−

1
)

(s−
1)

3
=

1
s−

1 −
1

(s−
1)

2
+

e −
(s−

1
)

(s−
1)

3
.

V
i
harL

−
1(1/s

n
+

1)
=

t n
/n!

ogL
−

1(e −
s/s

2)
=

12 (t−
1)

2u(t−
1).

D
erm

ed
f̊ar

vi
av

skift-
teorem

1
at

y
=

L
−

1(Y
)

=
e
t[1−

t+
12 (t−

1)
2u(t−

1)]=
e
t−

te
t+

12 (t−
1)

2e
tu(t−

1).

c)
Fra

a)
har

viL
(f)

=
e −

b(s−
a
)/(s−

a).
A

v
konvolusjonsteorem

et
følger

L
(f∗

f)
=

e −
b(s−

a
)

s−
a

·
e −

b(s−
a
)

s−
a

=
e −

2
b(s−

a
)

(s−
a)

2
=

e
2
ba·e −

2
bs

1
(s−

a)
2
.

Siden
L
−

1{1/(s−
a)

2}
=

te
a
t,

følger
av

skiftteorem
1

at

(f∗
f)(t)

=
e
2
baL

−
1 {

e −
2
bs

(s−
a)

2 }
=

e
2
ba(t−

2b)e
a
(t−

2
b)u(t−

2b)
=

(t−
2b)e

a
tu(t−

2b).

2

V
i
bruker

delvis
integrasjon

for
å

beregne
b
1 :

b
1

=
2π ∫

π

0
f(x)sin

x
d
x

=
2π ∫

π

0
x

cos
x

sin
x

d
x

=
1π ∫

π

0
x

sin
2x

d
x

=
1π [−

x2
cos2x ]

π0

+
12π ∫

π

0
cos2x

d
x

︸
︷︷

︸
0

=
−

π2π
=

−
12

.
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For
n
≥

2
er

b
n

=
(−

1)
n2n

/(n
2−

1).
Funksjonen

f(x)
er

en
odde

funksjon,da
er

Fourier-
rekken

til
f(x)

en
sinusrekke:

f(x)
=

∞∑n
=

1

b
n

sin
n
x

=
−

12
sin

x
+

∞∑n
=

2 (−
1)

n
2n

sin
n
x

n
2−

1
,

x6=
±

π
,±

3π
,±

5π
,...

.

V
i
setter

x
=

1
i
Fourierrekken

til
f(x).

Siden
f(1)

=
cos1

f̊ar
vi

cos1
=

−
12

sin
1

+
∞∑n
=

2 (−
1)

n
2n

sin
n

n
2−

1
,

det
gir

∞∑n
=

2 (−
1)

n
n

sin
n

n
2−

1
=

12 [cos1
+

12
sin

1 ].

3

a)
V

isetter
inn

u(x
,t)

=
F

(x)G
(t)

i
den

gitte
ligningen

og
separerer

variable:

F
′′G

=
F

G
′′−

F
G

,
F

′′

F
=

G
′′

G
−

1
=

k
(konstant),

F
′′−

k
F

=
0

G
′′−

(k
+

1)G
=

0.

R
andbetingelsene

m
edfører

F
′(0)

=
F

′(1)
=

0,
og

vi
m

å
ha

k
≤

0
for

å
f̊a

løsninger
F

(x)
6≡

0.
For

k
=

0
f̊ar

vi
F

0 (x)
=

1,
og

for
k

<
0,

k
=

−
p
2,

f̊ar
vi

p
=

n
π

og
F

n (x)
=

cos
n
π
x,

n
=

1,
2,

...
.

L
igningen

for
G

(t)
blir

G
′′−

G
=

0
n̊ar

k
=

0
og

G
′′+

(n
2π

2−
1)G

=
0

n̊ar
k

=
−

n
2π

2.
D

et
gir

G
0 (t)

=
A

0 e
t+

B
0 e −

t

G
n (t)

=
A

n
cos

ω
n
t+

B
n

sin
ω

n
t

for
n

=
1,2,...

der
ω

n
=

√
n

2π
2−

1
og

A
n ,

B
n

er
vilk̊arlige

konstanter.
(L

øsningen
for

G
0 (t)

kan
ogs̊a

skrives
G

0 (t)
=

A
∗1 cosh

t+
B

∗1
sinh

t.)
For

u(x
,t)

=
F

(x)G
(t)

blir
svaret

u
0 (x

,t)
=

F
0 (x)G

0 (t)
=

A
0 e

t+
B

0 e −
t

u
n (x

,t)
=

F
n (x)G

n (t)
= (A

n
cos

ω
n
t+

B
n

sin
ω

n
t )

cos
n
π
x
,

n
=

1,2,...
.

b
)

Siden
den

gitte
ligningen

er
lineæ

r
og

hom
ogen,

er
sum

m
en

u(x
,t)

= ∑
∞n
=

1
u

n (x
,t)

ogs̊a
en

løsning,
og

den
oppfyller

randbetingelsene.V
i
setter

følgelig

u(x
,t)

=
(A

0 e
t+

B
0 e −

t)
+

∞∑n
=

1 (A
n

cos
ω

n
t+

B
n

sin
ω

n
t )

cos
n
π
x

og
bestem

m
er

koeffi
sientene

A
n

og
B

n
for

n
=

0,1,2,...
slik

at
initialbetingelsene

blir
oppfylt.

L
eddvis

derivasjon
m

hp.
t

gir

u
t (x

,t)
=

(A
0 e

t−
B

0 e −
t)

+
∞∑n
=

1 (−
ω

n
A

n
sin

ω
n
t+

ω
n
B

n
cos

ω
n
t )

cos
n
π
x
.

T
il

bestem
m

else
av

A
n

og
B

n
f̊ar

viderm
ed

1
+

cos
π
x

=
u(x

,0)
=

(A
0
+

B
0 )

+
∞∑n
=

1

A
n

cos
n
π
x

(i)

0
=

u
t (x

,0)
=

(A
0 −

B
0 )+

∞∑n
=

1

ω
n
B

n
cos

n
π
x
.

(ii)

A
v

(i)
f̊ar

vi
A

0
+

B
0

=
1,

A
1

=
1

og
A

n
=

0
for

n
≥

2.
A

v
(ii)

f̊ar
vi

A
0 −

B
0

=
0

og
B

n
=

0
for

n
≥

1.
D

et
gir

A
0

=
B

0
=

1/2
og,

siden
12 e

t+
12 e −

t=
cosh

t,

u(x
,t)

=
cosh

t+
cos

ω
1 tcos

π
x

=
cosh

t+
cos ( √

π
2−

1
t )

cos
π
x
.
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4

For
f̂
(w

)
=

F
(f)

f̊ar
vi

f̂(w
)

=
1

√
2π ∫

1

0
e −

iw
x
d
x

+
1

√
2π ∫

2

1
2e −

iw
x
d
x

=
−

1
iw √

2π [[e −
iw

x ]
10
+

2 [e −
iw

x ]
21 ]

=
−

1
iw √

2π [(e −
iw−

1 )
+

2 (e −
2
iw−

e −
iw ) ]

=
1

√
2π

iw [1
+

e −
iw−

2e −
2
iw ].

V
i
bruker

form
elen

for
invers

Fouriertransform
asjon:

F
−

1(f̂
)

=
1

√
2π ∫

∞−∞

1
+

e −
iw−

2e −
2
iw

√
2π

iw
e
iw

x
d
w

=
12π
i ∫

∞−∞

e
ix

w
+

e
iw

(x−
1
)−

2e
iw

(x−
2
)

w
d
w

.

SidenF
−

1(f̂
)
=

12 [f(x
+

0)+
f(x−

0) ]
og

f(x)
er

kontinuerlig
idet

åpne
intervallet

(1,2),
f̊ar

viF
−

1(f̂
)

=
f(x)

=
2

for
1

<
x

<
2,

og
følgelig

er

∫
∞−∞

e
ix

w
+

e
iw

(x−
1
)−

2e
iw

(x−
2
)

w
d
w

=
2π

i·2
=

4π
i

for
1

<
x

<
2.

V
i
setter

inn
x

=
3/2

og
bruker

E
ulers

form
el

(e ±
it=

cos
t±

isin
t):

4π
i
= ∫

∞−∞

e
3
iw

/
2
+

e
iw

/
2−

2e −
iw

/
2

w
d
w

= ∫
∞−∞

(cos
32
w

+
isin

32
w

)
+

(cos
12 w

+
isin

12 w
)−

2(cos
12 w

−
isin

12 w
)

w
d
w

.

V
ed

å
ta

im
aginæ

rdelen
p̊a

begge
sider

av
likhetstegnet

ser
vi

at

∫
∞−∞

sin
32 w

+
3
sin

12
w

w
d
w

=
4π

.

5

Funksjonen
u(x

,y)
=

3x
2+

a
y

2+
e
bx

cos
y

er
harm

onisk
hvis

u
x
x
+

u
y
y

=
0.V

ed
derivasjon

f̊ar
vi

u
x
x

+
u

y
y

=
(6

+
b
2e

bx
cos

y)
+

(2a−
e
bx

cos
y)

=
(6

+
2a)

+
(b

2−
1)e

bx
cos

y
.

A
lts̊a

m
å

vi
ha

a
=

−
3

og
b

=
1

og
følgelig

u(x
,y)

=
3x

2−
3y

2
+

e
x
cos

y.

Ifølge
C

auchy–R
iem

annligningene
m

å
u

og
en

konjugert
harm

onisk
funksjon

v
oppfylle

(1)
v
y

=
u

x
=

6x
+

e
x
cos

y
og

(2)
v
x

=
−

u
y

=
6y

+
e
x
sin

y
.

V
ed

å
integrere

(1)
m

hp.
y

og
derivere

svaret
m

hp.
x,f̊ar

vi

(3)
v

=
6x

y
+

e
x
sin

y
+

h(x)
og

(4)
v
x

=
6y

+
e
x
sin

y
+

h ′(x)

der
h(x)

er
en

vilk̊arlig
funksjon

av
x.Sam

m
enligner

vi(2)
og

(4)
ser

viat
h ′(x)

=
0,dvs.

h(x)
=

C
(konstant).

D
erm

ed
f̊ar

vi
v(x

,y)
=

6x
y

+
e
x
sin

y
+

C
.

6

V
i
har

z

z−
i

=
(z−

i)
+

i

z−
i

=
1

+
i

z−
i

og
følgelig

e
z
/
(z−

i)
=

e·
e
i/

(z−
i).
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For
å

finne
L
aurentrekka

til
f(z)

i
om

r̊adet
0

<
|z−

i|
<

∞
,

bruker
vi

M
aclaurinrekka

e
z

= ∑
∞n
=

0
z

n
/n!

(gyldig
for

alle
z)

m
ed

i/(z−
i)

istedenfor
z:

f(z)
=

e·e
i/

(z−
i)

=
e

∞∑n
=

0

i n

(z−
i)

n
n!

=
e

+
ei

z−
i

+
ei 2

(z−
i)

22!
+

···
,

z6=
i.

A
v

L
aurentrekka

ser
viat

R
es

z
=

i f(z)
=

ei,
derm

ed
er

∮|z−
i|=

1
f(z)

d
z

=
2π

i·
ei

=
−

2π
e.

7

a)
Singulæ

re
punkter

for
f(z)

=
(z

+
1)

2/ [z(z
2
+

4z
+

1) ]
er

z
1

=
0

(enkel
pol)

og
z
2
,3

=
12 (−

4±
√

16−
4 )

=
−

2±
√

3,
z
2

=
√

3−
2,

z
3

=
− √

3−
2

(enkle
poler).

R
es

z
=

z
1

f(z)
=

lim
z→

0 [z
f(z)]= [

(z
+

1)
2

z
2
+

4z
+

1 ]
z
=

0

=
1

R
es

z
=

z
2

f(z)
= [

(z
+

1)
2

[z(z
2

+
4z

+
1)] ′ ]

z
=

z
2

=
(z

2
+

1)
2

z
2 (2z

2
+

4)
=

( √
3−

1)
2

( √
3−

2)2 √
3

=
−

1√3

R
es

z
=

z
3

f(z)
= [

(z
+

1)
2

[z(z
2

+
4z

+
1)] ′ ]

z
=

z
3

=
(z

3
+

1)
2

z
3 (2z

3
+

4)
=

(− √
3−

1)
2

(− √
3−

2)(−
2 √

3
)

=
1√3

b
)

V
i

setter
z

=
e
iθ.

D
a

er
cos

θ
=

12 (z
+

1/z)
og

d
z

=
e
iθi

d
θ

=
iz

d
θ.

N̊
ar

θ
vari-

erer
fra

0
til

2π
vil

z
gjennom

løpe
enhetssirkelen

C
:|z|

=
1

m
ed

positiv
orientering.

A
v

residuteorem
et

(bare
z
1

og
z
2

ligger
innenfor

C
)

f̊ar
viderm

ed

∫
2
π

0

1
+

cos
θ

2
+

cos
θ

d
θ

= ∮
C

1
+

12 (z
+

1/z)
2

+
12 (z

+
1/z)

d
ziz

=
1i ∮

C

2z
+

z
2
+

1
(4z

+
z
2
+

1)z
d
z

=
1i ∮

C
f(z)

d
z

=
1i ·2π

i
2

∑k
=

1

R
es

z
=

z
k

f(z)
=

2π (
1−

1√3 )
.
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