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Oppgavesettet har 11 punkter, labc, 2, 3ab, 4, 5, 6, 7Tab, som teller likt ved bedgmmelsen.
. a) Av L{u(t —b)} = (1/s)e™" folger ved skiftteorem 1 at
—b(s—a)

L{f(1)} = L{e"u(t - b)} =

s—a
Vi kan ogsa omforme f(t) og bruke linearitet og skiftteorem 2 for & finne L£(f). Siden
et — maQLjrS — m;vm;?\s og hﬁmiv — H\Am _ Qv far vi

H \\2.@\3
L{f()} = e®L{e® D u(t — b)) = e® - 75 & 7

s—a s—a

En tredje mate a finne £(f) pa, er a regne ut integralet boo ete=st dt.

b) Vi Laplacetransformerer initialverdiproblemet (ved & bruke resultatet i (a) med a =
b =1) og lgser den transformerte ligningen mhp. Y = L(y):

, (1) ) e~(s-1)
Amu\lmvlm?@lc.fu\HJ, (s=1)Y=s—2+—r 1
s — s —
s—2 e~ (=1
YEGor T o
(s—1)—1 e =D 1 1 e~ (51

B e i B e o P

Vi har £71(1/s"*) = t"/nl og L71(e7%/5%) = 4(t — 1)*u(t — 1). Dermed far vi av skift-
teorem 1 at

y=LNY) =€ [1—t+ 3t —1)u(t—1)]=c —te' + 5(t — 1)%eu(t — 1).

c) Fraa) har vi £(f) = e=*¢=%) /(s — a). Av konvolusjonsteoremet folger

) m\Em\i m\im\nv m\wim\nu b —bs 1
L) = s—a s-—a T (s—a)? e (s —a)?

Siden £7{1/(s — a)?} = te™, folger av skiftteorem 1 at

g . 2ba p—1 nlmv.m 2ba a(t—2b) at
(f=f)t)=eL AQW = e (t — 2b)e u(t —2b) = (t — 2b)e™u(t — 2b).

Vi bruker delvis integrasjon for a beregne b;:

T 9 7
\l&.vmwc&&&”l\ xcoswsinx dx
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cos2edr = —— = —=.
2r 2

A= 30
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For n > 2 er b, = (—1)"2n/(n? — 1). Funksjonen f(z) er en odde funksjon, da er Fourier-
rekken til f(z) en sinusrekke:

n2
MU by sinne = —= v:;. + MU 1 sin Mi s v # +m, +£3m, £5m,.

n=2

Vi setter # = 1 i Fourierrekken til f(z). Siden f(1) = cos1 far vi

H m:m:_: :mE:H H
v;H\\_A:ML:‘.,A:.MLE‘H%I:\..%
va vE Av :N mm: Av oov VE

2 < -1 - n2—1 2 2
n=2 n=2

a) Visetter inn u(z,t) = F(x)G(t) i den gitte ligningen og separerer variable:
§ad led P _kF =0

" _ " —_—=——1= St )y
F'"G=FG" - FG, 7 G 1 = k (konstant), G" — (k+1)G = 0.

Randbetingelsene medfgrer F'(0) = F'(1) = 0, og vi m& ha k < 0 for & fi lgsninger
F(z) # 0. For k = 0 far vi Fy(z) = 1, og for k < 0, k = —p?, far vi p = n7 og
F,(z) =cosnmz, n=1, 2,
Ligningen for G(t) blir G” — G = 0 nar k = 0 og G” + (n*7? — 1)G = 0 nar k = —n’n>.
Det gir
Qoﬂwv = \wown + Boe™
G, (t) = Ay coswpt + By sinw,t  forn=1,2,.
der w, = Vn?m2 —1 og An, B, er vilkarlige konstanter. (Lgsningen for Go(t) kan ogsi
skrives Gy(t) = Aj cosht 4+ Bj sinht.) For u(z,t) = F(2)G(t) blir svaret
ug(a,t) = Fo(x)Go(t) = Aoe" + Boe™
Un(z,t) = Fo(2)Gn(t) = (Ap coswnt + By sinwyt) cosnmz, n=1,2,....

b) Siden den gitte ligningen er linezer og homogen, er summen u(x,t) = > 0| uy(2,t)
ogsa en lgsning, og den oppfyller randbetingelsene. Vi setter folgelig

[o <]
u(z,t) = (Ape’ + Boe™) + M A\_: cos wpt + By, sin E:& cosnmx

n=1
og bestemmer koeffisientene A4,, og B, for n = 0,1,2,... slik at initialbetingelsene blir
oppfylt. Leddvis derivasjon mhp. ¢ gir
oo
ug(z,t) = (Age’ — Boe™) + MUA\EQ&: sin wpt + wy By cos wyt) cos nwz.
n=1

Til bestemmelse av A,, og B, far vi dermed
oo
(i) 14 cosmx = u(z,0) = (Ag + By) + M A, cosnmz

n=1

,0) = (Ag — By) + ME:W: cosnmx.
n=1
Av (i) far vi Ag+ By =1, A =1 og A, = 0 for : > 2. Av (ii) far vi Ag — Bp = 0 og
=0 for n > 1. Det gir Ay = By = 1/2 og, siden e* + Je~t = cosht,

0= w(s

u(z,t) = cosht + coswit cos ma = cosh ¢ + cos (/72 — 1t) cos .
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For f(w) = F(f) far vi

1 r1 . —1 ! 42
=— Ty + |,\ 2T g = ——— T\:ﬁ; +2 TLE&
i Vor .\o w2 0 1
-1 —iw “oiw i 1 —iw 2
= e " —1)+2(e S‘\m:F;H‘T‘TmE\mm E@.
wy 2T T v A v V27 iw
Vi bruker formelen for invers Fouriertransformasjon:
. 1 00| 4 pmiw _ 9p—2iw 1 [0 givw g giw(@—1) _ g iw(z—2)
()= |\ ke~ ey = — e < dw.
V2 J oo V2w 271 oo w

Siden F~1(f) = L[f(+0)+ f(z—0)] og f(z) er kontinuerlig i det apne intervallet (1,2),
far vi F=U(f) = f(z) =2 for 1 < x < 2, og folgelig er

1 eiw(@=1) _ ggiw(z—2)

dw=2mi-2=4mi forl <z <2.
w

Vi setter inn = 3/2 og bruker Eulers formel (e** = cost + isint):

i \8 3iw/2 4 giw/2 _ gp—iw/2

oo w

dw

2 2

B \8 (cos 3w + isin 3w) + (cos Jw + isin Jw) — 2(cos Jw — isin Jw) dw

0 w
Ved a ta imagingerdelen pa begge sider av likhetstegnet ser vi at

o
sin 3 S + 3sin 5 S
\ —= = dw = 4n.

o w

. Funksjonen u(z, y) = 322 + ay? + e cos y er harmonisk hvis ., + Uyy = 0. Ved derivasjon
far vi

U + Uy = (6 + 0% cos y) + (2a —

°cosy) = (6 + 2a) + (b2 — 1)e* cos y.
Altsad ma vi ha a = —3 og b = 1 og folgelig u(x,y) = 322 — 3y + % cos y.
Ifplge Cauchy-Riemannligningene ma u og en konjugert harmonisk funksjon v oppfylle
(1) vy =wu, =6x+e"cosy og (2) vy =—uy =06y+e’siny.
Ved & integrere (1) mhp. y og derivere svaret mhp. z, far vi
(3) v=6zy+e siny+ h(z) og (4) vy =6y + e siny + A (z)

der h(x) er en vilkarlig funksjon av . Sammenligner vi (2) og (4) ser vi at h'(z) = 0, dvs.
h(z) = C (konstant). Dermed far vi v(z,y) = 6zy + e*siny + C.

@ Vi har

z (z—1i)+1 i
z—1 z—1 z—1

og folgelig o2/ (=) _ o i/ (=)
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For & finne Laurentrekka til f(z) i omradet 0 < |z — 4| < oo, bruker vi Maclaurinrekka

e* =% > 2" /n! (gyldig for alle z) med i/(z — i) istedenfor z:
f(z)=e QN\ANLVIQWFIQ.T o +F+ zF#1
A - = (z =il - z—i  (z—1)22! ’ '

Av Laurentrekka ser vi at Res.—; f(z) = ei, dermed er

& f(2)dz = 2mi - ei = —2me.
J]z—il=1

a) Singuleere punkter for f(z) = (2 + 1)/ [z AN +4z+41)] er z1 = 0 (enkel pol) o
NNmeAI»H,\;I v =243, 2=v3-223=—V/3-2 (enkle poler).

Ry 10 = o) = [ | =

z 2 z —1)2
?%TTA:: fﬁ 241 _ (V3-1) L

22xu+4)  (V3-22/3 3
ﬁ (z+1)? g _ (m+1)? (—V3-1)? 1
[2( s

z=z2 2(22 +4z + 1)) -

Res f(z)

z=23

z3(223+4)  (—V3-2)(-2v3) V3

2(22+4z+ 1)) n

b) Vi setter z = €. Da er cos® = 3(z + 1/z) og dz = €idf = izdf. Nar ¢ vari-
erer fra 0 til 27 vil z gjennomlgpe enhetssirkelen C: |z| = 1 med positiv orientering. Av
residuteoremet (bare z; og 29 ligger innenfor C) far vi dermed

\wi+no%%|x:w?+<$@|w& 224 22+1 &
y 2+cosf Qw.(.wAN.TH\NV iz i Jo(dz+ 22+ 1)z

.&x wﬂMUWwM\ IwﬂAlev.
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