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Oppgave 3

a.

idenie il n = 8 identi i
dene til n 8 identiske varmevekslerc er registrert. Disse levetidene betegnes

5

N Xy X i
: m 2 . ” A.vm antas a vare uavhengige med samme kontinuerlige fordeling. Fordel-
ingsfunksjonen betegnes F(1). De orduede observasjonene betegnes Xy, X X(s)

Datamaterialet (i 103 timer) er
12,28, 11, 83, 102, 160, 236, 305.

Definer T(x) = deu totale iesttid ved tidspunkt x. Tegn TTT-plottet for observasjons-

materialet.

T transformen til fords fingen Foer definert ved
Foly)
i) = \ (1~ F(u))du
0

P

- . . .
L) og forventningen i fordelingen. Definer den skalerte TTT-transformen.

Utled den skalerte T'T'T-transformen for eksponensialfordelingen.

La U7 v) vaere definert som .M ["T-transformen, med den forskjell at £'(-) na er byttet
ske fordelingsfunksjonen. lva er F7Ui/n)? Vis at HZYi/n) =

ut med den emy

T{N )/ n.

Bruk resultatene fi

cksponensialforde
intervall for denne.

v fortolkiin e . .
o fortolkningen av () i dette uttrykket, og utled sammenhengen mellom

:.”,o,.;__. til m. mq‘m::,m:?qm for at levetidene i a) er hentet fra en
g bstimer sviktintensiteten i fordelingen, og utled et konfidens-
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Oppgave 2

Levetidsfordelingen til en bestemt type kuleventil skal undersekes ved & sette n
enheter i drift, og registrere tidene t,, t,, ..., t, til de svikter. Anta at levetidene cr

uavhengige.

Observasjonsmaterialet for 10 ventiler ble som falger (levetider i dager):

326, 207, 996, 357, 1, 67, 232, 84, 133, 91

a) Anta at levetiden for en ventil er eksponensialfordelt. Finn et estimat vy ¢t

90% konfidensintervall for sviktintensiteten XA basert pa datasettet.

b) En Bayesianer betrakter problemet fra falgende synsvinkel: Alle ventilene
har uavhengige, eksponensialfordelte levetider med samme A, hvor A sces
pa som en realisasjon av en stokastisk variabel A. Denne Bayesianerens
apriori-informasjon er representert ved en gammafordeling med parametre

a og f3, dvs ®

£ (N = B en L
N T7ay €

A>0, a>0, 3>0.

Forventningsverdien i apriorifordelingen er E(A) = o/f3.

Vis at aposteriorifordelingen er en gammafordeling med parametre « og (¥,
hvor

a =a s on, og _w\u_\w+MUm»

e

Hva blir Bayes-estimatoren (ved minimum kvadratisk tap) A* for A? Hvilket
estimat fds ndr parametrene i apriorifordelingen settes til a =05 og
3 = 3007
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Oppgave 1

En setter n komponenter i funksjon samtidig,
uavhengige og identisk kontinuerlig forde
observatoren X,;; < Xz < ... < X,,,,.

a)

b)

og levetidene til disse komponentene, X, X, ... , X, er
lte. Nar levetidene ordnes etter storrelse fas ordnings-

Definer "total test tid", T{x}, ved tid x. Skriv spesielt ut 7(X,,)).
En har bestemt seg for & avslutte fors i i i

gket i det gyeblikk feil nr. r i
sensurerte data. Anta at levetidene, X, i=12 . y ot e aameer

¢ . - er eksponensialfordelte med parameter A.

MMMMM_M MM %MMWWM:VBEW: Mo_. X (egenskapene kreves ikke). Utled et 90% konfidensintervall,
s ) er kjikvadratfordelt i i &

cbservasionene ot £ e med 2r frihetsgrader. Utled intervallet nar r=n=6, og

L1,17,19,24,27,32

Cﬁ..oa.mwﬁm.m estimatoren for A for det tilfelle at r=n (anta kvadratisk tapsfunksjon). Som a
priorifordeling benyttes gammafordelingen (k, 8) som generelt har sannsynlighetstetthet

og forventning k/6. Beregn estimatet for A n
skrives som en veiet sum av "a priori estimate

Side 2 av 3
) -0 f >0
.\wl = M‘a«®uv 2 t 2

ar k=2 og 8=5 ar'. Vis at Bayes estimatoren kan
1" og av en estimator basert pé forsgket.

Aoy 95

Oppgave 3

a)

b)

c)

La X, og X, vaere uavhengige og eksponensialfordelte med parametre henholdsvis, A; og A,. Hva
er fordelingen til min(X;, X3)7 Vis at P(X,<X)) = A /(A + M),

Betrakt et system av 2 pumper med passiv redundans ("standby”). Pumpe A er innkoplet farst,
og har sviktintensitet A;. Pumpe B stir i standby og har da sviktintensitet Ao. De to pumpene
svikter uavhengig av hverandre. I det pyeblikk A svikter koples B inn, og B fir da en
sviktintensitet A,. For at denne omkoplingen skal funksjonere er det bruk for en omkoplings-
enhet, og denne svikter med en konstant sviktintensitet As.

La T, angi tid til pumpe A feiler. La videre T, veere tiden som gir fra dette skjer til pumpe B
feiler, slik at tid til systemsvikt (dvs. ingen pumpe er tilgjengelig) kan skrives 7 = T, + T».
Bestem sannsynligheten for at T, = 0, og oppgi betinget forventning for T, gitt 7,>0. Finn s&
MTTF = E(T).

Anta na at en bruker et system av tre pumper, som alle har kapasitet 50%, dvs minst to pumper
mi operere for at systemet skal funksjonere. En starter med at alle tre pumpene er aktive. Det er
ikke behov for noen omkoplingsenhet ved fgrste pumpe-feil. Alle tre pumper feiler uavhengig
av hverandre med sviktintensitet A, bde nir det er to og tre pumper som er aktive. Forklar at tid
til systemfeil kan skrives T = T, + T, der T, er tid til forste pumpe-feil. Definer ogsa T, og bruk
né dette til direkte 4 finne MTTF = E(T) for systemet. Utled ogs fordelingsfunksjonen for tid
til systemfeil, og sjekk at dette gir den samme MTTF.
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Vi har noadentiske komponenter som settes 1 drift, og lar Xi X, .., X, vare de observerte levetider,
dvs. tid fram il svikt eller sensurering. Tider til svikt antas uvavhengige og identisk fordelte.
Sensurermpstidspunktene kan ogsa oppfattes som uavhengige stokastiske variable.

Gy

Definer hazard-plotiet (Nelson-plottet) for datasettet, Forklar hvordan dette plottet kan brukes
ul d sjekke om den underhggende levetidsfordelingen er IFR eller DFR.

an=9 g konstruer hazard-plottet for folgende datasett (levetid i dager).

RO, 140, 210, 480, 530+, 790, 1210, 1540, 1850+

Observasjonene 5 og 9 (merket med "*") svarer til sensureringstidspunkter. Hvilken
konklusjon vil du trekke ut fra dette plottet?

Antaat de 7 observerte tider til svikt er uavhengige og eksponensialfordelte med sviktintensitet
A (For enkelhets skyld vil vi i det folgende se bort fra den informasjonen som er gitt av de
{0 sensurerte levetidene). En Bayesianer vil estimere A, og modellerer sin a priori viten ved
en gamma fordeling (o, )

w - B opnee n a0 e, B>0
oy

Forventningen i denne gamma-fordelingen er E(A) = a/f.

Finn a posterion fordelingen til A. Hva blir Bayes estimatoren for A under forutsetningen om
kvadratisk tapsfunksjon? Hvilken estimator fir vi for A (uttrykt ved o og PB), nir vi
utelukkende baserer oss pd a priori viten . Angi ogsi den "vanlige” estimatoren for A,
utelukkende basert pa de observerte levetidene. Vis at Bayes estimatoren kan skrives som en
veret sum av disse to estimatorene.

lfolge Bayesianerens a prion viten forventet han at en komponent i gjennomsnitt skal
tunksjonere 1 tre &r for svikt inntreffer. Han mener at denne a priori viten er omtrent like
sikker som om den var haset pa tre virkelig observerte levetider. Bruk de 7 observerte
svikttider gitt v by il & bercgn Bayes estimatet for A.

AN G

5

Oppgave 3

a. ?ém:.r.:. T, til en trykkmaler modelleres som en r:::_::._,:m stokastisk varialel
med ?:r&c:mmm::mk::wrmp () = P(T > ). Vis at E(T) = w.c:tvs.
0

Definer kumulativ sviktintensitet, Z(t), 0g utled sammenhengen mellom Z{t)vg H(t).
Hva er definisjonen pa at fordelingen til T har ikke-avtakende sviktintensiter (IFR)?
Gi en alternativ definisjon, uttrykt ved R(t), og som kan brukes selv om fordelingen
til 7" ikke er kontinuerlig.

b, Auta at 7 o Weibull-fordelt, dvs.
R{t) = ¢~000° L > 0.
Finn £(7). Hva er betingelsen for at T har en ikke-avtakende sviktintensitet? Fiy,

Z(t). Translormer henholdsvis Z(t) og t over ; variable som det er en linewxr samuy-
enheng mellom,

. Tilike trykkmadlere ble installert samtidig. Den ene ble tatt ut av drift etter 1020
dager uten § ha feilet, For de evrige ni observerte en folgende tid til svikt (i dager):

1480, 2166, 2552, 2818, 3043, 3427, 3785, 4241, 5112,
Finn Nelsons estimat for den kummualative sviktintensiteten. Hva blir estimaret for

R(t)? Tegn Nelson-plottet pd Weibull papir (vedlagt). Bruk dette ti] 3 estiniere
parametrene S\l?__:.cq%.::m«.:.
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Oppgave |

a) 111

ormen Lil fordel

ssfunksjonen £ er definert ved
ﬁl—Af\v
) = [0 = F) du
Jo

igen av 1771V i dette uttrykket, og utled sammenhengen mellom
ngen i fordelingen. Definer den skalerte T'T'T-transformen.

1skalerte T'TT - transformen for cksponensialfordelingen.

lentiske komponenter er registrert. Disse levetidene betegnes
. Xa, og antas & veere navhengige med samme kontinuerlige fordeling.

¢) Datamaterialet (i dager) er
84, 110, 210, 480, 530, 790, 1210, 1540, 1850.

Definer T'(r) = den totale test tid ved tidspunkt z. Tegn TTT-plottet for observa-
i naterialet. Hvilke shitninger vil du trekke av dette plottet?

SR r\
7
Oppgave 3

ordelingen (k. 0) har sannsynlighetstet

4

1'(

(OO Y 1 >0

) =

k)

BTy kg

wo A Glen k har sannsynlighetstetthet

ViemM 1>

v er forrer

har nobservasjoner, Ty, 1y, ..., T,. Forsla enes

(ks synlighetsmaksimeringsestimatoren) for A. Egenskapene til «
detnarn = 4o0gT; = 3.5,5.2,6.8,7.3 (ir).

, bt viten om At

Hvilken ve

bar eu velge for o her?

Finn ogsaa posteriori fordelingen til A Hva blir Bayes estimatoren for A under
forutsetningen om kvae sk tapsfunksjon? Beregn estimatet med de data som er
gitt i a), og sammenlikn med de estimatene somn ble funnet der. K:

hva a priori informasjones om A (gitt ved g{\)) svarer til, nir en san

en sionoe om

nlikner med

i observe

Axxf(g, r\«, S
Oppgave 1

La den stokastisk variable, X, betegne levetiden til en bestemt komponenttype, og la X ha
funksjonssansynlighet, R(x) = P(X>x).

a) Utled sammenhengen mellom forventningen til X og R(x).
En har observert 8 levetider av denne komponenttypen (i maneder):
37.0, 82.5, 110.0, 62.0, 51.5. 94.5, 18.0, 74.5

Bruk disse data til & estimere funksjonsannsynligheten (basert pd den empiriske fordelings-
funksjon).

b} Hva menes med sensurerte levetidsdata. Definer kort de fire hovedtyper av sensurering.
Presiser den sensureringdmodell som Kaplan-Meier bruker i sin estimator for R(x).

) Anta at vi har to sensurerte levetider. i tillegg til de 8 observasjonene gitt i a):

48.0. 60.0

Finn ut fra dette Kaplan-Meier estimatoren for R(x) og skisser denne. Beregn et estimat for
forventningen til X.

T 8

*” Oppgave 3

En pumpe benyttes ikke kontinuerlig, og har en sannsynlighet, p, for ikke & starte ndr den skal tas i
bruk. Anta at det har vart bruk for pumpa n ganger, og la X vare antall ganger den ikke starter
(tilstrekkelig raskt). Det antas at X er binomisk fordelt.

a) Observasjonen, X, skal brukes til 4 estimere p, ved hjelp av Bayes-teknikken. A prion
fordelingen til p velges fra klassen av beta fordelinger, dvs.

Mr+s) n
T-py, <1, 0, s>0
NCIIO (1-p) O=p s

gp) =

I fortsettelsen kan du, uten bevis, bruke at forventningen i denne fordelingen er t/(r+s).
Utled uttrykket for Bayes estimatoren (ndr kvadratisk tapsfunksjon benyttes).

b} A prion vil statistikeren (ut fra erfaring med tilsvarende pumper) ansl3 p til 4 vare omtrent
1/20. Videre anser han denne informasjonen til 4 vare likeverdig med 4 ha observert 20 starter
av den aktuelle pumpa. Bruk dette til 4 spesifisere a priori fordelingen for p.

Anta at vi har observert n = 143 starter, og at X = 4. Hva blir Bayes estimatet? Sammenlikn

med resuitatet som fis ved 4 bruke den vanlige sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren
(SME).

En annen statistiker hevder at det er uheldig 4 bruke den subjektive a priori informasjonen om
at p antas 4 vazre omtent 1/20. Han mener at det ber brukes en sikalt “ikke-informativ" a
priori fordeling. Foresla en slik fordeling, og beregn den tilhgrende estimatoren. Sammenlikn
med det andre Bayes estimatet og SME, og kommenter. Hvilket av de to Bayes estimatene
ville du selv anbefale i bruk?
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Oppgave 2 Mo T
a) A =n/2Xt = 10/2494 = 0.0040 dager’

Godtar ogsa:
A =(n-1)/ Xt = 9/2494 = 0.0036 dager

Intervallgrenser:
A = Zhosaio / (2-28) = 0.0022 dager

Mi = Zygsane / (2:21) = 0.0063 dager’

b) Observasjonsvektoren er t = (t,, t,, ... t,)’. Rimelighetsfunksjonen:
I lY = f(tlA) = Aexp(-A-t)
A posteriori tetthet for A:
g(kl t) o< g(k)-l(M 9,  (der g(A) er a pripori tetthet til A, dvs. Gamma(a, B)).
Gir g(M 1) o< A" Lexp(-A-(B+2t)), dvs. Gamma(n+a, B+2t).

Bayes-estimator:

A" =EAlp = hglp dh = (0+n) 7 (B+XL) = 0.003758.
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E(T) = [tf)dr = [ R(H)dr,  visesved delvis integrasjon.
o 0

20« | swdu,  der 200- 79 < - 4R
0 R(u) t

Z(t) = - InR(t), R(@) =e

a) IFR & z(t) er ikke-avtakende <> - InR(t) er konveks.

ED - Ly, oz 0w IFRew 1
oA o

b) In(Z(t)) = a:In(t)

c)
t y4Q) R(H)
1480 0.100 0.905
2166 0.211 0.810
2552 0.336 0.715
2818 0.479 0.619
3043 0.646 0.524
3427 0.846 0.429
3785 1.096 0.334
4241 1.596 0.203
5112 2.596 0.075

& =125, A= 00003 dag!
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