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Maximum-likelihood ligningene i en k-parameter eksponensiell 
familie 

Havard Rue & Bard Skaftestad 

17.januar 1999 

Dette notatet diskuterer ML-ligningene for k-parameter eksponensielle farnilier, og er utfyllende til 
lrerebokas bidrag i Appendix side 343-344. 

Teo rem 

Anta 

''d 
Xi ~ f (x I 0), ::c = (xi, ... 'Xn) 

hvor f ( x I 0) er en k-parameter eksponensiell familie, 

og hvor 

er minimal suffisient observator1 for 0. Da er ML-ligningene for 0 gitt ved 

i = 1, . .. 'k. 

(Her betyr E (t1 (x)) lo=O' forventet verdi av t 1 (x) sam en funksjon av 0, evaluert i 0.) 

Eksempel 

Sam kjent er normalfordelingen en 2-parameter eksponensiell familie, og nar 

iid ( 2 
X! , ·· · ,Xn rv N p,a) 

--------------------------
1 Dette krever at variasjonsomradet for (wt (e) , ... 'Wk( e)) ikke er en degenerert mengde i IRk . 
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kjenner vi de (minimale) suffisiente observatorene 

ML-ligningene blir dermed 

og 

n n 

t1(a::) = LXj, og t2 (a::) = L xJ. 
j=1 j=1 

={1. 

1 ~ 2 2 I - L..t xi = E (x ) (J.L,q2)=(P.,a2) 
n. J=1 

=P+a2. 

Nar vi 10ser disse ligningene, far vi de kjente ML-estimatene 

[1. = x, og 
1 n 

·2 ""( -)2 (J = - L..t Xj- X . 
n . J=l 

Bevis for ML-Iigningene 

Beviset gar sam f!lllger. F!llrst trenger vi likelihooden 

n 

£(()I a::)= IT f(xj I 0) 
j=1 

= [D h(x;)] c(O)"exp { t [w;(9) tt;(x;)]} 

= h(x )c(9)" exp { t w;(O)t; (x)} 
der vi bar innf0rt notasjonen ti (a::) = 2::.:.7=1 ti (X j). Deter na gunstig a reparametrisere modellen ved 
a innf0re parametrene 1] = ("71, ... '"lk), der 

"71 = w1(0), ... , "lk = wk(O) 

dvs. 

£(17 I x) = h(x )C(17)" exp { t 1J;t; (x)} 

der c( 1J) er ny normaliseringskonstant med hensyn pa 1J. ML-ligningene finnes da ved 

a 
-a ln (£(17 I a::))= o, 

"li 

2 

i = 1, ... 'k. 

( 

• 

( 



l 

Ved a bruke at 

k 

ln (£(7] I :v)) = ln h(:v) + nln c(7J) + L T}i ti(:v) 

far vi Maximum Likelihood ligningene 

eller 

ti(:v) = -n aa ln c(7J), 
T}i 

i=l 

i = 1, ... 'k 

i = 1, ... 'k. 

Q Dersom vi kan vise at 

a --n-
8 

ln c(7J) = Eti(:v) 
T}i 

(1) 

vii derfor teoremet vrere bevist for parametriseringen 1J. For enkelhets skyld viser vi dette kun fori = 1. 
Den momentgenerende funksjonen (mgf) til g(x) er generelt gitt ved 

og vi har sammenhengen E(g(x)) = M;(x)(O). Vi vii derfor finne mgftil t 1 (:v). Fra definisjon av mgf 
fas 

Mt 1(:v)(s) = E exp (sti(:v)) 

~ i exp (st1 (x)) h(x )C(~)" exp { t ~;t;(x)} dx 

~ i h(x)C(1))" exp { (~1 + s)t1 (x) + t, ~;t;(x)} dx 

For a forenkle notasjonen innf~rer vi 17* = (TJ1 + s, T]2, •.• , TJk). slik at 

M,, (x) (s) ~ i h(x )C(~)" exp { t ~it;(x)} dx 

~ ~~}): i h(x)C(1)')"exp { t ~it;(x)} dx 

=1, siden fx f(x l11)dx = 1. 

[ 
c( 1J) ] n 

= c(7J*) 
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Dette betyr at 

d 
Ett(x) = -d Mt 1(x)(s) ls=O 

s1 

d [ c( 11) ] n 

= ds1 c(1J*) ls=O 

[ 
c(ry)] n-

1 d c(1J) 
= n c(1J*) ds1 c(1J*) ls=O 

[ 
c(1J) ] n-

1 d c(1J) 
= n C(1J*) ds1 C ((171 + S, 'T/2 1 ••• , TJk)) ls=O 

[ 
c(1J) ] n-1 [) c(1J) 

= n c( 17*) fJT]1 C ( ( 'T/1 + S, 'T/2 1 • • • , TJk)) ls=O 

[ 
c(1J) ] n-1 c(1J) [) -

= n c(1J*) ( -1) c(1J*) 2 fJry1 c(7J1 1 ••• , 7Jk) ls=O 

= n ·1· (-1)~_i_c(1J), (Brukeratry = ry• nars = 0.) 
c( 11) fJry1 

= -n_Q__ lnc(ry) 
fJTJ1 

Dvs, vi bar vist ligning (1), og dermed ogsa ML-ligningene med hensyn pa 17-parametriseringen. Vier 
jo interessert i ML-ligningene for 0 = ( 81 , ... , Bk). Da bruker vi egenskapen at ML-estimatoren er 
invariant for reparametriseringer. Siden 

vil 

der ~j ( ·) er omvendt funks jon av Wj ( ·). Dermed er iJ = ( 6 ( i]), ... , 6 ( i])) ML-estimatene for 0, nar 
i] = (ih, ... , ilk) er ML-estimatene for 11· Dette betyr at vi like godt kan l~iise ligningssystemet 

i = 1, ... , k 

der forventningene taes med hensyn pa 0-parametriseringen for a finne ML-ligningene til 0. • 
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