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Oppgave 1

a) Enten ved direkte inspeksjon av B, eller ved a lgse den karakteristiske ligningen far vi
egenverdiene \; = 4, A\y = 1 og A3 = 0. Vektorene

0 3 4
r = 1 T9 = 0 , 0g X3 = 0
0 —4 3

er egenvektorer med egenverdier hhv. \; =4, Ay = 1 og A3 = 0. Disse er automatisk ortogonale
(fordi B er symmetrisk), og om vi normaliserer dem far vi en ortonormal basis for R? av
egenvektorer. Sett dem inn i som sgylene i matrisen

3
0
og fa den ortogonale diagonaliseringen

40 0
Q"BQ=A=1]0 1 0
000

b)
) 1034][«3‘“00][0501
et = ¢!QAQ :Qe“‘QT:% 5 0 0/10 ¢ 0}13 0 —4
_0—43J[0 0 1|4 0 3J
1 [ 9¢! + 16 0 —12'+12
= o 0 25e 0
| —12¢' +12 0 16e* + 9
Ligningssystemet har lgsningen
—24et + 24
z(t) = ePz(0) = 25¢e*

32e' + 18
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c¢) Da vi har ortogonaldiagonalisert AT A allerede kan vi sette Q2 = Q og

Va0 0 2 00
o 0 VA O _ 010
0 0 0 0 0O
0 0 0 0 0O
La @ = [ql g2 Q3 q4} veere matrisen som fremkommer ved a fglge proseduren for sin-
guleerverdidekomposisjonen:
0 1
1 Pz V2 |1 1 Pz V2|0
q = VA7 = , q = — A— = — ,
TVl 2 |0 TV w2 |-l
1 0

og hvor g3 og ¢4 er vilkarlige, men ortonormale pa ¢; og ¢, f.eks. q3 = % [1 11 —1]T og

s = % [1 -1 1 1]T. Setter vi dette inn og regner ut, far vi A = Q,XQ?. Pseudoinversen til
Y er

000
=101 0 0},
0 00O
sa pseudoinversen til A er
6 0 —6 0
2

A+:Q22+Q1T:\2/—0_ 0 5 0 5
-8 0 8 0

d) Flere mater a lgse pa. F.eks. kan du bruke pseudoinversen fra oppgaven for og fa

0
6 0 —6 0 _3

5 5
A%:% 05 0 5 ;z% 5
-850 8 0 |; 4

Oppgave 2

a) Da V er Banach er ogsa £(V) Banach, og saledes et komplett metrisk rom. Hvis T er en
kontraksjon har T ngyaktig ett fikspunkt. Merk at det a si at X er et fikspunkt for 7" er det
samme som a si at X = I + AX, eller med andre ord at (I — A)X = I. Vi viser derfor at T er
en kontraksjon og er ferdig:

IT(X) =T = [[(I + AX) = (I + AY)[| = [[A(Y = X)[| < [|AJ[[[X = Y]].

I det nest sist steget har vi brukt linearitet av A og i det siste teorem 7.6 i Young.



Lgsningsforslag SIF5020 Lineare metoder, Nov 27. 2002 Side 3 av 4

b) Merk at T(0) = I, og anta at T7"(0) = [+ A+... A", Da har vi at T""'(0) = T(T™(0)) =
I+AI+A+ .. A"Y) =1+ A+ ...A" og vi har vist formelen ved induksjon. Beviset i
Banachs fikspunkt teorem sier at X = lim,, o, 7™(0) = > po, A* er fikspunktet for 7.

Men merk at om vi startet med S(X) = I + XA istedetfor T ville vi fa ngyaktig samme
fikspunkt, som defor tilfredsstiller bade (I — A)X =1 og X(I — A) =1.

Oppgave 3

a) Sjekker kravene til et reelt indreprodukt. At 7 Ay = (z,y)a = (y,x)a = y" Az er det samme
som & si at A er symmetrisk. Dette kommer av at y” Az = (y” Az)T = 27 ATy (transponering
av en én ganger én matrise gjgr intet galt). Om dette skal gjelde for alle x og y sa er A er
symmetrisk (husk at el Ae; = Ay;). Omvendt, om A er symmetrisk er AT = A og ligningen
holder trivielt.

Linearitet i forste faktor av (z,y)4 = 7 Ay setter intet krav til A.

At (z,z)4 > 0 for alle ikkenull z € R™ er per definisjon at A er positiv definit.

b) Vi vil ha at

(z,y) = (T'(), T(y)) a

for alle z,y € V. Setter vi inn far vi at

1 1
{avy + bvg, cvy + dvy) = / (ae’ + be™")(ce’ + de™") dt = / (ace® + (be + ad) + bde™?") dt
0 0

= ac%(e2 — 1)+ (be + ad) — bd%(e‘2 -1)

skal vaere likt i
[C = aca + (bc + ad) 5 + bdy,

noe som gir at

L [% ﬁ] _[pe-n

Oppgave 4
a) Sjekk opp definisjonene i Young i kapittel 4.

Indreproduktet i ¢2 er gitt ved (z,y) = > po, 747 0g fra det ser vi med en gang at

(e, em) = {0 n#m’

1 n=m
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sa (en)nen er altsa en ortonormal fglge.

Merk at (z,e,) = x,, sa at (z,e,) = 0 for alle n medfgrer at x = 0, og vi har vist at (e,)nen
er en fullstendig ortonormal fglge.

b) Vi vet fra teorem 6.5 i Young at V* er et Banachrom, og det eneste som mangler er et
indreprodukt pa V* hvis tilhgrende norm er operatornormen. Ved Riesz—Fréchets teorem har
vi at for hver F' € V* finnes en entydig y € V s.a. F(x) = (z,y) for alle x € V. For hvert par
Fy,F, € V* lar vi

(F1, F2) = (y2, 1)

hvor y;,ys € V er s.a. Fi(z) = (x,y;) for alle z € V. Fra at (, ) er et indreprodukt for V'
far vi at dette blir et indreprodukt for V*. Ved andre del av Riesz—Fréchets har vi dessuten at
||F'|| = ||y]|, noe som gir for vart nye indreprodukt at (F, F) = (y,y) = ||y||* = ||F||*

Oppgave 5 Definér linezr avbildningene F,G: V — R? ved F(av; + bvy) = [a b] og
G(aw; + bwy) = [a b]. For de som synes det er en hjelp kan vi tegne stgttetegningen

R? < v £, R?

B.l Dl Ai

R? ¢ v £, R?

hvor A- og B- er lineaer avbildningene gitt ved multiplikasjon med A og B. Uansett har vi at
A-=FG ' (B:)GF !, s&4 S er matrisen til linezer avbildningen GF*:

S=[GF (e1) GF ' (ex)] = [G(v1) G(w2)] = [G(wi +wa) G(wr—ws)] = E _11] :

Om D er derivasjon har vi at D(av; + bvy) = avy — bvsg, sa

men samtidig har vi D(aw; + bwsy) = awy + bwy, sa

B:[(l) (1)}



