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


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


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Rθ =





cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1



 .
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h(~v) = S~vRθS
T
~v der S~v =


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u1 w1 x
u2 w2 y
u3 w3 z
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~v = ~u × ~w =





u2w3 − w2u3

u3w1 − w3u1

u1w2 − w1u2



 ~vT · ~v = ~uT · ~u = ~wT · ~w = 1 .
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h(~v) =





x2 + (1 − x2) cos θ −z sin θ + xy(1 − cos θ) y sin θ + xz(1 − cos θ)
z sin θ + xy(1 − cos θ) y2 + (1 − y2) cos θ −x sin θ + yz(1− cos θ)
−y sin θ + xz(1 − cos θ) x sin θ + yz(1− cos θ) z2 + (1 − z2) cos θ




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γ : I → X , γ(0) = x0, γ(1) = x1
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G(s, 0) = γ0(s) og G(s, 1) = γ1(s)
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�( 3 (+,�( '�Ùº×aØ 1cÛuÛ�Õ5*}Å
"$#@>!% ;:A H > 9�;&���
D'#!�!� H >
£�¤�ÈQ©>³h­,©�´F°n©�­C¯8°n°�´F·Ì«,¤º¦»·Ì°n©¾¬F·ãª�©¾¦s¸a²w²j©�´®©¾°n¯h§ ÇF¶h­CÂ�«,°n¬®­,¤º´F³ã¤�©S«Cµ¹¶j°p«9¬®ÂF´®²8«9¤�­n¯j§�§x©�«>ÅZ£�©0ª ·
¤&´®´�µ¹¸a­,©$©�´(È®¤&´Fç�­�¯j¬Q©>­,¶j°�±p¯j´5¬F·x²w¦s¶h°,°q©>´®©$¶c¥9Ç®¯h§�¯h«n¯h¬�©�¥h©>¤º©>­�¥8¤&¦¨§�©�´F³jª�©>´(¶c¥NÇ®¯h§�¯a«,¯h¬®¤&²w¦&¶j°n°n©�­W³h¤�¯j°,°
©�´(³j­nÂ®¬F¬Q©jÅ
��à������¹ß������! ��$àB�¹ß)(®á á àB�*ß>à�% �I���*� & å�É»©�­u°q¯j§ f

©>­�©�´(¥j©�¤¨¤¨­,¯h§�§�©S«
X
µ�­,¶

x0

«n¤&¦
x1

ÁF¯h³
g
©�­�©>´¾¥h©>¤

¤
X
µ�­,¶

x1

«n¤&¦
x2

ÁF°n¤º©>­W¥w¤�¶a«�¬®­n¯�ª�ÂF²j«,©S«
f ∗ g

©�­�¥h©>¤º©>´
h
³h¤º«q«�¥h©0ª

h(s) =

{

f(2s)
µ�¯h­

s ∈ [0, 1

2
],

g(2s − 1)
µ�¯j­

s ∈ [ 1
2
, 1].

£�¤�¦º©0°q©>­
f ∗ g

°n¯h§
f
°,¶a§�§�©�´Q°n¶a«q«�§�©>ª

g
Å

É»©�´(´®©>°q«n©$ª�©�ìF´®¤s°�±p¯j´®©�´(©>­�Ç®©�´8«n©�«�µ�­,¶,+ L)- Å
��à������¹ß������  /. �Qá �Qá �10 �32��2ß���á �10 � & å�æ�´�°q«n­,Â®²8«nÂF­nÈ�©�¥�¶a­,©�´Qª�©W¶c¥wÈ®¤&¦sª�´®¤&´®³»§�©>¦º¦&¯h§f«,¯»³j­nÂF¬®¬Q©>­�²�¶a¦&¦º©0°
©�´4
F( 3 ( 3 ( *
�ZÅ*æZ´4ÙsÛ5( 3 ( *
��©>­�©�´ È®¤ ±p©�²8«n¤&¥ÌÇ®¯h§�¯h§�¯j­qì�Å¨î�¥w¤&°�ª®©S«�©�²�°n¤&°q«n©>­n©>­$©�´ ¤s°q¯j§x¯j­qì §�©�¦&¦º¯j§
«,¯
³h­,Â®¬®¬�©�­AÇF¶h­�ª�©�°n¶h§x§�©�¯h­uª�©>´~¯h³�°,¶a§�§�©W³j­nÂF¬®¬Q©0°p«,­nÂF²j«,Â®­�°q¦&¤&²�¶�«Zª�©�©�­�¤sª�©�´8«,¤&°n²h©W¤®¶a¦&³h©>È®­,¶h¤&°n²�µ�¯h­u°p«u¶a´Fª¨Å
£�¤�°q¤&©�­�¶a«�³j­nÂF¬®¬Q©>´®©�©�­�ÙsÛ5( 3 (+*
�SÕSÁQÈQ©�«n©�³j´®©S« ' Å
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��à������¹ß������  ��������*(®á�à�� %)(®ä��10���â*â�àB� & åC£�¤�¦s¶a­N¬F­n¯�ª�Â®²8«,©S«�¶c¥<«n¯�Ç®¯h§�¯a«,¯h¬®¤&²w¦&¶j°n°n©�­N¥cç�­,©�³j¤l«n«5¥h©0ª
[γ] · [ω] = [γ ∗ ω]

ÁAª�©S«�¥w¤º¦�°n¤�²w¦s¶h°,°q©>´ã«n¤&¦W°,¶a§�§�©�´Q°q©�«n´®¤&´®³Ã¶c¥Ì¥h©>¤º©>´®©hÅAÏ¾©>´®³jª�©>´�¶c¥ Ç®¯h§�¯h«n¯h¬F¤º²w¦s¶h°,°q©>­
§�©>ª¾ª�©>´®´®©�¯j¬Q©>­,¶j°�±p¯j´®©�´¾ª®¶h´®´®©>­�©�´¾³j­nÂ®¬F¬Q©�²�¶h¦l«3�uÖ�0�Ú�1 3 Õ50F, 1�Ø .�*}Ö '�'FÕ50ð«,¤º¦ X

­n©>¦&¶a«n¤&¥j«
x0

¯j³CÈQ©�«n©�³j´®©>°
π1(X, x0)

Å
��à������¹ß������  �� ���	�*ß>à	0 % (�

���¹ä������ � � & å�æZ´5²h¯h´8«,¤º´wÂ®©>­n¦&¤º³�µ�Â®´®²�°�±p¯j´ h : (X, x0) → (Y, y0)

¤º´Fª®ÂF°q©>­n©>­�©>´
Ç®¯j§x¯j§�¯h­nì

h∗ : π1(X, x0) → π1(Y, y0)

[γ] 7→ [h ◦ γ]
§�©�¦&¦º¯j§Îµ�Â®´Qª®¶a§�©�´8«u¶a¦&³h­,Â®¬®¬�©�´®©�«n¤&¦

X
«n¤&¦

Y
Å

Ë®­u¶ + 5 - ÇF¶a­�¥w¤�µ¹¸h¦º³j©�´Fª�©�­,©>°nÂ®¦º«,¶�«0Å
� à��10�àwá  ��	�I���*(Fá àB� % (®ä��'0���â�â�à	0 % �¹ä��I��á àB�Qá �'0��tà$0 ��á & å��I1 X

(G.
Y
��� *nÕ ,�( *G( 3�� (/. f : X → Y���?*,Õ^Õ50 
F( 3 Õ/( 3 (+*
����� 1NÕ5* π1(X) ' π1(Y )

�
Ë®ÂF´Fª®¶a§�©>´j«u¶a¦&³h­,Â®¬®¬�©�´ ²�¶a¦&¦º©0°�¯j³j°,· íhÅ�ÇF¯h§�¯a«,¯h¬®¤&³h­,Â®¬®¬�©hÁ�µ�¯j­,ª®¤�ª�©>´ã³h­,Â®¬®¬�©�­,©�­~ª�©N©�´Fª�¤&§�©�´F°¹±p¯h´Q¶a¦&©

¦s¸a²w²h©>´®©~¤�­,¯h§�§�©S«0Å�Ñ�¤&¦&°n¥�¶a­,©�´Fª®©^¥w¤&¦Aª®©�´Ì´¨Å�Ç®¯h§�¯a«,¯h¬®¤&³h­,Â®¬®¬�©�´�Á
πn

Á�³h­,Â®¬®¬�©�­,©^¦s¸a²w²h©>­»¶c¥¾ª�¤&§�©�´F°¹±p¯h´Ì´
é�¦&Â®²w²h©0ª�©�¿�¶�«n©>­�¶c¥�ª�¤&§x©>´F°¹±p¯h´N´�ë�¤�­n¯j§x§�©�«>ÅwË®¯h­�©�²�°n©�§�¬Q©>¦Q²�¶h´9§C¶a´C«,©�´®²j©�¬F· L Å8Ç®¯h§�¯a«,¯h¬®¤&³h­,Â®¬®¬�©�¥h©0ª
·�«,­n©>²8²j©�©S«W¦&¶h²h©>´C¯�¥h©�­�­n¯j§x§�©�«�¯h³�°n©�¯j§ §�¶h´C²�¶a´C«,­n©>²8²j©�ª�©�«�¤&´®´9¤&³>±p©>´¨Å�èw¦º¤&²�¥w¤º¦�È®¦s¶a´8«W¶h´®´®©S«�­n¯j§x§�©�«
R

3 \ {0}
ÇF¶x©>´5«,­n¤&¥w¤º©>¦º¦�µ�ÂF´Fª®¶a§�©>´j«u¶a¦&³h­,Â®¬®¬�©hÁ�§�©�´Q°�ª�©�´(ÇF¶h­�©�´(¤º²w²j©SÐ@«n­,¤º¥w¤&©�¦&¦ L Å®Ç®¯j§x¯h«n¯j¬®¤º³j­nÂF¬®¬Q©jÅ

��� H D'% H � > EG>$� 7�� ��� �/9�E >!� ; �!� H E
æ�«�¯�¥j©�­uª�©�²w´®¤&´®³j°n­,¯h§ ©�­�²j¯h­n«�°,¶a³h«�©�«�­n¯j§ñ°n¯h§Î¦&¯h²�¶a¦º«�ÇF¶a­�°,¶a§�§�©$°p«,­nÂF²j«,Â®­�°n¯h§Î­,¯h§�§�©S«�¥w¤�°q«nÂFª�©>­n©>­>Å
��à������¹ß������  #"$
�à	0��*à8Þ �I���*��ß 0 ��á & å J�¶ E

¯h³
X
¥cç�­,©^«n¯�­n¯j§Ò¯j³N¦s¶

p : E → X
¥�ç�­n©x²h¯j´j«,¤º´wÂ®©>­n¦&¤&³

¯h³C°nÂ®­2±p©�²8«n¤&¥�Å�æZ´¾·a¬�©�´(§�©�´®³8ª�©
U ⊆ X

°n¤º©0°�·x¥cç�­,©&%�Õ � 0F,�ÚhÕu×0×hÕ5,�Ç8¥w¤s°
p−1(U) =

⋃

α∈A

Vα

ª�©>­
{Vα}

©>­�©�´�°,¶a§�¦º¤&´®³C¶c¥Nª�¤s°¹±pÂ®´®²8«n©~·h¬®´®©$§�©�´F³jª�©>­�¤
E
Á
A
©>­�©�´(¤º´Qª�©�²�°n©�­,©�´Fª�©$§�©>´®³jª�©jÁ®¯h³

p|Vα

©>­
©�´ðÇ®¯h§�©�¯j§�¯h­nì(§�©>¦º¦&¯h§

Vα

¯h³
U
Å�î�¥w¤s°�Çw¥h©>­q«»¬®Â®´®²8«

x ∈ X
ÇF¶h­�©>´�¯h§�©�³j´�°q¯j§�©>­Z±p©>¥8´8«»ª®©�²w²h©�«�¥h©0ª

¬¨Á®²�¶h¦º¦&©>°�¬(©�´ ( ��Õ5*nÚhÕu× 0QÙ�0�.aÛ51 ��'SÙ�ØºÚ+0FÙ�0B.(¯h³
E
©S« ( �cÕ5*nÚhÕu×+0FÙ�0�.aÛ-*G( 3 µ�¯h­

X
Å

��à������¹ß������  �(3�)� % � � � & å J�¶ p : E → B
¥cç�­,©$©�´¾¶c¥wÈ®¤&¦&ª®´®¤º´F³FÅFÉ»©�­u°q¯j§

f : X → B
©�­�©>´¾²h¯h´8«,¤º´wÂ®©>­n¦&¤º³

¶c¥wÈ®¤&¦&ª�´F¤º´®³QÁj¥w¤&¦�©�´N¦s¸�µ�«,¤º´F³x¶c¥
f
¥�ç�­n©»©�´�¶c¥8ÈF¤º¦sª�´®¤&´®³

f̃ : X → E
°n¦&¤º²C¶�«

p ◦ f̃ = f
ÅwÉ»©S«n«n©�©�­�©�²w¥w¤&¥c¶h¦º©>´8«

§�©>ª(¶�«�ª�¤s¶a³j­,¶h§�§x©�«�Â®´Fª�©>­�²h¯h§�§^Â�«n©>­n©>­>Å
E

p

X

f̃

f
B

Ë®­u¶xª�©S«n«n©�²�¶a´�¥w¤¨Â�«,¦º©0ª�©�µ¹¸a¦&³h©>´Fª�©�­n©0°qÂF¦l«u¶�«>ÅFè�© + 5 - µ�¯h­�Â�«nµ�À8¦&¦&©�´Fª�©�ª®©S«,¶h¦ ±p©>­>Å
� à��10�àwá  pÝ � %+*��I����ä��,� %����*� (�
-
�àB� & å.�I1 p : E → B

��� *nÕ$Õ 0 ( ��Õ5*nÚhÕu× 0QÙ�0�.aÛ51 ��'SÙ�ØºÚ+0FÙ�0B.���/�Ù�,�,�Õ5, '�Ö�0�× ,
e ∈ p−1(b0)

�0Ù�Ø�Õ50 ��ÕSÙAÙ�0�Û5( 3 Û-,�1+*-,tÕ5*�Ù
b0


�15Õ 0ðÕ50F,21hÚ�Ù .NØ � � ,@Ù�0�.�,@Ù�Ø�Õ 0 ��ÕSÙ�Ù
( �cÕ5*nÚhÕu×+0FÙ�0�.aÛ-*G( 3 3 Õ , 3Û5( 3 Û-,�1+*-,tÕ5*�Ù
e
�
4 �>ÙsÛ , ( ��ÕSÙ¹Õ5*�Ù	0�Õ *���Õ�Ù 
�( 3 ( , (/'FÕ � �0Ù�Ø�Ø � � ,2Ù�0B.jÕ50�Õ~Ù�3 ��� *nÕ ��Õ�Ù 
�( 3 ( , (/'FÕ5�èw¬�©>°n¤º©>¦l«5¥8¤&¦�¦s¸�µ�«,¤º´F³h©�´F©ð¶c¥�Ç®¯j§�¯a«n¯j¬Q©ð¥h©�¤&©�­N©�´Fª�©ð¤»°,¶a§�§�©�¬®Â®´®²8«0Å�É»©�­,§x©0ª ²�¶a´4¥w¤»ª�©�ìF´®©>­n©�©>´

µ�Â®´®²�°¹±p¯h´�µ�­u¶^ÇF¯h§�¯a«,¯h¬®¤&²w¦&¶j°n°n©�´®©�«n¤&¦�¦s¸a²w²h©>´®©�¤º´®´(¤¨¤&´w¥h©>­,°nÈ®¤&¦&ª�©�«�«,¤º¦�°p«u¶a­n«76c©>´Fª�©>¬®Â®´®²8«n©�«
b0

Á
φ : π1(B, b0) → p−1(b0)ª�©>­

φ
²�¶a¦&¦º©0°�¦&¸aµ�«n¤&´®³j°n²h¯j­n­,©>°n¬Q¯j´Fª®¶h´F°q©>´�«n¤&¦

p
Å¨î�¥w¤s°

E
©>­�©�´®²j©�¦º«,°,¶a§�§�©�´®Ç®©>´®³h©>´Fª�©jÁ�ª®©S«�¥w¤º¦Z°n¤Zª�©�«�ÈQ¶a­,©

©�­^©�´ «pÀw¬�©N¦s¸a²w²h©>­�¯h¬®¬ «,¤º¦WÇ®¯j§x¯h«n¯j¬®¤2Á�¥w¤º¦
φ
¥�ç�­,©9©�´ãÈF¤ ±p©>²j«,¤º¥Ìµ�Â®´F²w°¹±p¯h´�Å*É»©�­,§�©>ª ²�¶a´ ¥w¤�«n©�¦&¦&©5¶a´8«u¶a¦&¦

©�¦&©�§�©>´j«,©�­�¤�µ�ÂF´Fª®¶a§�©>´j«u¶a¦&³h­,Â®¬®¬�©�´5«n¤&¦
B
ÁF¥h©>ª�·^«n©>¦º¦&©�¶a´8«,¶h¦º¦�©>¦º©>§�©�´8«n©>­�¤

p−1(b0)
Å
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� � ;�9�H DF>@E#7?> H > H
Æ�Â®´Qªw«xí�� 8 5 µ¹¸a­u°n¸h²8«n©�§C¶�«,©�§C¶�«,¤º²j©�­,©�´ðî»¶a§�¤&¦l«,¯h´ð·5²h¯j´F°p«,­nÂF©�­,©$©S«�«,¶a¦&¦s°qÀ�°q«n©�§Òµ�¯j­�·5²wÂ®´®´®©^­n©>³h´®©^§x©0ª
­,¯a«,¶j°�±p¯j´®©�­*¶c¥

R
3
¬F·»°,¶a§�§�©W§�·a«n©�°n¯h§f²h¯j§�¬®¦º©>²�°q©�«,¶a¦&¦w³h¤&­A­n¯h«,¶h°¹±p¯h´F©�­�¶c¥

R
2
ÅaÑ�¶h¦º¦s°nÀw°q«n©>§�©S«AÇF¶a´x°q²�¶a¬®«n©hÁ

× � 1+,tÕ5*-0FÙ (+0�Õ50�Õ�Á
H
Á�©>­�ª�©�«�°,¶a§�§�©^°n¯h§

R
4
Å�æZ«�²w¥�¶�«,©�­,´®¤º¯j´�²�¶a´ð°n©�©0°�¬Q·N°n¯h§ ©S«�ÇwÀ8¬�©�­,²h¯j§�¬®¦º©>²�°p«�«u¶a¦&¦2Å

É»©S«�È�©>°q«,·a­�¶c¥N©�´(­n©>©�¦&¦¨ª�©�¦�¯j³x«n­,©�¤&§C¶a³j¤º´Fç�­,©$ª�©�¦&©�­0Á�¯h³�²�¶a´(°n²8­,¤&¥h©>°�°n¯h§

q = a + bi + cj + dk ; a, b, c, d ∈ R .

� ª®ª�¤s°¹±p¯h´ð°n²0±p©�­�©>¦º©>§�©�´8«n¥w¤s°�ÁQ§x©>´F°»§~Â®¦º«n¤&¬®¦&¤º²�¶h°¹±p¯h´ð©�­�´F¯8©^§�©�­�²j¯h§�¬®¦&¤&°n©�­n«>Å�Ë®¯j­»·9§^Â®¦º«n¤&¬®¦º¤s°n©�­,©$«n¯5²8¥�¶aÐ
«n©>­n´F¤º¯j´®©�­�È®­,Â®²h©>­�§�¶h´ ª®©¾¥c¶h´®¦&¤º³j© ÚaÙsÛ , *}Ù�'�Ö�,2Ù ��Õ�Ø ( ��Õ 0�Õð°,¶a§�§�©�´ §�©>ª<©�´ ª�©�¦�ª®©SìF´®©>­q«,©�µ�¯h­,Ç®¯h¦sª<°n¯h§
©�­0¼

ij = k, jk = i, ki = j, ji = −k, kj = −i, ik = −j .
J¨©>³h³Ã§x©>­n²j©N«,¤º¦�¶a«^µ�¯j­nÇ®¯j¦&ª®©S«�§x©>¦º¦&¯h§ ª®©5«,­n©�¤&§�¶h³h¤&´Fç�­,©N­,©S«n´F¤º´®³j©�´®©

i
Á
j
¯j³

k
¦&¤&³h´®©>­x¬Q·Ãª�©�«C¥c¶h´®¦&¤º³j©

²w­nÀ�°,°q¬F­n¯�ª�Â®²8«,©S«Wµ�¯h­�¥h©>²8«n¯h­,©�­0Å�É�©0°n°nÂ�«,©�´(ÇF¶a­�§C¶a´¾¶a«>¼

i2 = j2 = k2 = −1 .

æZ¦&¦º©>­,°�¦º¤&³h´®©>­�­,©�³h´F¤º´®³C§�©0ª(²8¥�¶a«n©�­,´®¤&¯h´®©>­�¥h©>¦&ª®¤º³C¬F·Nª�©�¥�¶a´®¦&¤&³h©$²h¯j§�¬®¦º©>²�°q©�«u¶a¦&¦2ÅQæZ´¾¥w¤º²8«n¤&³Cµ�¯j­,°n²0±p©�¦&¦
©�­�¶a«$§~Â®¦º«n¤&¬®¦&¤º²�¶h°¹±p¯h´Ì§�©�¦&¦º¯j§ ²w¥�¶�«,©�­,´®¤º¯j´®©�­�¤&²8²j©�©�­$²h¯j§�§~Â�«u¶�«n¤&¥ é�µ�¯j­$©�²�°n©�§�¬Q©>¦Z©�­

ij = −ji
ëSÅ�æZ¦º¦&©�­u°

ÇF¶h­�¥8¤¨¶a«�¦º©>´®³jª®©�´(¶c¥9©S«�²w¥�¶�«,©�­,´®¤º¯j´
q = a + bi + cj + dk

©>­

|q|2 = a2 + b2 + c2 + d2

î�©>¦l«�¶h´F¶a¦&¯h³h«W§�©0ª5²j¯h§�¬®¦&©�²�°n©�«u¶a¦&¦¨ÇF¶a­�¥w¤¨¶a«�ª�©�´(²h¯j´�±pÂ®³j©�­n«n©�©�­�³h¤º«q«�¥j©>ª

q̄ = a − bi − cj − dk

¯h³C¶a«�¤&´w¥h©>­,°n©�´�¶c¥9©S«�²w¥�¶�«,©�­,´®¤º¯j´N©>­

q−1 =
1

|q|2
q̄ ; q 6= 0 .

� ���5¡	��ô~����¡^��ô��S¢$�
�����Ì��¡ �� S�
SO(3)

� ­,¯a«,©�­,©�©S«�µ�Àw°n¤s°q²x¯hÈ�±p©>²8«�©�­�©�´9²j¯h´8«n¤&´wÂ®©�­,¦º¤&³$¬®­,¯j°n©>°,°AÇw¥h¯h­�Ç8¥j©�­�­n¯h«n©�­n«n©�«,¤º¦s°q«,¶a´QªC©�­�©S«�¬FÂ®´®²8«�¤Q­n¯j§x§�©�«
¶c¥�­n¯h«,¶j°�±p¯j´®©�­0Å8î�©�¦&©»¬F­n¯8°q©0°n°n©�´9²�¶h´5ª®¶^ÈQ©0°q²w­,¤º¥j©>°�¥h©0ª9·~³8·~©>´N¥j©�¤�¤�­n¯j§x§�©�«�¶c¥�­,¯a«,¶j°�±p¯j´®©�­�°n¯h§Ä°p«u¶a­n«n©>­
¤¨¤sª�©�´8«,¤l«,©S«,°n­,¯a«,¶j°�±p¯j´®©�´�Å

£�¤�ÇF¶h­Z¯hÈF°n©�­,¥h©>­q«�¶a«�©>´CÇ®©�¦�­n¯h«,¶j°�±p¯j´�°n¯h§�©�´Qª�©�­W¤Q¤sª�©>´j«,¤l«,©S«,©�´9³j¤º­�¯j°,°�©�´N¶h´®´®©>´C«n¤&¦&°q«,¶h´Fª�©�´F´Nª�©�´N¥8¤
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