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Figure 1: Modell for Wienerfilteret.

1 Wienerfilteret

Et tidsavhengig signal (X) gar gjennom et system (S) og forvrenges og tilfgres deretter stoy (N).
Systemet kan for eksempel veere instrumentet vi benytter til observasjon av X. Forvrengningen antar
vi er linezer og tidsinvariant, slik at den kan modelleres som et (kjent) konvolusjonsfilter, X — S X.

Deretter legges det til stgy slik at observasjonen var blir

Y(t):/S(t—T)X(T)dT—i—N(t).

Vi gnsker & rekonstruere X sa godt som mulig, og rekonstruksjonen kan altsa oppfattes som en
sakalt dekonvolusjon der vi gnsker & bli kvitt virkningen av S (og N). I fglge Fourierteorien kunne
en tenke seg & glemme N, benytte at vi da har Y (v) = S(v)X(v), og dermed finne X ved hjelp av
Fouriertransformen, X (v) = Y (v)/S(v). I praksis kan en bare glemme en slik idé. Der S er liten,
kanskje til og med null, vil Y stort sett inneholde bidrag fra stgyen N som dermed blir forsterket
nér vi dividerer med S. Dessuten har stgy en lei tendens til & ha en bredbandet fouriertransform

("hvit stey”), slik at det ikke er enkelt & fjerne den ved for eksempel et band-pass filter.

I Wienerfilteret forsgker en likevel & gjore dekonvolusjonen pa en bedre mate. Metoden forutsetter
at signalene er svakt stasjonere stokastiske prosesser der vi kjenner spektrene, eller i alle fall har
en velbegrunnet oppfatning av hvordan spektrene ser ut. Spektralestimering er ellers et stort felt
i digital signalbehandling som vi ikke skal ga inn pa her. Vi minner om at konvolusjonsfiltre som

virker pa stokastiske prosesser enkelt kan skrives ved hjelp av spektralrepresentasjonen,
A X—-AxX,
AxX(t) = / eV A(v)dZx (v).
s

Et kjent resultat sier at et konvolusjonsfilter er kontinuerlig hvis og bare hvis AeL? (R B, dpy).

Vi gnsker na a lage et konvolusjonsfilter, W, som virker pa utgangen fra instrumentet, Y | Y — X
~ ~ 2 ~
WY, slik at rekonstruksjonen X blir sd nger X som mulig, dvs. B | X (t) — X (t)| = Var X(0)—X(0)

blir minimal. Situasjonen er illustrert i fig.1.

For vi starter, mé vi definere hva som menes med kryss-spekter og kryss-korrelasjon mellom prosesser.
Anta, for & forenkle formlene, at alle prosessene har middelverdi 0, men dette er naturligvis ikke

strengt tatt ngdvendig.

To prosesser U og V kalles simultant svakt stasjonsere hvis de er svakt stasjonsere hver for seg og i

tillegg oppfyller at kryss-korrelasjonsfunksjonen

purv (t1.12) = Cov (U(1)V(E2))



kun er en funksjon av to —t1 (begrepet lar seg enkelt generalisere til multivariable prosesser). Hvis

U og V har spektralrepresentasjonene

Ut) = / etdZy (v), V (t) = / etdzy (v),
R’ ®
vil ogsd Zy og Zy veere gjensidig ortogonale, dvs.

E (ZU(A)T(B)) =0, hvis AN B = 0.

Som pa forelesningen kan vi ogsa her approksimere de stokastiske integralene med integral over enkle

funksjoner:
puv (1) = Cov (UMV(0))
- E{ /R Zei”tdZU(u)W}

- vty {Z ANdZ A’.}
P,?grlriopple B\ Zu(Aj)dZy ( J)

= I iwt; A
pm 2 oy (4j)

[ ey ().
R
Det (komplekse) malet
uv(4) 2B (Zu(A)Zy(A)), A€B,

kalles for kryss-spektret til U og V, og vi ser at det nettopp er fouriertransformen til kryss-korrela-
sjonsfunksjonen. Nar vi manipulerer med stokastiske integraler, er det hensiktmessig & skrive den

mer formelle overgangen ovenfor pa ”"kompakt form”,
§(v — 1V )dpxy (v) =E (de (v) dZy (yf)) .
La oss ga tilbake til situasjonen for Wienerfilteret og anta at X og N har spektralrepresentasjonene

X ()= éei”tdZX(y), N(t) = / etdZn (v).

R
Det er ogsa naturlig & anta (i alle fall i en del situasjoner) at stgyen ikke avhenger av X. Dette betyr

at X (t) og N(t) er ortogonale, dvs. pxn(t) = 0Vt, eller ekvivalent at dux = 0.

I praksis er det vanlig at spektralmalene til X og N er absolutt kontinuerlige, det vil si at det fins
ikke-negative funksjoner, ¢xx og ¢y slik at dux (v) = ¢pxx(¥)dv og duy (V) = dyn(v)dr. Som

nevnt ovenfor, forutsetter Wienerfilteret at vi kjenner spektrene, med andre ord, ¢ x 0g @ -

Ved hjelp av spektralrepresentasjonene far vi

V() = [ 8wizs) + [ izy),

og dermed

X(t)=WxY(t) = /R VW (1) S(v)dZx (v) + /}R VW (v)dZn (v).

[\



Videre vil X — X f& spektralrepresentasjonen

() - X(t) = / e (W)SWw) —1) dzZx () + / W (1) dZx (1)

s s
_ / e [(W(w)Sw) — 1) dZx () + W()dZn(v)]
R
Ved & bruke formelen ovenfor, kan variansen til X-X uttrykkes som

Var(X — X) = Var

x [(W(w)g(y') - 1) dZx (V') + W(u’)dZN(z/’)] }
R . 2 . 2
= [{[#0)30) - 1[ 0201+ |70 (00 b .
R
For & minimalisere dette integralet er det nok & minimalisere integranden for hver v. Dette er et

kvadratisk uttrykk i W(l/) og det & finne minimum en regneteknisk ovelse i komplekse tall:
- N 2 ~ 12
J(W) = W8 =1| dxx + W[ énn

=W

2 /) .12 oA
<‘S‘ ¢XX+¢NN> —2Re (WS) bxx + Pxx-

Ved & skrive W = ‘W e ser vi lett at minimum oppnas for

W(l/) — - QS(V)¢XX(V) ]
[S0)[ bxx (@) + dxn (@)

Vi ser videre at der ¢y y () >> by (v), vil virkelig W (v) = 1/5(v), med andre ord, det vi forventet

i forste omgang.

Wiener-filteret blir dermed definert ved

WY (t) _ / eiut - QS(V)QSXX(V) dZY(l/).
B 80)] exx ) + an(v)

I praksis vil en beregne WY for et diskret signal ved hjelp av en diskret fouriertransform.

Ofte rapporteres det at Wienerfilteret ikke gir sa enormt gode resultater, og det skyldes nok antagelig
at forutsetningene med stasjonaere signaler, additiv stgy og allerede kjente spektra ikke alltid er sa

godt oppfylt.



