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Dette er ikke et fullstendig lgsningsforslag og oppfyller ikke betingelsen om at alle svar skal
begrunnes, og at det skal veere med sa mye mellomregning at fremgangsmaten fremgar tydelig
av besvarelsen. (Si fra hvis du finner noen feil her.)

Oppgave 1 Vi har 1 —i = 2Y2¢7"/4 Sa med z = re? blir

Z3 =1— <— 7,36130 — 21/267z7r/4

— r=2Y8 0= —5/124 2kn/3 = -7 /12, 7w /12, —37 /4.

Figur:

Oppgave 2

a) Formlene vedlagt kan brukes til & vise at Fourier-cosinusrekka blir

h
(@) ~ sinh 7 ( 22 ) io;nx) '
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b) f er stykkevis glatt, kontinuerlig for z € [0, 7) , s4 Fourier-cosinusrekka konvergerer mot
f(z) i dette intervallet. Setter vi inn z = 0, far vi

inh
(S0

T 1
2sinhm ZnQ—i—l

c) Prov u(z,y) = X(x)T'(t). Forste likning gir X"T + XT" = 0, dvs.
X'z) __T'(1)
X(z) T

Likning nr 2 gir videre at X’(0) = X'(7) = 0.

Hvis k& > 0 er det bare X = 0 som oppfyller begge likningene. Hvis k = 0, vil ug(x,y) = A
oppfylle begge likningene.

=k

Hvis k = —p? med p > 0 far en
X(z) = Acos px + Bsin ux.
Da vil X'(0) =0giat B=0o0g X'(m) =0 gi at u =n € N. Sett derfor X,,(z) = cosnaz.

For likningen med T far en na 7" = n*T, sa en kan ta T),(t) = et dvs

un(,y) = A, cosnx ™

Vi mé s& bestemme A, slik at

o0

2

= E A, cosnxe™!
0

oppfyller u(z,0) = coshx. Fra pkt a) folger det at A, = koeffisientene funnet der, sa

lgsningen blir:
sinh 7 >\ (—1)" cos nx et
= 1+2 .
)= 2 (103

Oppgave 3
a) coshz = 0 < e = -7 <= ¥ = —-1=¢" < 2z =r+2kin <
z = zw(% + km), k € Z. Siden % cosh z = sinh z # 0 for disse verdiene av z, har cosh z

nullpunkt av 1. orden, dvs f har pol av 1. orden.

b) z =im/2 er eneste singulaere punkt innenfor rektanglet, sa

. f(z)dz = 2miRes(f,im/2) = 2mi lsinhz] o = 2.
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c) Langs hoyre side, Hg, er z = R+ it med 0 <t < 7. Videre blir

1 , . 1 . 1
lcosh(R + it)| = 3 |effe’ e e ™| = 3 e + e e > 3 (et —e™ ).
Derfor vil 5
s
dz| < ———
HRf<Z) 2l = R _ R

og dette gar mot 0 nar R — oo. Tilsvarende vises at integralet langs venstre side, Vg, i
rektanglet ogsa gar mot 0 nar R — oo.

d) Integralet over gvre horisontale del, Ug, av rektanglet er gitt ved at z = mi —t med

—R<t<R,sa
f dt Boat
f(z)dz:—/ —.:/ .
Un _p cosh(mi —t) _pcosht

21 = 2/R at + f(z)dz+ | f(2)dz
= R COSht Hr Vi '

Dermed blir

Sa nar R — oo far vi at

<1
dx = 7/2.
/0 coshz " ™/

Oppgave 4 Siden 0 og 1 blir de singulaere punktene, blir det Laurent-rekker for 0 < |z| < 1
og for 1 < |z|.

For 0 < |z| < 1ler

e ) DEDED SR O)

For 1 < |z| blir
1 1 1o (-1)" <
— — - — —1)" fan.
2(z+1)  22(142z71) 22 ;( z ) Z( )'2)

0

Oppgave 5 Vi gjor om til et komplekst integral ved z = e

(24 271)/2 og med C = C1(0) har vi

, sa dz = izdf, cosf =

[ cosH B (z+271)/2 L 1+ 22 .
= 0 \/5—1—0059(19_/(;(\/§+(z+z—1)/2)izd /cz(z+1+\/§)(z—1+\/§)d‘

Singulzere punkt innenfor C' blir z = 0 og z = 1 — v/2. Begge er enkle poler, s vi far

o 1+ (1-v2)?| B
I = 2mi(—i) [1+—(1_\/§)2 ]—27r(1 V2).



