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Oppgave 1.

Svar på fire av de følgende oppgavene.

i. Gi definisjonen av et metrisk rom (inkluder definisjonen av den metriske
funksjonen).

ii. Gi definisjonen av en følge i et metrisk rom som konverger.

iii. Gi definisjonen av en omegn av et punkt i et metrisk rom.

iv. Gi definisjonen av en lineær funksjon fra et vektorrom til et annet.

v. Gi en definisjon av dimensjon til et vektorrom.

vi. Gi definisjon av en ortogonal familie i et indreprodukt rom.

vii. Formuler Riesz Representation teorem.

viii. Formuler Cauchy–Schwarz ulikhet.

Oppgave 2.

1. La (M, d) være et metrisk rom. La (xn) være en følge som konverger i (M, d),
med grensen x ∈M. Vis at (xn) er en Cauchy følge.

2. Husk at for θ, φ ∈ R:

(a) cos(θ − φ) − cos(θ + φ) = 2 sin(θ) sin(φ)
(b) |sin(θ)| ≤ |θ|

Vis at cos : [0, 1]→ [0, 1] er en kontraksjon.
(Merk: cos og sin defineres ved bruk av radianer.)

3. Forklar hvorfor det eksisterer et punkt x0 ∈ [0, 1] med x0 = cos(x0) og beskriv
en metode for å finne det.
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Oppgave 3.
La Polyk være vektorrommet av polynomer som har reelle koeffisienter og grad
høyst lik k. La V B {p(t) ∈ Poly2 : p′(0) = 0} (merk: 2).

1. Forklar hvorfor V er et vektorrom og finn en isomorfi Rn � V med n ∈ N
(som du skulle finne).

2. For a, b ∈ R, definer Ta,b : V → R2 ved Ta,b(p(t)) =
[ p(a)

p(b)

]
. For hvilke par (a, b)

er ker Ta,b = {0}?
3. For a, b ∈ R, la Ra,b : V → Poly1 være funksjonen som sender p(t) ∈ V til

polynomet q(t) ∈ Poly1 som har q(0) = p(a) og q(1) = p(b). For hvilke par (a, b)
er Ra,b en isomorfi?

Oppgave 4.
La W ⊆ R4 være underrommet:

W B



w
x
y
z

 hvor

−4w + 4x + 3y + 5z = 0,
−6w + 6x + 3y + 9z = 0,
−2w + 2x + 4z = 0,
2w − 2x − 3y − z = 0


Finn det punktet i W som ligger nærmest vektoren:

7
−5
−1
−3

 .
Oppgave 5.

Denne oppgaven handler om C([0, 1],C) med det vanlige indreproduktet:

〈 f , g〉 B
∫ 1

0
f (t)g(t)dt.

Velg a, b ∈ (0, 1) slik at a < b.

1. Definer en lineær funksjon α : C([0, 1],C)→ C ved

α( f ) B
∫ 1

0
f (t)dt

Vis at α er kontinuerlig.
2. Definer en lineær funksjon β : C([0, 1],C)→ C ved

β( f ) B
∫ b

a
f (t)dt.

Vis at β er kontinuerlig.
3. Forklar hvorfor det eksisterer en g ∈ L2(0, 1) slik at for alle f ∈ C([0, 1],C),

〈 f , g〉 =

∫ b

a
f (t)dt.

Er g et element av C([0, 1],C)?


