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Oppgave 1 La G : C[0, 1] → C[0, 1] være definert ved

(Gx)(t) =

∫

t

0

sx(s)ds, 0 ≤ t ≤ 1.

a) Vis at G er en kontraksjon hvis C[0, 1] har d∞-metrikken.

b) Definer F : C[0, 1] → C[0, 1] ved (Fx)(t) = t
2

2
− (Gx)(t), 0 ≤ t ≤ 1. Vis at dersom

x0(t) = 0 for alle t, da er (F nx0)(t) =
∑

n

k=1
(−1)k+1 t

2k

2kk!
for n = 1, 2, 3, · · · .

c) Forklar hvorfor F har et entydig fikspunkt x∗, og finn x∗ ved iterasjon.

Oppgave 2 La

A =









1 0 1
0 1 0
1 0 1
0 1 0









.

a) Finn en singulærverdi-dekomposisjon av A.

b) Finn den pseudoinverse A+ til A.
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Oppgave 3

Finn a, b ∈ C slik at
∫ 2π

0

|x(t) − a cos t − b sin t|2dt

blir minimal når x er gitt ved

x(t) =

{

1 0 ≤ t ≤ α

0 α < t ≤ 2π

der α ∈ (0, 2π) er en konstant.

Oppgave 4

La `0 ⊆ `2 være underrommet av følger med bare endelig mange ledd ulik null. Vis at ¯̀
0 = `2.

(`2 har sitt vanlige indreprodukt.)

Oppgave 5

a) Gi definisjonen av en normal kompleks n × n-matrise A.

b) Vis at hvis n × n-matrisen A er normal, da er ‖A∗x‖ = ‖Ax‖ for alle x ∈ C
n. Her er

A∗ = ĀT = AH .

c) La A være en normal n × n-matrise. Vis at A − λI er normal der λ ∈ C og I er n × n

identitetsmatrisen, og vis at (x ∈ C
n)

Ax = λx ⇔ A∗x = λ̄x.

Oppgave 6

La f : [0,∞) → [0,∞) være en strengt voksende funksjon som oppfyller f(x+y) ≤ f(x)+f(y)
for alle x, y ∈ [0,∞) og f(0) = 0. La for x, y ∈ R, d(x, y) = f(|x − y|).

a) Vis at (R, d) er et metrisk rom.

b) Anta at f(x) = x + 1 for x > 0 og f(0) = 0. Vis at (R, d) er et komplett metrisk rom.


