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IMATx2150

Lgsning er ogsa tilgjengelig pa fagets hjemmeside.

Eksamen hgst 2021
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OPPGAVE 1 hgst 2021

Vi har to lineere likningssystemer gitt ved:

Ax=b; Asx = b
12 1 1 2 1
3 4|{x=12 3 4lx=12
5 6 3 1 3 3

a) Hvilke av likningsystemene er inkonsistente?
Lgsning: Bade A; og Az er overbestemte. Dersom noen av de er inkonsistente inneholder de
selumotsigelser, hvis ikke er ikke alle radvektorene linezert navhengige. Begge tilfeller kan sjekkes med
ss-eliminasjon.

12 1'| -3) 1" , "3 32 —11]
T B e At

Ay har altsa lgsning oy = 1/2 og x1 = 0. Systemet er ikke inkonsistent.

For A3 har vi:

1 21 (=3) 7(-1) 1 2 1 1 2 1
3 42 j+ ~ 10 2| -1 172y ~ 0 =2 -1
1 3|3 + 0 1 2 3+ 0 0 |3/2

Dette er et inkonsistent system.

Siste ligning for LS med A; er allltid oppfylt.
Siste ligning for LS med A gir en selvmotsigelse.
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OPPGAVE 1 hgst 2021

b) Dersom noen av likningssystemene er inkonsistente, bruk minste kvadraters metode for & finne
vektoren % som minimerer feilen r = b — A%

Logsning: Det vil si at vi vil lose likningssystemet AT A% = ATb.

w

13 1) ! i _|1+3-3+1 2+3-4+3
243 13 T |24+4-3+3 2-2+4-4+3.3
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OPPGAVE 1 hgst 2021

NTNL

Loser ved gauss-eliminasjon:
117w -4 i 1T | 10 1117 ] 10
17 29] 19 ]+ 0 20- 1% |19t 0 B

= x= —L1
|13

Vi kan nd finne RMSE (ikke en del av oppgaven som var gitt):
r=b-— A%

-3 0

= ; +11 E 13 i
sl

1+11-1-13-2
=12+11-3-13-4
3+11-13-3

—0.5
=101
0.2

2 2 2

RMSE — [/LF2+ 75

3

2 2 2
s — 03 +0.: 1 0.2

RMSE = /0.1 = 0.32

S 3 =

Pl e,
Il

w
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OPPGAVE 1 hgst 2021

c) Bruk uendelighetsnormen (||A||.) til & finne kondisjonstallet til AT A fra normalligningen i b).

Losning: Kondisjonstallet til ATA, cond(ATA), er gitt ved ||ATA|,(ATA)~, hvor p gir
typen matrisenorm. Nar man bruker uendelighetsnormen, p = oc, er matrisenormen lik maksimal
absolutt radsum.

Ao {11 17}

17 29
detATA=11-20 17" =30
oo 1 [20 17

WA =57

| AT Al| o = max{11 + 17,17 + 29} = 46

Tty 20417 1L +17, 46
(A" A) e = max{ —5—, —5—} = 5
cond(AT A) = g 46~ T0.5
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OPPGAVE 2 hgst 2021

NTNL

Finn en lpsning av folgende differenslikning ved hjelp av iterasjonsmetoden, og bevis at lesningen er
korrekt ved induksjon.

ap =ap_ +2°, Vk>2

a; =1
Du vil kunne fa bruk for rekkforenklingen:

artl g

n
Sk e
k=0 T
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OPPGAVE 2 hgst 2021

Finn en lpsning av folgende differenslikning ved hjelp av iterasjonsmetoden, og bevis at lesningen er
korrekt ved induksjon.

ap =ap_ +2°, Vk>2

a; =1
Du vil kunne fa bruk for rekkforenklingen:

artl g

n
Sk e
k=0 T

Denne oppgaven ligner svaert mye pa en tilsvarende oppgave fra forrige forelesning.
(Bruk av iterasjonsmetdoen og induksjonsbevis.)

Hvis det er interesse for & ga igjennom denne oppgaven, sd gjgr vi det i neste uke.

Det var interesse for repetisjon.
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LOSNING OPPGAVE 2 hgst 2021

DEF: ay = a,_1 + 2K for k > 2 og a1 = 1.

Lgsning: Vi skriver setter opp folgen fra 1 og oppover og prever a finne et menster:
ar=1
ay=1+22

az = (1+2%) +2°
ay = (1+22 424 42!
a5 = (1+22+2% 424+ 27

&
=1+ 2"

n=2
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LOSNING OPPGAVE 2 hgst 2021

DEF: ay = a,_1 + 2K for k > 2 og a1 = 1.

Lgsning: Vi skriver setter opp folgen fra 1 og oppover og prever a finne et menster:
ar=1
ay=1+22

az = (1+2%) +2°
ay = (1+22 424 42!
a5 = (1+22+2% 424+ 27

&
=1+ 2"

n=2

Uttrykket kan forenkles:

k k=2 k=2
n_ b2 o2 n
Ser=N "t =2Y 2
n=2 n=0 n=0
noo gty
fra oppgaveteksten: Z art = ————
r—1
=0
kizQ" Lk
= 2-1
=21

ap =1+42%2F1 1) =281 3
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LOSNING OPPGAVE 2 hgst 2021

Iterasjonsmetoden ga induksjonsantagelsen (*) a, = 2K+1 — 3 (1A).
Fglgen var definert som a, = ay_; + 2K for k > 2 og a; = 1. (DEF)

For k =1 gir IA at a1 =4 — 3 = 1 i overenstemmelse med DEF.

La k > 1 og anta IA.
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LOSNING OPPGAVE 2 hgst 2021

Iterasjonsmetoden ga induksjonsantagelsen (*) a, = 2K+1 — 3 (1A).
Fglgen var definert som a, = ay_; + 2K for k > 2 og a; = 1. (DEF)

For k =1 gir IA at a; =4 — 3 = 1 i overenstemmelse med DEF.

La k > 1 og anta IA.

Da er fra DEF ajy1 = ay + 2K = (2K+1 — 3) (fra IA) + 2K+l =2 x 2kl 3 =
2k+2 _ 3 — 2(k+1)+1 _ 3.
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LOSNING OPPGAVE 2 hgst 2021

Iterasjonsmetoden ga induksjonsantagelsen (*) a, = 2K+1 — 3 (1A).
Fglgen var definert som a, = ay_; + 2K for k > 2 og a; = 1. (DEF)

For k =1 gir IA at a; =4 — 3 = 1 i overenstemmelse med DEF.

La k > 1 og anta IA.

Da er fra DEF ajy1 = ay + 2K = (2K+1 — 3) (fra IA) + 2K+l =2 x 2kl 3 =
2k+2 _ 3 — 2(k+1)+1 _ 3.

Dette viser at pastanden (*) er riktig for k + 1 hvis den er riktig for k, og da pastanden
ogsa er riktig for k = 1, sa er den er riktig for alle k > 1.
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OPPGAVE 3 hgst 2021

NTNL

Vi har folgende ikke-linemre likingssystem:

sinx = YeosT

2y =5

(3] «w =
T
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OPPGAVE 3 hgst 2021

Tayolrrekka for funksjoner med tre variable
Basis for Newtons flervariable iterasjonsmetode

Taylorutvidelse rundt z,

|:f1(9373/=2)
Taylorutvidelsen av f(x) = | f2(z,y, z) | rundt xq:
f3(@,y,2)
P = 7o) + 22 0 = ag) 4 2L,y

%:0)(2720) +0O((x —20)%, (y — ¥0)2, (2 — 20)?)

Vi finner en linjeer approksimasjon F,(x) ved a droppe feilleddet:

Fr(x) = f(xo) + 6{; )( —zo)+af(xn)( —yo)‘*'M(z—zo)
'z dz
9f1 o of1
= 6?2 T — T ajyz — éaé 2z — 2z
f(x0)+[£é}( o)+[i}(y yo)+[&i}( 0)
D By Dz
ofr  ofi AN
) 52 z— 20
st + {f 2 zf;} i3]
ofs  ofs 0| |z—20
Oz oy Oz
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OPPGAVE 3 hgst 2021

Python kode

Newtons flervariabel metode

import numpy as np
def Newtons_multivariate_method(f, df, x0, tol):
x = x0
while(np.abs(np.linalg.norm(f(x))) > tol):
fx = £(x)
dfx = df (x)
s = np.linalg.solve(dfx,-fx)
X = xts
return x

f = lambda x: np.array([x[0]**2-4.0%x[1]*%2-4.0,
(x[0]-1.0)**2+x [1]**2-4.0]) .reshape ((2,1))
df = lambda x: np.array([2.0*x[0], -8.0*x[1],
2.0%x[0]-2.0, 2.0%x[1]]) .reshape((2,2))
x0 = np.array([1,1]).reshape((2,1))
x = Newtons_multivariate_method(f,df,x0,0.001)
print(£"x:\n {x}")
print(f"feil:\n {np.abs(np.linalg.norm(f(x)))}")
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OPPGAVE 3

Mathematica® kode for Newtons iterasjonsmetode for system

lkke bruk det ekvivalente sx = (J//Inverse).negF for uttrykket for sx i koden nedenfor
(linje 15) hvis antall ukjente er stort!
Merk ogsa bruken av den symbolskgenererte Jacobi matrisa. (Vi slipper & partiellderivere F(X) selv.)

[N

Konvergens

Flx1_, x2_1:= {f1[x1,x2],f2[x1,x2]}
f1[x1_,x2_]:=Sin[x1]"2-x2 Cos[x1];
f2[x1_,x2_]:=x1"3+x2"2-5;

(xSYMBOLIC computation of the Jacobi matrix*)
JM=D [F [x1,x2],{{x1, x2}}];

x0={1,1}//N;

x=x0;

nr=5;

x0//Print;

Do [

J=JM/ . {x1->x[[1]] ,x2->x[[2]1]};
negF=-F[x[[1]]1,x[[2]11];sx=LinearSolve[J,negF];
x=x+sx;x//Print ,nr]l;

mot {1,12545,1.89063} oppnas etter tre iterasjoner. 13 / 69



OPPGAVE 3 hgst 2021
Fra Igsningsforslaget publisert pa hjemmesida

Jacoby matrisa

dfL dfi1

dr y
DF =

af2  Of2

dx dy
ofy . . af
—— = 2sinzcosz + ysinr — = —cosx
dr Ay
% = 3«2 % =2y
dr Ay

DF — 2sinrcosr +ysine —cosT

32 2y

Vi genererte denne automatisk i kodeeksemplet ovenfor.
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OPPGAVE 3 hgst 2021
Fra Igsningsforslaget publisert pa hjemmesida

NTNL

Manuelle utregninger (én iterasjon)
Konvergens mot {1,12545,1.89063} etter tre iterasjoner.

x1 = %o — DF ' (x) F(xq)
xo=(11)

sin?1 —1-cos1 0.1678

F(xn):[ 134125 ]:[ _3 }

2sinleosl+1-sinl —cosl
DF("”):[ 3.12 2-1}

1.7508 —0.5403
3 2

det DF(xp) = 1.7508 - 2+ 0.5403 - 3 = 5.1225

1 2 0.5403| _ | 0.3904
1225 —0.5857

1
] [0.3904 0.1054} [0.1678

—3 L7508

—0.5857 (.3418 -3

|

0.1054
0.3418

|
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OPPGAVE 4-1 hgst 2021
Half precision IEEE 754 model

Hhl4 precisiom WEEISY o2l
YP5 -

tb‘"lh‘\'t % y
P —
)y (s) Lio)

‘) Hva 4 f"4~ ‘) |
$. = (1.060000°29 ) =
H (-,:—-—W)—‘—J L
|i;‘1 [ (P ESE 354 OF
v gy =07%)
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OPPGAVE 4-2 hgst 2021
Half precision IEEE 754 model

NTNL

.b) ma sy Som Em L"S'“?
doJ v ve T |
NBL OEmg = miro , nerE gy !
—
Ema = 3p-I5 =15
Ynin = &,y 4 15 (15=2%1)
Pl 2 [ggE ?SY
DF
(£+2°-1=BE
hwax = (L0 251 = oz
my = ( illllﬂg,(lz’s )

Merk at er eksponentbitene (11111), = 31, s& representerer dette NaN.
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OPPGAVE 4-3 hgst 2021
Half precision IEEE 754 model

2211001111
kX

E = L4+ '/3_“‘
GR &, =]y
k= ‘)0
A
/)7~
C = ey T = )-q0°
h ‘115 174
mx = (L), = (14 Z)2
Ny = M(z.. 2”0)"2/5

Miay = 2’“’_ 25 = 25(2”_’5
Mrex = U5g0Y 18 /69




NTNL

OPPGAVE 4-4 hgst 2021
Half precision IEEE 754 model

<) Hvaa Mavile poet
Som h”‘las¢af%“hlt il

i?ua SCn. tIS
Mo (ODbOIJq_ =I5 =)-/5

By = -y
P S ]
Tmn =377 (o, 000 0200081,

—_ M -1 (2)
=2 x2 ¢
= -4

177 2 cuo-15®

"
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OPPGAVE 4-5 hgst 2021
Half precision IEEE 754 model

NTNL

265
D Waso. by 11 °
WS)= "42+2°
(ws1= 2-1029+73)
18] =+ (L 000 oz;lo) ooo'n)l
R 00000000 10) it )
z *z"
Som MPMMQP

GMIEIHB 060 geo o ) 10

(bi 2 f4k ol = 4234
Dehe ev 2052

Merk vi har (14+279) x 211 = 211 4 22 = 4058 + 4 = 2052.
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OPPGAVE 4-6 hgst 2021
Half precision IEEE 754 model

NTNL

$L(w051) = 2052
a = 1) = | = s

1% ’
" = o, 006 %3
e 7
Ly, =9 =
Ltn 1 = o.0064eK
N £

2169



OPPGAVE 4-7 hgst 2021
Half precision IEEE 754 model

OUH cksempek

F 6))o | [l)jereoss 00

bE = 8414) = )y
E= hl)s=2-L

"'2-1 X (1. 1] 6060 booo)t

e = X / )s
TX(rtarys-aun

e
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OPPGAVE 5 hgst 2021

Denne oppgaven har blitt gjennomgatt tidlig i oktober (lysarkpakke datert den 3. og 4.
oktober (fra lysark 44)).

Oppgaven lgser u; = 2uy med tilhgrende randkrav.

Hvis det er interesse for & repetere denne Igsningen av denne oppgaven, sa gjgr vi det
i neste uke.

Det var interesse for repetisjon.

—til tidligere forelesning.
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https://www.math.ntnu.no/emner/IMAx2150/2023h/Forelesningsslides/Forelesning1og2Uke40Trondheim.pdf

IMAT2150:
Noen andre versjoner av varmeligningen (OPPGAVE 5 H2021)

N'T'N

ug = 2uxx

24 /69
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IMAT2150:
Noen andre versjoner av varmeligningen (OPPGAVE 5 H2021)

N'T'N

Uy = 2Uy,
F(x) G(t) = 2F"(x) G(t), dvs. F"(x)/F(x) = G(t)/(2G(t)) = k (konstant)

24 /69
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IMAT2150:
Noen andre versjoner av varmeligningen (OPPGAVE 5 H2021)

NTNL

Uy = 2Uy,
F(x) G(t) = 2F"(x) G(t), dvs. F"(x)/F(x) = G(t)/(2G(t)) = k (konstant)

2 u,kz?_H-XX
éy/p ) Usif I
uft,x) = C¥) Fix)
) fUx) = k- (%)
G,HF) ,@é[{)

O Neskal ha g f20) =, J2. ) -
(Nemanns, 10) X[I)’O
¥ — L
> )5#{;&»{- keeamy gk makyale,
L{CTONE 7 VSV . Ot ((2Y
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lMAT2150: NTNL
Noen andre versjoner av varmeligningen (OPPGAVE 5 H2021)

ug = 2UXX
ux(t,x) = G(t) F'(x) (da u(x,t) = G(t) F(x))
(*) ux(t,0) = ux(t,1) =0
(x) yr i) = )= o
l‘h (,' ’_E) :t_ b)
k>p -

Trrnell lgsn.
K20 flx) =3 (Waad)
keo: ﬁtj = Aoswy
4 Bsinwx
F’[D):’.O _) &."—'0
F’(l):b =) -“I‘V=o
W=ng wg

fL¥) = _
) Ao cosnTrx , n3

25 / 69



IMAT2150:
Noen andre versjoner av varmeligningen (OPPGAVE 5 H2021)

N'T'N

U = 2Uxx
Cosinusrekka til u(0, x) er 29/2 — 3/2 cos 27x.
(Bruk at sin® wx = (1 — 2 cos 2rx) /2 til & omskrive u(0, x) = f(x) = 13 + 3sin® 7x.)

up(t, x) etter SPP: nedenfor skal vaere u(t, x).

26 /69
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IMAT2150:
Flere detaljer for Igsning av oppgave 5 H2021

i)H'le bak _ forige lju,/c

53_9.: ShamAmsl Argh mend o
flx) = o ”’J’LW fen{ an

Sew!y

k=o 0

Fll):lq_'zl) - b

Flr) s px 4 p

Flx) = A

‘F'lb“= 5 ); A

=0

|

Damz b4 (¢hers o

. 1 fe) = o)
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IMAT2150:
Flere detaljer for Igsning av oppgave 5 H2021

N IL'I;V
K< o
k—_-wl< o

—

Fey = Ausw x + Blipw
Ple) = - AW Sinw

] X +
Fib) = o By v x
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IMAT2150:
Flere detaljer for Igsning av oppgave 5 H2021

Ve har ng (w=nr)

-f,:b():: ’AM Cro T x

hz 0 ((murlk whkn %52
hm n;o)

G(L):ll{ G[‘t\ (’[ 2
Coly)= g2t ™2

29 /69



IMAT2150:
Flere detaljer for Igsning av oppgave 5 H2021

W= T 4.
=, X)) &y l-&)

k) = 0y 4% o UL
h=\ CLo5an g
“OX) =I5 4360 T
U~ Zumalg
): Z:'_:?;‘ifo.;?mir-oi az-_—.-%

sTtL '
‘).' ‘tL.V,L_ 272 - %t %179
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IMATx2150

Utvalgte relevante eksamensoppgaver

2020, 2019 og 2018 og 2017
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OPPGAVE 2a H2020

NTNL

Gitt systemet
M = .1,2 + yl —92
y' = a2’ —2xy+3

med startbetingelsene 2(0) = 0, 2’(0) = 1, (0) = -2 og '(0) = —1.

a) Skriv om systemet til et linewrt system med 4 ukjente funksjoner z; = x, 29 = 2,

2=y

Z3 =y og

32 /69



OPPGAVE 2a H2020

Gitt systemet
= 224y —2
y' = ' —2xy+3
med startbetingelsene 2(0) = 0, 2’(0) = 1, (0) = -2 og '(0) = —1.
a) Skriv om systemet til et linewrt system med 4 ukjente funksjoner z; = x, 29 = 2
!

» 33 =Y og
2=y

Losning: Definisjonen av 21 og 22 gir 22 = 2’ = 2| og definisjonen av 23 og 24 gir 24 =y = 25. Vi
erstatter 2" med 25 og y" med z) i ligningene. Vi har derfor forelopig

S -,

3 = 22

% o= a?ty -2
~I -~

zZ3 = 24

:3 = a'—2zy+3

32 /69



OPPGAVE 2a H2020

Gitt systemet
'’ = 22+y -2
y' = ' —2xy+3
med startbetingelsene 2(0) = 0, 2’(0) = 1, (0) = -2 og '(0) = —1.
a) Skriv om systemet til et linewert system med 4 ukjente funksjoner z; = x, 29 = 2/, z3 = y og
2=y
Losning: Definisjonen av 21 og 22 gir 22 = 2’ = 2| og definisjonen av 23 og 24 gir 24 =y = 25. Vi
erstatter 2" med 25 og y" med z) i ligningene. Vi har derfor forelopig

S P -,

3 = 22

H o= a?+y -2
~l P -~

zZ3 = 24

:3 ' —2xy+3

Vi erstatter s  med 2, 2’ med z; og si videre.

!

5T = =2

o = 224

29 = 2 - Z4 — 2

! -

23 = 24

’

2y = 22—22123+3

21(0) = 2(0) = 0, 29(0) = 2'(0) =1, 23(0) = y(0) = —2 og 24(0) =¢'(0) = -1. 32 / 69



OPPGAVE 2b H2020

NTNL

b) Utfer en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til & finne en tilneerming av z(0.1)

og y(0.1).

Losning: Vi bruker Eulers metode for a lgse ligningsystemet. Startbetingelsene gir

wo,1
wo,2
wo,3

wo,4

x(0) = 0.00
Z'(0) = 1.00
y(0) = —2.00
y'(0) = —1.00

33 /69



OPPGAVE 2b H2020

NTNL

b) Utfer en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til & finne en tilneerming av z(0.1)

og y(0.1).

Losning: Vi bruker Eulers metode for a lgse ligningsystemet. Startbetingelsene gir

wy,1
w2
w13

wy 4

wpy =

wo,2

w3

wo4 =

wo,1 + h-
woz+ h-
wo3s+ h-
woy+ h-

z(0) = 0.00

Z'(0) = 1.00

y(0) = —2.00

y'(0) = —1.00
wp.2 = 0.10
(wo.1?% + woq — 2) = 0.70
wp.q4 = —2.10

(L‘JO_Q —2wo1wosz+ 3) = —0.60

Vi har Z/ = f(Z) med f(Z) = (zz,zi +z4 —2,24,2) — 22123+ 3) 7.
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OPPGAVE 2b H2020

NTNL

RK4 med h = 0.1 gir x(0.1) ~ 0, 0856784 og y(0,1) ~ —2,07985

Sammenlign med det Eulersmetode gir nedenfor (relativt gode tilnaermelser i forhold til RK4 da h er liten)

(Se neste lysark for pseudo (Mathematica) kode for RK4 metoden)

b) Utfer en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til & finne en tilneerming av 2(0.1)

og y(0.1).

Lgsning: Vi bruker Enlers metode for 4 lose ligningsystemet. Startbetingelsene gir

Forste steg i metoden gir

w1
w2
w3

wi4

Wo,1
wo,2
Wo,3
wo,4

woy +h-
- (wp 12 + wp g — 2) =0.70

woa2 + h

woa +h-
wo g+ h-

= z(0)=0.00
= a'(0)=1.00
= y(0)=-2.00

3/ (0) = —1.00
wp2 = 0.10

wpg = —2.10
(wo2 — 2wp 1 wo 3 + 3) = —0.60

Vi har derfor @(0.1) =~ wy ; = 0.10 og y(0.1) = wy 3 = —2.10.
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OPPGAVE 2b H2020
RK4 pseudokode

NTNL

RK4[y0_,h_]:=Module [{},
Flx_]:=Module [{},x1=x[[1]];x2=x[[2]];x3=x[[3]1];x4=x[[4]];

5 Return [{f1[x1,x2,x3,x4],f2[x1,x2,x3,x4],f3[x1,x2,x3,x4],

f4[x1,x2,x3,x4]1311];

s f1[x1_,x2_,x3_,x4_]:=x2;f2[x1_,x2_,x3_,x4_]:=x1"2+x4-2;

f3[x1_,x2_,x3_,x4_]:=x4;f4[x1_,x2_,x3_,x4_]:=x2-2x1 x3+3;
k1=F[y0];k2=F[y0+h/2 k1];k3=F[y0+h/2 k2];k4=F[y0+h k3];

¢ Return[y0+h(k1+2k2+2k3+k4) /6]

17

) Y0={0,1,-2,-1};

(*** output solution at 0.1 ***)

2> n=1;
3 h=0.1;

pY=YO0;

5 Print [];
s pY//Print;
7 (xxx Do [Y=RK4 [pY,h];pY=Y;{Y[[1]],Y[[3]]}//Print,{i,1,n}];

* Kk )

s Do[Y=RK4 [pY,h]l;pY=Y,{i,1,n}];
» {Y[[111,Y[[3]1}//Print; 35/69



OPPGAVE 3a og b H2020

NTNL

Oppgave 3 (25%)

En funksjon f(z) definert pa intervallet [0, L] kalles symet-
risk om 2 = L/2 hvis f(L — z) = f(x) for alle z € [0, L].
T denne oppgaven vil du fa nytte av cn sctning om sinus-
rekken til slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er
symetrisk om @ = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den
vertikale linjen med @ = 2. T dette cksempelet eor L = 4.

Setning 1 La f(z), D; = [0, L], vere kontinuerli og symetrisk om = — L/2 pi intervallet [0, E]
1,2,

Da er koeffisientene b, n = til sinusrekken

nrx
~ b, sin 2%
I ”z:; sin—
lik
0 | for jewnen
by =144 L2 g
" Z/ f(z) sin?d:t , for odde n
o

Gitt funksjonen f definert pé intervallet [0, 4] ved

2z 0<ae<2
f(m):{sfzz 2<a<d

a) Finn L og vis at funksjonen f cr svmetrisk om = = L/2.

b) Benvtt setningen til 4 regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: by — £12;)
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Lgsning OPPGAVE 3a H2020

a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om » = L/2.
Lgsning: Funksjonen er definert pa intervallet [0, 4]. Derfor er L = 4. Vi viser ni at f(x) er symetrisk
omz =2 Laze€[0,2). Daer4— o ¢ (2.4]. Folgelig er f(4—2) =8-2(4— ) =2a = f(x). La
r€(2.4.Daerd4—2€[0,2). Folgeliger f(4 —z)=24—x)=8— 2z = f(z).

f(x)=2xndr0 < x <2o0g8—2x for2 < x < 4.

ForO0<x<2— —2<—x<0— 2<4-—x<4,
s& f(4-x) = 8 - 2(4-x) = 2x = f(x)

For2<x<4— 0<4—-x<2,
s f(4-x) = 2(4-x) = 8 - 2x = f(x))
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Lgsning OPPGAVE 3b H2020

b) Benytt setningen til & regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(z)
g it _ 32
(Delvis fasit: by = g777)
Lgsning: Vi bruker setningen fordi f tilfredstiller betingelsen i setningen. For jevne n er b, =

odde n er
T nwx
= /21 sm—d /21 5m—d

Vi bruker delvis integrasjon. La u = 22 og v’ = sin (*4%) Daer u' =2 og v = —

b= [,8-» cos(“:")]{/zsms(”:wdl.
0

nm nm
7 o 7

4 co

n

16 cos (57) _[ 32 sin (T "'):|2

nmw n? w2
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Lgsning OPPGAVE 3b H2020

NTNL

b) Benytt setningen til & regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(
(Delvis fasit: by = %‘!)

Lgsning: Vi bruker setningen fordi f tilfredstiller betingelsen i setningen. For jevne n er b, =
odde n er

T nwx
= / 2x sm—d /21 5m—d

Vi bruker delvis integrasjon. La u = 22 og v’ = sin (T4

4 cos
) Daeru' =2o0gv=— =

2
b= [,8“%(“;")] [re),
nm 0

nm
o 7

nw

nmw n? w2

_ 16cos() [ 32 sin (T "'):|2
Det forste leddet er lik null fordi n er odde. Derfor er

32 sin (&2
b, = #

n? w2
Siden n er odde har vi at

Merk at b, = 0 nar n er jamn.

For n odde er integralet for b, lik [uv f u’v dx for u og v definert ovenfor.
Merk at for n odde (n = 2m + 1) er sinwn/2 = (—1)" = (—1) (n=1)/2
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Lgsning OPPGAVE 3c H2020

Tilfellene k = 0 og k > 0:

c) Finn alle lgsninger pa formen u(x.t) = F/(a)G(t) til den partielle differensialligningen
g = 2, —2u
med randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(4,1) = 0.
Logsning: Vi setter inn F(x)G(t) for v inn i likningen.
F(z)G'(t) = 2F"(z)G(t) — 2 F(2)G(t).

Deler vi pa F(x)G(t), far vi
G _, )
G(t) " F(a)
Vi har derfor F"" = kF for en konstant k. Randbetingelsene for u gir randbetingelser for F.

F(0) = F(4) = 0.

-2

For k = 0 har vi lesningen F(x) = Az + B. Randbetingelsene gir F(0) = B = 0 og F(4) = 44 = 0.
Det gir F(x) = 0.

For k = A? > 0 har vi lesningen F(x) = Ae*® + Be **. Randbetingelsene gir F(0) = A + B =0 og
F(4) = A(e* — ") = 0. Det gir F(z) = 0.

Merk at bade k = 0 og k > 0 gir F(x) == 0 (triviell Igsning).
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Lgsning OPPGAVE 3c H2020

Tilfellet k < 0:

For k = —w? < 0 har vi lesningen F(z) = Acoswz + Bsinwz Randbetingelsene gir F(0) = A =0
og I'(4) = Bsin(4w) = 0. For 4 ungi at F(z) =0 s mad B # 0. Da mi 4w = nw der n = 1,2,3....
Vi far derfor at

Tnx

F{m):Bsin(T),n:I,2,3,...

Vi har da at k = —w? = 7% Ligningen for G er da
G'(t) _ wn*
G(t) — 8

Denne har lésning
2
=

G(t) = /=52t

Losningene er
T

172“2 B
(. t) = Bpel= 5 Pein (%) ,n=1,23...
For k= —w? < 0 er B# 0 og w = nr/4.
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Lgsning OPPGAVE 3d H2020

d) DBruk svaret fra oppgave c) til i lose den partielle differensialligningen
Up = 2Ugp — 21U

med randbetingelser u(0,#) = 0 og u(4,t) = 0 og startbetingelse u(x,0) = f(x).

Lgsning: Fra punkt ¢) far vi generell lgsning

S > ”2 Hz
u(w, t) = E w(z,t) = E B,em 2ty (TF';I,_T,) .
n=1 =1

Vi setter t = 0 og bruker starthetingelen

oo
u(x,0) = Z B, sin (TI’Z,JJ) .
n=1

Vi far derfor at B,, = b,,. Lesningen er derfor

‘ -1
< 39 (_l]n E.(_1,—2[2:“.2 _ayt cin ('ﬁ.],‘ (2?1-'—1]) )

) = 1?.'2(211—1)2 . 4

n=

Trykkfeil: 2n+ 1 i formelen nederst tl hgyre skal veere 2n — 1 for n =1,2,---.
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OPPGAVE 3a H2019

a) Finn sinusrekken til funksjonen

g(z) =sin*mz, D, =[0,1].

Lgsning: Vi skal altsi finne en sinusrekke 3 57, by sin nwa. For vi skriver opp integralene som vil
gi oss koefisientene by, by og si videre skriver vi om funksjonen g(z) ved hjelp av trigonometriske
identiteter.

g(x) = sin® re = sin” mwsin e = 1(1 — cos 2mx) sin T
— 1 S I Lo .
= g sinme — 3sinme cos 2me = gsin e — 3 (sin(72 — 27x) 4 sin(7z + 272))

— 1. Llias : SRR 1_:
= gsinmw — §(sin(—mx) 4 sin 372) = § sinTa — § sin 37w
Her stopper vi siden %sin Tr— %sin 3mx er en sinusrelke og derfor er sinusrekken til g(z) lik

% sinma — _11 sin 3ma.

Resten av oppgaven er sveert lik den forrige oppgaven (oppgave 3 H2020), og det overlates
derfor her til den enkelte til & se pa Igsningsforslaget, som er tilgjengelig pa hjemmesida.
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Kommentar til oppgave 3a H2019

NTNL

L=1;

flx 1:=Sin[Pi x]*3;

glx 1:=If[x>0,Return[f[x]],Return[-f[-x]1]1];
bnin_1:=1/L Integrate[f[x] Sin[n Pi x/L],{x,-1,1}];
Print[bn/@Range[5]];
FR=FourierSinSeries[f[x],x,1,FourierParameters—{1,Pi}]
PLot[(f[x],%}, (%,-1,1}]
FR=FourierSinSeries|[f[x],x,2,FourierParameters—{1,Pi}]
Plot[{f[x],%},(x,-1,1}]
FR=FourierSinseries[f[x],x,3,FourierParameters—{1,Pi}]
PLot[(f[x],%}, (¥,-1,1}]

35'[ ]
— Sin[xx
4
10
osf
-1 05 05 10
—o5[
—10f
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Kommentar til oppgave 3a H2019

S 1_. B
— Sin[nx] - — SIn[3n x]
4 4

L=1;

flx ]:=Sin[Pi x]"3;

glx_ ]:=If[x>0,Returnf[x]],Return-f[-x]]1];

bn[n J:=1/L Integrate[f[x] Sin[n Pi x/L],{x,-1,1}];
Print[bn/@Range[5]];

(3 1 1
1720, --,0,0;
‘4 4 J
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Oppgave 4 H2019

Startverdiproblemet fra oppgave 1c):

YV'+2 +2y=f(t). y(0)=0.4(0)=0

Oppgave 4

a) Skriv om startverdiproblemet i oppgave 1 ¢) til ct startverdisystem med to variabler 2, = y
og =y

b) Bruk Eulers metode med steglengde 0.1 til & finne for losning av startverdisystemer i to
variabler til 4 finne en tilnwerming av y,(0.3) og y2(0.3) der yi(t) og ya(t) er lasningen av
startverdisvstemet

o=t — cosy
Yy = cosyp — "

med startbetingelser y(0) = y2(0) = 1.
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Lgsning oppgave 4a H2019

Y2y +2y=f(t), y(0)=0,4(0)=0

Logsning: Vi erstatter y' i startverdiproblemet i oppgave 1 ¢) med z2.
2+ 22+ 2y = fit), u(0)=12(0)=0
vi erstatter sa y med 2.
b4+ 22+ 22 = f(t). z1(0) =1,2(0)=0

Vi deriverer z; og z2

Vi erstatter y' med z5 og loser
24222+ 22 = (1)

m.h.p. z5.

[
=
|

£
—2z9 — 2z + f(t)

g

L
|

z1=y ogz=y
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Lgsning oppgave 4b H2019

MERK: f1(u,v) = u— cosv og fa(u,v) = cosu — v, og ikke som gitt nedenfor!

Lgsning: Vi lar v; j veere tilnaerming av den eksakte losningen y;(t;) der ¢; = 0.1 - j. Vi skal altsa
finne vy 3 & y1(0.3) og vy 3 = y2(0.3)

v = 1

vag = 1

Vilar fi{y1,y2) = y1 — 2u2 og fo(y1.y2) = 2y1 — y2 Forste trinn gir

Andre trinn gir
v =
vz =

Tredje trinn gir

vy =
23 =

vy = vig+h fi(vip,vae) = 1+0.01- (1 —cosl) = 1.0460
vaq = a0+ h falvigivag) = 14+0.0-(cos1—1) = 0.9540

vy +h fi(vig,vg1) = 10460 +0.1- (10460 — cos(0.9540)) = 1.0928
vg1 4 h falv11,02) = 0.9540 + 0.1+ (cos(1.0460) — 0.9540) = 0.0087

v+ h fi(vi2,v29) = 10928 +0.1-(1.0928 — cos(0.9087)) = 1.1406
v22 +h fa(vi2,v22) = 0.9087 + 0.1 (cos(1.0028) — 0.0087) = 0.8638

Vi har derfor at y;(0.3) & 1.1406 og y,(0.3) ~ 0.8638.
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Oppgave 1 V2019

Oppgave 1 (20%)

a) (i) Skriv om oktadesimaltallet (3743)s til desimaltall.
(i) Skriv om tallet 7/15 til binsertall.
(iii) Skriv om binzertallet (101.1001), til desimaltall.

b) Nér jeg skriver nun2hex(x) s svarer MATLAB med den heksadesimalt representasjon @
slik # cr lagret i minnet:

’409£8c0000000000° .

(i

) Hvilket fortegn har z?
(ii) Finn cksponenten til 2.
)

(iii
(iv) Hvilket tall cr «?

Finn mantissen til 2.

Et tall pa heksadesimalform bruker 16 sitfer, sifrene 0 — 9 og bokstavene a — f.

()16 = (0)10 — (0000), (86 — (8)10 — (1000),
(D1s = (110 = (0001), (916 = (910 =(1001),
(216 = (210 = (0010)2 (ahe = (10)1p = (1010),
(B)is = (3= (0011), (B)ie = (11)50 = (1011),
(Dis = (4)10 = (0100), (ehie = (12)10 = (1100),
(5)is = (5)10 = (0101), (e = (13)10 = (1101),
(6)i6 = (6)10 = (0110), (e = (14)30 = (1110),
(The = (o= (0111), (Bhe = (15)10 = (1111),
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Lgsning oppgave 1la V2019
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Lgsning oppgave 1la V2019

NTNL

Oppgave 1 (20%)

a) (i) Skriv om oktadesimaltallet (3743)g til desimaltall.
Lgsning: Vi har

3-847)-84+4)-8+3=(31-8+4)-8+3=252
( )

-8+ 3 = 2019.
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Lgsning oppgave 1la V2019

NTNL

Oppgave 1 (20%)

a) (i) Skriv om oktadesimaltallet (3743)g til desimaltall.
Losning: Vi har

((3-8+7)-844)-8+3=(31-8+4)-8+3=1

(ii) Skriv om tallet 7/15 til binzertall.

Losning: Vi har
(7/15)-2 = 14/15 + 0
(14/15)-2 = 13/15 + 1
(13/15)-2 = 11/15 + 1
(11/15)-2 = 7/15 + 1
(7/15)-2 = ..

Det er en periode pa fire i sifrene og vi leser av ovenifra og far

7/15 = (0.0T11),.
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Lgsning oppgave 1la V2019

NTNL

Oppgave 1 (20%)

a) (i) Skriv om oktadesimaltallet (3743)g til desimaltall.
Losning: Vi har

((3-847)-844)-8+3=(31-8+4)-8+3=252-8+3=2019.

(ii) Skriv om tallet 7/15 til binzertall.

Losning: Vi har
(7/15) -2 4/15 + 0
(14/15) -2 13/15 + 1
(13/15) -2 11/15 + 1
(11/15) -2 /15 + 1
(7/15)-2 = .-

Det er en periode pa fire i sifrene og vi leser av ovenifra og far

7/15 = (0.0T11),.

(iii) Skriv om binsertallet (101.T00T), til desimaltall,
Losning: Tallet har to deler. Heltallsdelen er (101); = 441 = 5. Vi finner brokdelen
= ved & sette x = (0.T001),. Da er 162 = (1001.T001),. Da er 15z = 162 — x = (1001)y =
8+ 1=9. Vi har folgelig. & = 9/15 = 3/5. Svaret er derfor

5+ 3/5 = 28/5.
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Lgsning oppgave 1b V2019
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Lgsning oppgave 1b V2019

NTNL

b) Nir jeg skriver nun2hex (x) si svarer MATLAB med den heksadesimalt representasjon av @
slik & er lagret i minnet:

?409£8¢0000000000” .

(i) Hvilket fortegn har 27
Lgsning: Det er 16 heksadesimale siffer i *409£8¢0000000000°. Det betyr at det
er 64 bit. Dobbel presi flyttallsformat benytter 1 bit til fortegnet. Det er forste
bit. (4)16 = (0100), si fortegnsbitet er lik 0 og tallet er positivt.

(i) Finn eksponenten til .
Lesning: Dobbel presisjons IEEE flyttallsformat benytter 11 bit til eksponenten.
Det er i dette tilfellet (409),5 = (100 0000 1001 1024 + 8 + 1 = 1033. Eksponentene

regnes ut ved i trekke 1023 fra 1033. Den er derfor lik

e=10.
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Lgsning oppgave 1b V2019

NTNL

b) Nir jeg skriver nun2hex (x) si svarer MATLAB med den heksadesimalt representasjon av @
slik & er lagret i minnet:

?409£8¢0000000000” .

(i) Hvilket fortegn har 27
Lgsning: Det er 16 heksadesimale siffer i *409£8¢0000000000°. Det betyr at det
er 64 bit. Dobbel presi flyttallsformat benytter 1 bit til fortegnet. Det er forste
bit. (4)16 = (0100), si fortegnsbitet er lik 0 og tallet er positivt.

(ii) Finn eksponenten til .
Lesning: Dobbel presisjons IEEE flyttallsformat benytter 11 bit til eksponenten.
Det er i dette tilfellet (409);5 = (100 0000 1001), = 1024 + 8 + 1 = 1033. Eksponentene
regnes ut ved i trekke 1023 fra 1033. Den er derfor lik

e=10.

(iii) Finn mantissen til z.
Lgsning: Mantissaen fis fra de siste 52 bit-ene av *409£8c0000000000° Dvs

m = 1.£8c = 1+ 15/16 + 8/167 + 12/16° = 1.9716796875.

Det ledende ett-tallet er ikke lagret pa maskinen.
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L@sning oppgave 1b V2019 (forts.)
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L@sning oppgave 1b V2019 (forts.)

(iii) Skriv om bingertallet (101.T001); til desimaltall.
Losning: Tallet har to deler. Heltallsdelen er (101), = 4+1 = 5. Vi finner brokdelen
o ved 4 sette 2 = (0.T001),. Da er 162 = (1001.T001),. Da er 152 = 162 — = = (1001), =
8+ 1=29. Vi har folgelig. # = 9/15 = 3/5. Svaret er derfor

5+ 3/5 = 28/5.
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L@sning oppgave 1b V2019 (forts.)

(iii) Skriv om bingertallet (101.T001); til desimaltall.
Losning: Tallet har to deler. Heltallsdelen er (101), = 4+1 = 5. Vi finner brokdelen
o ved 4 sette 2 = (0.T001),. Da er 162 = (1001.T001),. Da er 152 = 162 — = = (1001), =
8+ 1=29. Vi har folgelig. # = 9/15 = 3/5. Svaret er derfor

5+ 3/5 = 28/5.

(iv) Hvilket tall er x?
L@sning: Vi regner ut tallet og far

r = 19716796875 - 2'" = 2019.

Merk at
1.9716796875 x 210 = (1 + 9716796875,/10000000000) x 210 = (1 + 995/1024) x 210 = (1024 + 995)/210 x 210 =

10244995 = 2019.
Fra forrige lysark har viat m = 1 + 15/16 + 8/162 + 12/163 = 3980/163 = 995/1024 (jfr. over).
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Lgsning oppgave 2a V2019

NTNL

Oppgave 2 (20%)

a) Los sy

1072 + 2y
r = 3y =

og gi svaret pa desimalform

Lgsning: Vi setter opp total-matrisen og pivoterer forst. Deretter utforer vi Gauss-

eliminering og tilbakeinnsetting

1072 2 4 :] 1 =31 (-10-22)
1 =31 1072 2 4 ]+

1 3 1 (-10-2)
~ [0 2431072 4 ur”] J.

Forst finner vi

4-1072
TN e
der vi har brukt alle sifre pa lommeregneren. Fra forste linje far vi @ = 1+ 3y = 7. Losningen
er derfor
(,y) = (7,2).

(Uten pivotering ville man fitt (z,7) = (0.2) som er feil svar.)

b) Los likningen
2~ br 4107 =0
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Lgsning oppgave 2b V2019

NTNL

Vi skal Igse andregradsligningen x2 — 5x + 10720 = 0.

og gi svaret pa desimalform.
Lgsning: Likningen har to lgsninger og vi ma passe pa at vi ikke trekker to sveert like
tall fra hverandre. Vi far to losninger

54+ v25—-4-10720
s S =5

= 3
og

5-v25—-4-107%

rp= .

2
Den siste blir null hvis vi ikke er forsiktig. Vi lgser problemet med differensen av to like tall
ved & gange med 5 + 25 — 41072 i teller og nevner.

(G-V2 -4 105+ V2—41070) 25-25+4-107%

e 25+ v -1.107) 20

1 —20
=0

Lgsningen er
r=5 v r=2-10""
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Lgsning oppgave 2c V2019

NTNL

¢) Finn PA = LU faktoriseringen til matrisen. Husk delvis pivotering.

05 1 2
A=11 2 —1}.
2 2 2

Vi ma igjen huske pa pivotering

05 1 2 2 2 2
1 2 -1 ] ~11 2 -1
2 2 2 05 1 2

Lgsning:

Vi har derfor

100 22 2
L=|4 10 og U=|01 —2|.
1 1 5
111 00 %

Vi regner ut P:

S o =

ll l] 01
::| 10
1 00
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Tatt fra oppgave 4 V2019

T 30 2
Matrisen A = | 0 —1 2 | har egenverdiene -5,-2 og 1
2 2 -2

a) Vis at pastanden over er riktig.
b) Bestem s3 egenverdiene til matrisa.
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Tatt fra oppgave 4 V2019

T 30 2
Matrisen A = | 0 —1 2 | har egenverdiene -5,-2 og 1
2 2 -2

a) Vis at pastanden over er riktig.
b) Bestem s3 egenverdiene til matrisa.

SVAR:

a) Det karakteristiske polynomet til matrisa er p(\) = A3 4 6A2 + 3\ — 10,
som har nullpunktene -5, -2 og 1. (Hvordan Igse p(\) = 071)

IFor slike moniske polynomligninger med heltallskoeffisienter m& en heltallsrot dividere konstantleddet. (At polynomet er
monisk betyr bare at koeffisienten for den hgyste potensen av den ukjente er 1.) S&, eneste mulige heltallsrgtter av p(\) = 0 er
+1, £2 eller +5. Det er lett & se at p(—5) = p(—2) = p(1) = 0. (p(A\) = 0 kan heller ikke ha flere enn disse rgttene

(hvorfor?).)
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Tatt fra oppgave 4 V2019

Matrisen A= | 0 —1 2 | har egenverdiene -5,-2 og 1.

a) Vis at pastanden over er riktig.
b) Bestem sa egenverdiene til matrisa.

SVAR:

a) Det karakteristiske polynomet til matrisa er p(\) = A3 4+ 622 + 3\ — 10,
som har nullpunktene -5, -2 og 1. (Hvordan Igse p(\) = 071)

Vi kan bruke potensiterasjonsmetoden til & bestemme en egenverdi A\, (si den stgrste egenverdi i tallverdi), og sa se om vi kan

dermed redusere den karakteristiske ligningen fra & vaere en tredjegradsligning til 8 bli andregradsligningen p(\) /(XA — )\m).2

IFor slike moniske polynomligninger med heltallskoeffisienter ma en heltallsrot dividere konstantleddet. (At polynomet er
monisk betyr bare at koeffisienten for den hgyste potensen av den ukjente er 1.) S&, eneste mulige heltallsrgtter av p(A) = 0 er
+1, £2 eller +5. Det er lett & se at p(—5) = p(—2) = p(1) = 0. (p(A) = 0 kan heller ikke ha flere enn disse rgttene
(hvorfor?).)

2For eksemplet vart er A, = —5 og den tilhgrende andregradsligningen er A> — A +2 = (A +2) x (A — 1) = 0 med

egenverdiene -2 og 1 i tillegg til -5.
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Tatt fra oppgave 4 V2019

T 300 2
Matrisen A= | 0 —1 2 | har egenverdiene -5,-2 og 1.
2 2 =2

a) Vis at pastanden over er riktig.
b) Bestem sa egenverdiene til matrisa.

SVAR:

a) Det karakteristiske polynomet til matrisa er p(\) = A3 4+ 622 + 3\ — 10,
som har nullpunktene -5, -2 og 1. (Hvordan Igse p(\) = 071)

Vi kan bruke potensiterasjonsmetoden til & bestemme en egenverdi A\, (si den stgrste egenverdi i tallverdi), og sa se om vi kan

dermed redusere den karakteristiske ligningen fra & vaere en tredjegradsligning til 8 bli andregradsligningen p(\) /(XA — )\m).2

b) Egenverdiene er (—2,—1,2), (2,—2,1) og (1,2,2). (Vise dettte selv!)

IFor slike moniske polynomligninger med heltallskoeffisienter ma en heltallsrot dividere konstantleddet. (At polynomet er
monisk betyr bare at koeffisienten for den hgyste potensen av den ukjente er 1.) S&, eneste mulige heltallsrgtter av p(A) = 0 er
+1, £2 eller +5. Det er lett & se at p(—5) = p(—2) = p(1) = 0. (p(A) = 0 kan heller ikke ha flere enn disse rgttene
(hvorfor?).)

2For eksemplet vart er A, = —5 og den tilhgrende andregradsligningen er A> — A +2 = (A +2) x (A — 1) = 0 med

egenverdiene -2 og 1 i tillegg til -5.
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Oppgave 5 (20%) Vi vil lose likningsystemet

x —2)'y+y2+l =0
r4+y" -1 = 0

o 2
a) Fiun Jacobimatrisen til F(z,y) — i’ ’{J;} o l].

Losning: Jacobimatrisen er

Ofz 1 2

3

et [ B] [0 ]

e

b) Gjor en iterasjon med multivariabel Newtons metode for nummerisk lgsing av systemet over.
Start med (x9,%0) = (—1, —1).

Losning: Vi har F(-1,-1) = {:1] og DF(-1,-1) = {(1) _1]2] . Vi har

S = DF(1,1) F(1,1) = —Llll [:? 2] {:ﬂ _ {—21/{53] .

Xy =Xy - 8= (-1,-1) - (~1/5,2/5) = (~4/5, ~7/5).
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Oppgave 4 (15%)

Gitt matrisen A =
-4 1 -6

a) Regn ut ||All< og ||4:.

b) Finn en vektor v slik at || Av]|. = || A [|2]]o

¢) Finn en vektor w slik at

6 3 -1
2 -4 1.

[Awlly = [[All1 [y
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Her skal rad/kolonnesum vaere absolutt radsum/kolonnesum.

E a) Vi skal finne || A5 til matrisen

Det er maksimal radsum er |4~ =|—4[+1+|—6] = 11.

Vi skal finne ||4[1 til matrisen

Det er maksimal kolonnesum: [[All; =6 +2+ | — 4] = 12.

58 / 69



Lgsning oppgave 4 V2018

NTNL

b) En slik vektor er v = [71 1 71]T fordi

6 3 -1
2 -4 1
-4 1 -6

—
-

R

er lik || Aloo/|[v]lse = 11/1 = 11.

c) En slik vektor er w
6
2
—4

[Av]le = ‘

= max{|2], [7],| — 11|} = 11

—

10 0] fordi

6 3 -1
2 -4 1|0
4 1 -6 [0

[[Aw|ly = ‘
er lik || Afl/|w]; = 12/1 = 12.

=16+ 2+ -4 =12
1
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OPPGAVE 6 V2018

Oppgave 6 (10%)
Figur 1 viser to bezierkurver som til sammen fremstiller et so-tegn.

a) Bezicrkurven til heyre i figur 1 er bestemt av punktene Py(2,2), P5(4,0), Ps(4.4) og Py(2.2).
Bestem parametriseringen (z(t), y(t)) til kurven

b) Angi kontrollpunktene for den stiplede tynne bezierkurven.

41 APy
24 s
! |
t R
-1 12 3 4 5
14
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@ a) Vi bruker formelen gitt pa forelesning i stedet for den i hoka.
132 oz |4 a2 |4 3|2
B(i)=(1-1) [2 +3(1—t)°t ol 3(1—t)t 4 +t 5

Ekspansjon gir

B(t):[ 2+ 6t — 612 }

2 — Gt + 182 — 1243

b) Speilingen av kurven er gitt ved a speile x-vediene om linjen verdien 2. Det fas ved a
translatere 2 til 0, skifte fortegn for sa a translatere fra 0 til 2

s —2= —(r—-2)—= —(z—-2)+2=4—=x.
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Formel for speilet B(t) er
_ [ 4—(2+6t 6%
o= {2 — 6t + 1862 — 127

Vi deriverer for a finne kontrollpunktene

| -6+ 12t
v = {—6 + 36t — 36t2]

Forste kontrollpunkt er

o) + %C’(Oj - m
Andre kontrollpunkt er

c) - %C’(l) = m

Det gis ogsa poeng for a si noe som for eksempel. Kontrollpunktene er ogsa speilet om den
vertikale linjen 2 = 2 slik som kurven. Det gir kontroll punktene

i

Symmetri om linja x = 2 gir den alternative maten & beregne kontrollpunktene P> og P3 pa.
Denne metoden er & foretrekke dette spesialtilfellet da den gir minst regnearbeid. Metoden
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Oppgave 1
a) i) Skriv om desimaltallet 2017 til binzert.
ii) Skriv om breken 1/7 til binsert

I standarden IEEE 754 halv-presisjon cr 16 bit brukt til 4 presentere et flyttall. En bit brukes til
fortegnet, 5 bit til cksponenten og 10 bit brukes til mantissacn. Tallet 1.bybabsbybsbsbrbsbabyg - 2° cr
lagret som

‘5‘61 ey €3 €4 E,ﬁlb] by by by bs Dg by by by bm‘ R

der (eye9e3e465)2 = €+ 15 og s = 0 for positive tall og s = 1 for negative tall.

b) i) Hvordan cr 2017 lagret i IEEE 754 halv-presisjon?
ii) Hvordan cr 1/7 lagret i IEEE 754 halv-presisjon?

iii) Hva cr maskin cpsilon i IEEE 754 halv-presisjon?
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Lgsning oppgave 1la V2017

a) (i) Vi deler pa 2 suksessivt inntil vi sitter igjen med 0. Restene blir sifrene i bineerutvik-
lingen av tallet.

2017/2 = 1008 Rest 1
1008/2 = 504 Rest0
504/2 = 252 Rest 0
252/2 = 126 Rest 0
126/2 = 63 Rest 0
63/2 = 31 Restl 1)
31/2 = 15 Rest 1
15/2 = 7 Rest 1
72 = 3 Rest 1
3/2 = 1 Rest1
1/2 = 0 Rest1
Svaret er 2017 = (111 11100001),
(i)
/7.2 = 2/T 40
2/7-2 = 4/T 40
472 = 1T +1 @)
172 = 2/7 +0
2/7-2 = 4/T +0

Vi ser at monsteret 0 0 1 gjentar seg i det uendelige.

1/7 = (0.001)5.
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Lgsning oppgave 1b V2017

b) (i) Forst skriver vi om 2017 pa formen (1.1111100001); - 2'°, Det gir e = 15 + 10 =25 =
16 + 8 + 1 = (11001)5. Fortegnet er positivt sa s = 0. Vi har da

[0 11001 [ 1111100001

(ii) Vi skriver om 1/7 pa formen (1.001001001001...)2-273. Det gir e = 15+ (—3) = 12 =
8 + 4 = (01100);. Fortegnet er positivt sa s = 0. Vi har da

[ ToTT00 [ 00700 10010

Vi har rundet nedover fordi det gir minst feil.
(iii) Maskin epsilon er forskjellen mellom 1 og det minste tallet storre enn 1 som kan skrives
i standarden.
Emach = (1.0000000001) — 1 =271,
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OPPGAVE 2 V2017

Oppgave 2 Gitt matrisen A =

0 3 -1 1
3 0 —1foegh=|0].
-1 -1 2 0

a) Anta at likningssvstemet Ax = b skal loses. Begrunn hvorfor systemet er mulig eller ikke
mulig a lgsc ved Gauss-Seidel iterasjon.

b) Utfor en PA = LU-faktoriscring av A.
c) Bruk PA = LU faktoriscringen til & lose systemet Ax = b.

Fasit 2¢): @y = 1/12, 23 = 5/12 .23 = 1/4.
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Lgsning oppgave 2a V2017

Her er det nedenfor strengt tatt en noe upresis formulering om Gauss-Seidel (GS) metoden.?
Strengt diagonaldominant koeffisientmatrise A er en tilstrekkelig, men ikke ngdvendig betingelse
for konvergens av GS (og Jacoby (J)) metoden.

GS metoden for en ikke strengt diagonaldominant matrise kan konvergere, men vi kan ikke
garantere konvergens.?

a) Slik matrisen er skrevet er den ikke diagonal dominant og vi kan ikke bruke Gauss-Seidel.
Om vi bytter om pa forste og andre rad vil den vaere diagonal dominant men ikke strengt
diagonal dominant. Det gis full uttelling om det skrives noe fornuftig om diagonal dominant

eller strengt diagonal dominant.

IDette er sakset fra Igsninsforslaget som er tilgjengelig pad hjemmesida.

2IKKE PENSUM: En tilstrekkelig og ngdvendig betingelse for konvergens av J/GS metodene er at den sakalte
spektralradien p(C) = max|A| < 1 (tatt over alle egenvektorer til C) for fikspunktiterasjonsmetoden x(H1) = ¢ x(M) 4 g
(Slike metoder inkluderer J og GS metodene.)



Lgsning oppgave 2b V2017
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b)
0 3 -1 3 0 -1 (1/3)
A=1|3 0 -1 ::| ~ [U 3 1:| :|
[1 -1 2} -1 -1 2 +
"3 0 71—‘ "3 0 —1“
~ 10 3 -1 /3 ~ 10 3 -1
lo -1 53] J. lo o 43
Vi har
01 0 1 0 0 30 -1
P:{l 0 []:|.L:|: 0 1 (]:|.U:|:0 3 71:|
001 -1/3 -1/3 1 0 0 4/3

Med disse verdiene er PA = LU,
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c) Fra Az = b far vi PAxz = Pb og LUz = Pb. Farst loses Le = Pb for e. Deretter loses
Uwx = ¢ for x. Hoyresiden er Pb = [0 1 D] T Lesningen av Le = Pber ¢; =0, e = 1 og

c3 = 1/3. Losningen av Uz = c er

1
i 1
3
T3 = Y :,_’
T 1
1+ a; 5
2y = =2
: 3 12
= 0+ x5 1
1= 3 12
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