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IMAT2150:
Læringsmål for forrige forelesning

LÆRINGSMÅL for forrige forelesning

• Tap av signifikante sifre (S: 0.4)
• Halveringsmetoden (S: 1.1)
• Fikspunktiterasjon (FPI) (S: 1.2)
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IMAT2150

Tilbakeblikk på FORRIGE forelesning
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IMAT2150: Et tilbakeblikk på fikspunktiterasjon

Gitt ligningen f (x) = 0 med en rot r , dvs. f (r) = 0.

Omskriv ligningen med å velge g(x) slik at f (x) = x − g(x).

Da f (r) = 0, er g(r) = r .

M.a.o. er r en rot til f(x) = 0 og et fikspunkt for g(x).

Vi skulle bestemme en effektiv metode for å beregne kvadratrøtter.

La s =
√

a for a > 0. Vi argumenterte som følger:

Hvis an er en tilnærmelse for s, så ligger s mellom an og a/an.

Dette følger av identiteten an × a/an = a da vi ser at faktorene ikke begge kan være
større eller mindre enn

√
a.[1]Vi ser at hvis an er eksakt lik

√
a, så er a/an også det, og

omvendt. Og, hvis så, er også an+1 eksakt lik√
a.Og , davilmiddelverdienavdissetiln_rmelseneforhåpentligvisv_reenendabedretiln_rmelsetils.

Ligningen f (x) = x2 − a = 0 for a > 0 er ekvivalent med ligningen x = (x + a/x)/2, så
an+1 = (an + a/an)/2, er en FPI-metode som kan tilnærme kvadratrøtter svært godt.

Vi kommer tilbake til denne metoden når vi behandler Newtons iterasjonsmetode.
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IMAT2150:
Læringsmål for dagens forelesning

LÆRINGSMÅL for dagens forelesning

• Begrenset nøyaktighet (S: 1.3)
• Newtons metode (S: 1.4)
• Gausseliminasjon (innledning) (S: 2.1)
• LU faktorisering del 1 (S: 2.2)
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IMAT2150

Begrenset nøyaktighet [S:1.3]
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IMAT2150: Feilbegrep

Foroverfeil
Gitt en ligning f (x) = 0 med rot r og iterasjonsverdier x0, x1, · · · som
tilnærmelser til r .
Da kalles ei = |xi − r | foroverfeilen, som forteller hvor stor feil det er i
den utregnede verdien xi som tilnærmelse til roten r .

Bakoverfeil
Dette er |f (xi)− f (r)| = |f (xi)|, som forteller hvor langt fra 0 f (xi) er.

INPUT (bakoverfeil) LØSNING OUTPUT (foroverfeil)
Fra SAUER:

7 / 42



IMAT2150: Feilbegrep

Foroverfeil
Gitt en ligning f (x) = 0 med rot r og iterasjonsverdier x0, x1, · · · som
tilnærmelser til r .
Da kalles ei = |xi − r | foroverfeilen, som forteller hvor stor feil det er i
den utregnede verdien xi som tilnærmelse til roten r .

Bakoverfeil
Dette er |f (xi)− f (r)| = |f (xi)|, som forteller hvor langt fra 0 f (xi) er.

INPUT (bakoverfeil) LØSNING OUTPUT (foroverfeil)
Fra SAUER:

7 / 42



IMAT2150: Feilbegrep

Foroverfeil
Gitt en ligning f (x) = 0 med rot r og iterasjonsverdier x0, x1, · · · som
tilnærmelser til r .
Da kalles ei = |xi − r | foroverfeilen, som forteller hvor stor feil det er i
den utregnede verdien xi som tilnærmelse til roten r .

Bakoverfeil
Dette er |f (xi)− f (r)| = |f (xi)|, som forteller hvor langt fra 0 f (xi) er.

INPUT (bakoverfeil) LØSNING OUTPUT (foroverfeil)

Fra SAUER:

7 / 42



IMAT2150: Feilbegrep

Foroverfeil
Gitt en ligning f (x) = 0 med rot r og iterasjonsverdier x0, x1, · · · som
tilnærmelser til r .
Da kalles ei = |xi − r | foroverfeilen, som forteller hvor stor feil det er i
den utregnede verdien xi som tilnærmelse til roten r .

Bakoverfeil
Dette er |f (xi)− f (r)| = |f (xi)|, som forteller hvor langt fra 0 f (xi) er.

INPUT (bakoverfeil) LØSNING OUTPUT (foroverfeil)
Fra SAUER:

7 / 42



IMAT2150: Å sette datamaskinen på prøve

Vi skal ved hjelp av halveringsmetoden løse ligningen
x3 − 2x2 + 4/3 x − 8/27 = 0

med minst 6 korrekte signifikante sifre.
Ligningen har en rot i (0, 1),1 og det skal være nok med 20 intervallhalveringer for å
oppnå den ønskede nøyaktighet.

1Ligningen har trippelroten r = 2/3. 8 / 42
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IMAT2150: Å sette datamaskinen på prøve

Vi har også at g(0.666665) = 0.0.
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IMAT2150: Å sette datamaskinen på prøve
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IMAT2150: Å sette datamaskinen på prøve

Hva kan vi lese ut av eksemplet over?

Problemet er ikke halveringsmetoden (eller enn annen tilnærmingsmetode som er avhengig av å
beregne verdier av f (x)) da det er begrenset hvor nøyaktig f (x) kan beregnes i nærheten
av roten r . (Jfr. figuren på forrige lysark.)

Denne begrensningen gjelder alle metoder som kun har kjennskap til f(x) under
løsningen.
Her er bakoverfeilen i nærheten av εM = 2−52 ≈ 2.2 10−16 (for IEEE754 DP
flytall) mens foroverfeilen er i størrelsesorden 10−5.
Og, da bakoverfeilen ikke kan reduseres ytterligere, kan heller ikke foroverfeilen
det.
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IMAT2150: Begrenset nøyaktighet

Merk at vi her må ha at f ′(r) 6= 0! (Vi altså at r er en enkel rot.)
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IMAT2150: Begrenset nøyaktighet

NB! Brukes Python til å beregne W(20), så er det er viktig at koeffisientene til polynomet er
definert som floats. (Hvis ikke får vi "integer overflow".)
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IMAT2150: Begrenset nøyaktighet

Merk at bidraget fra de andre polynomkoeffisientene i pertubasjonen εg(x) av W (x) er
neglisjerbart.1

1Disse koeffisientene er nøyaktig (eller eksakt) representert som flyttall i IEEE754 DP. I Python gir int(cj) - int(float(cj))
differansene ovenfor. Ellers kan https://www.binaryconvert.com brukes (referert til tidligere).

14 / 42
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IMAT2150: Begrenset nøyaktighet

Eksempel:
Feilforsterknings/forstørringsfaktor for W(20)

Fra lysark 13 har vi W(20) ≈ −2.7× 1010.
Husk at her er ∆r = −εg(20)/W ′(20).
FE = |∆r |, RFE = FE/r = FE/20, BE = |εg(20)|
RBE = BE/|g(20)| = ε = εM = 2.2204× 10−16
Feilforsterkningsfaktoren:
EMF = RFE/RBE = 2.2355× 10−7/(20× 2.2204× 10−16) = 5.0338× 107 som ovenfor.

Formelen ovenfor er viktig, men vi utelater beviset.
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IMAT2150: Begrenset nøyaktighet

I Wilkinsonpolynomet for r = 20 så vi at forstørrelsesfaktoren EMF var
5.0338 × 107 � 1.

WP-roten 20 er altså dårlig kondisjonert.

(Python ga W (20) ≈ −2.7× 10−10.)

EMF sier noe om hvor mange signifikante sifre som mistes i prosessen fra INPUT til
OUTPUT for et problem.
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IMAT2150: Newtons metode

NEWTONS METODE [S:1.4]
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IMAT2150: Newtons metode

Denne metoden skal være kjent fra "calculus" tidligere.
Metoden kan enkelt illustreres geometrisk.

Da vinkelkoeffisienten til tangenten i et punkt med abscisse x0 på grafen til f (x) = 0 er f ′(x0),
får en lett følgende algebraisk form for Newtons metode:

x i+1 = x i − f (x i )/f ′(x i )

for en startverdi x0 og i = 0, 1, · · · .
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IMAT2150: Newtons metode

Vi observerer at Newtons metode er en fikspunktiterasjon, og da vet vi
allerede mye om egenskapene til metoden.
Fikspunktiterasjonen er definert ved med g(x) = x − f (x)/f ′(x).
Newtons metode er effektiv når den først konvergerer, noe den ikke alltid
gjør (i likhet med andre FPI metoder).

Det som gjør at metoden kan være så effektiv er at g ′(r) = 0 for en rot
r av ligningen f (x) = 0. (Vises nedenfor.)

Effektiviteten til metoden illustreres tydelig med eksemplet x3 + x − 1 = 0:
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IMAT2150: Newtons metode-
Kvadratisk konvergens

Vi utelater beviset av følgende viktige teorem.

TEOREM (teorem 1.11, s. 53 i SAUER)

La f (x) være to ganger kontinuerlig deriverbar og f (r) = 0. Hvis f ′(r) 6= 0, så er
Newtons metode lokalt kvadratisk konvergent, dvs. feilen ei = |xi − r | i iterasjon
i oppfyller ei+1/e2i → M <∞ der M = |f ′′(r)/(2f ′(r))|.

M for eksemplet ovenfor er 0.85 (f (x) = x3 + x − 1, r ≈ 0.6823), som er i overenstemmelse
med tabellen.

Beviset for teoremet bygger på at g ′(x) = f (x) f ′′(x)/f ′(x)2 (g(x) = x − f (x)/f ′(x))

(vis det!) og derfor at g ′(r) = 0.
Da vet vi fra tidligere at Newtons metode er lokalt konvergent. (Metoden er
jo en FPI metode.) Men metoden kan som sagt i tilfeller som oppfyller teoremet
konvergere kvadratisk.
Sammenlign ei+1/e2i ≈ M <∞ med ei+1 ≈ S ei for en lineært konvergent metode. For sistnevnte er betingelsen at
S < 1 kritisk for konvergens mens størrelsen på M ikke er det så lenge M ε0 < 1. (Hvorfor?)
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IMAT2150: Newtons metode

Kvadratrotutdragninger med Newtons metode

Tidligere viste vi en effektiv metode til å beregne kvadratroten til 2 på.

Newtons metode for å bestemme roten r =
√

a for ligningen f (x) = x2 − a for a > 0
gir iterasjonene

x i+1 = x i − (x2i − a)/(2x i ) = (x i + a/x i )/2.

Så, vi ser at Newtons metode er den samme som den tidligere metoden vi ga.

Konvergensen blir kvadratisk da ligningen har to enkle røtter ±
√

a.

M i teoremet for ei+1 ≈ M e2i er med M = |f ′′(r)/(2f ′(r)) = 1/(2
√

a) da r =
√

a.[1]For a = 2,
er M = 1/2

√
2 ≈ 0.35.
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IMAT2150: Newtons metode

Feil/problemsituasjoner med Newtons metode
I tilfeller der Newtons metode feiler eller ikke oppnår kvadratisk konvergens, så
skyldes det ofte at ikke alle antagelsene i teorem 1.11 (nevnt ovenfor) er oppfylt.

Eksempler på dette kan være f ′(xj ) = 0 for en iterasjon j (som gir divisjon med 0)
eller at f ′(r) = 0 (som signaliserer at ligningen f (x) = 0 har en multippel rot).

Siden konvergensen er lokal kan det også hende at metoden feiler eller må bruke
veldig mange iterasjoner før konvergens etableres. Dette kan skje hvis startverdien
for metoden er for dårlig.

Newton iterasjoner kan også alternere mellom to verdier uten å konvergere, som for
f (x) = 4x4 − 6x2 − 11/4 = 0 med x0 = 1/2 der vi alternerer mellom verdiene ±1/2:[1]SAUER,
eksempel 1.15, s. 58.
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IMAT2150: Newtons metode

Lineær konvergens med Newtons metode

Når ligningen f (x) = 0 har en multippel rot r (dvs. f (r) = 0 og f ′(r) = 0) konvergerer
Newtons metode lineært. (Vi viser ikke de to neste teoremene.)

TEOREM
Anta at f (x) er m + 1 ganger kontinuerlig deriverbar med r en multippel rot av multiplisitet
m > 1.1

Da er Newtons metode lokalt lineært konvergent der ei+1/ei → S = (m − 1)/m når i →∞.

Modifisert Newtons metode (for tilfeller med multiple røtter)

TEOREM
La f(x) være som i teoremet ovenfor.

Da konvergerer xi+1 = xi −m f (xi )/f ′(xi ), i = 0, 1 · · · lokalt og kvadratisk mot roten r .

1Dvs. at f (r) = f ′(r) = f ′′(r) · · · f (m−1)(r) = 0, men f (m)(r) 6= 0 der f (j)(x) den j-te deriverte av f (x).
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IMAT2150: Newtons metode-
Eksempel med trippel rot

Vi skal se på Newtons metode for f (x) = sin x + x2 cos x − x2 − x = 0 med
trippelroten r = 0.1

For å oppnå konvergens til r korrekt inntil 6 desimaler, må vi bruke omtrent 35
iterasjoner når x0 = 1.[2]Her er S = (m− 1)/m for m = 3, dvs. S = 2/3. Ønsket
nøaktighet oppnås når antall iterasjoner n oppfyller (2/3)n < 10−6, dvs.
n > 37.8.
Siden vi har en trippelrot, bruker vi modifisert Newtons metode for m = 3
og x0 = 1, som gir

med svært stor økning i konvergensraten, som er kvadratisk.

1Dette er eksempel 1.14 i SAUER, 56.
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IMAT2150: Newtons metode-
Vårt tidligere eksempel med trippel rot

Vi løste tidligere ved hjelp av halveringsmetoden ligningen
f (x) = x3 − 2x2 + 4/3 x − 8/27 = 0 som ga problemer med nøyaktigheten.1

Ligningen foran har har de samme type problemer som denne ligningen
hadde, og nå med Newtons metode.2

Bruker vi modifisert Newtons metode for m = 3 med startverdi x0 = 1 gir dette
trippelroten 2/3 eksakt etter en iterasjon.

Dette gjelder her for alle startverdier x0![3]For spesialtilfellet f (x) = (x − r)m (si m heltalltig) er
m × f (x)/f ′(x) = x − r , så x − (x − r) = r uavhengig av x .

MERK:
Å bestemme multiplisiteten til en ukjent rot er ikke pensum!

1Ligningen har trippelroten 2/3.
2Begge ligningene har en trippel rot, som -påpekt tidligere- er roten til problemene, og ikke metodevalget.
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IMAT2150: Gausseliminasjon

GAUSSELIMINASJON [S:2.1]
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IMAT2150: Lineære ligningssystem -
Noen innledende elementære ting 1(2)- Gausseliminasjon
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IMAT2150: Lineære ligningssystem -
Noen innledende elementære ting 2(2)- Gausseliminasjon

LS fra forrige slide med høyreside (1,−1, 4)T nedenfor løses med såkalt "tilbakesetting"
(back substitution) med Python der høyresiden først har blitt transformert til bt = (1,−2, 18)T .
(Vis det!).

LS-et Ux = bt (med koeffisientmatrise nå på såkalt "øvre-triangulær form" U)
løses så baklengs.[1]Ligning 3 gir −3z = 18, dvs, z = −6, og da gir ligning 2 at y + z = −2,
dvs. y = 4, som til slutt gir at x + 2y + z = 1, dvs. x = −1 fra ligning 1, i samsvar med den
gitte løsningen.
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IMAT2150: Naiv1 Gausseliminasjon

Gitt ligningssystemet Ax = b for en n × n koeffisientmatrise.

Vi starter med å eliminere alle koeffisienter i kolonne 1 under matrise-
diagonalen ved hjelp av rad 1 (ved bruk av det såkalte pivotelementet a11).
Dette gjentas tilsvarende for kolonne 2, 3 og til og med kolonne n − 1.
Hvis alle pivotelementer vi møter er forskjellig fra 0, så virker eliminasjonen;
hvis ikke feiler den (divisjon med 0).
Hvis algoritmen er en suksess, så er LS-et (som i eksemplet) transformert
til et LS med koeffisentmatrise som er en øvre triangulær matrise og med en
tilsvarende transformert høyreside.
Og, da kan LS-et løses lett (effektivt) baklengs.

1Det blir klart senere hvorfor dette kalles naiv Gausseliminasjon.
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IMAT2150: Naiv Gausseliminasjon

Dette LS-et har samme løsning som det opprinnelige LS-et (hvis det
da har en løsning).
Hvordan unngå å møte pivotelementer som er 0? (Noe som kan skje her.)

For en ikke-singulær matrise A kan det vises at null-pivotlementer kan
unngås. Dette oppnås med såkalt pivotering. (Dette forklares senere.)
Vi skal senere se at pivotering også bøter på et annet problem som ellers
kan gi løsninger som er helt feil pga. såkalt oversvømming ("swamping").
Disse to muligheter for problemer med algoritmen rettferdigjør å kalle den
naiv: Uten modifikasjoner kan altså algoritmen feile eller gi helt feilaktige
løsninger.
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IMAT2150: Naiv Gausseliminasjon

Det på de to forrige slidene kan illustreres som følger:

Merk at (variablene) a2,2 etc. redefineres fortløpende.
Hva skjer hvis alle elementer i 1. kolonne i utgangspunktet er 0?
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IMAT2150: Antall regneoperasjoner for Gausseliminasjonen

Setning
For en n × n matrise A er antall aritmetiske regneoperasjoner (+,−, x , /) for
Gausseliminasjonen er lik 2n3/3 + n2/2− 7n/6 = O(n3).1

Vi utelater beviset, men beviset er i detalj gitt i SAUER 2.1.2 (s. 74–76).
Og, i stedet for å bevise algoritmen for GE i det generelle tilfellet skal vi
illustrere den ved hjelp av flere eksempler.
Men, først litt om regneeffektiviteten av GE!

1GE krever altså såkalt O(n3) regneoperasjoner, som betyr at antallet operasjoner er høyst et multiplium av n3 for alle
tilstrekkelige store verdier av n.
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IMAT2150: Regneffektivitet for Gausseliminasjonen

I tabellen nedefor er antall flops1 for GE angitt.

Merk at for n = 1000 har LS-et 1 million ukjente, som i realistiske anvendelser, ikke er
av de største LS-ene som opptrer på regelmessig basis.

Undertegnede jobbet tdiligere med anvendelser der LS-ene rutinemessig var så store,
om ikke større. (Men, vi brukte ikke GE!)

Og, disse LS-ene måtte løses veldig mange ganger med forskjellige koeffisientmatriser og
høyresider.

Slike store LS-er oppstår ved for eksempel løsning av kompliserte ikke-lineære partielle
differentialligninger for modelliering av tre-fase flyt av olje og gass i reservoarer.

1Antall flops er antall flyttalsoperasjoner.
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IMAT2150:

Gausseliminasjon ved hjelp av matriseoperasjoner
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IMAT2150: Triangulære matriser

Definisjon:

En m × n matrise L er nedre triangulær hvis og bare hvis dens elementer lij = 0 for
i < j, og en m × n matrise U er øvre triangulær hvis og bare hvis dens elementer
uij = 0 for i > j.

Spesielt for LU faktorisering av en kvadratisk (n × n) matrise A = L U skal vi som
illustrert ovenfor bruke.[1]Betingelsene nedenfor sikrer at algoritmen vår gir en entydig LU
faktorisering. Det er n2 + n elementer å bestemme for koeffisientene til L og U mens betingelsen
A = LU bare gir n2 ligninger. Så, for å sikre entydighet, må vi ha tilleggsbetingelser.

L: En nedre triangulær matrise med bare 1-ere på diagonalen og bare 0-ere over
diagonalen

U: En øvre triangulær matrise med bare 0-ere under diagonalen
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IMAT2150: Gausseliminasjon

LU FAKTORISERING [S:2.2]
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IMAT2150: Nytten av LU faktoriseringer

LU faktoriseringen av A som A = LU gjør det mulig å effektivt løse ligningssystemet
A x = b (L(Ux) = b, y = Ux , Ly = b):

LU faktoriseringen gjør det også mulig å effektivt løse mange LS med samme koeffisient-
matrise, men med forskjellige høyresider:
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IMAT2150: Nytten av LU faktoriseringer

EKSEMPEL:1

1Example 2.8 SAUER, s. 84.
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IMAT2150: LU faktorisering

Definisjon

Sammenhengen over kan skrives som L21(c1) L31(c2) L32(c3) og (som vi skal se) brukes i
LU faktoriseringen.

Gausseliminasjonen er som sagt NAIV når det ikke forekommer rad (eller kolonne) om-
byttinger underveis. Vi kaller pivoteringen som delvis ("partial pivoting") hvis vi kun gjør
radbyttinger.[1]Gjøres både rad- og kolonnebyttinger sier vi at pivoteringen er fullstendig.
Fullstendig pivotering øker regnetiden drastisk for store ligningssystemer og brukes sjelden. Vi
kommer tilbake til det viktige temaet pivotering.
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IMAT2150: LU faktorisering

To nyttige egenskaper til Lij (−c)

Minner om at radbyttet Ri − c Rj er ekvivalent med matrisemultiplikasjonen
Lij(−c) A.
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IMAT2150: LU faktorisering med NAIV Gausseliminasjon-
Eksempel 2.5 (SAUER s. 80) 1(2)

Bestem LU faktoriseringen av A =

(
1 2 −1
2 1 −2
−3 1 1

)
.

[
1 2 −1
2 1 −2
−3 1 1

]
R2 − 2R1

⇒

[
1 2 −1
0 −3 0
−3 1 1

]
R3 + 3R1

⇒

[
1 2 −1
0 −3 0
0 7 −2

]
R3 + 7

3R2

⇒

[
1 2 −1
0 −3 0
0 0 −2

]
= U
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IMAT2150: LU faktorisering med NAIV Gausseliminasjon-
Eksempel 2.5 (SAUER) 2(2)

Minner igjen om at Ri − c Rj er ekvivalent med Lij(−c) A!

Vi har brukt følgende radoperasjoner R2 − 2R1, R3 + 3R1 og R3 + 7
3R2,

som da er ekvivalent med L̃A = U for

L̃ = L32(7/3) L31(3) L21(−2) .

Da er A = LU med L = (L̃)−1 = L21(2) L31(−3) L32(−7/3).[1]Merk at for
kvadratiske inverterbare matriser A og B har vi at (A B)−1 = B−1 A−1 og
L−1ij (−c) = Lij(c).

Så L =
( 1 0 0

2 1 0
−3 − 7

3 1

)
og U =

( 1 2 −1
0 −3 0
0 0 −2

)
.

Kontroller selv at A = LU![2]For slike oppgaver er dette er alltid å anbefale.
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	– Horners metode  (effektiv evaluering av polynomer)
	– Binære tall (2-tallsystemet)
	– Andre tallsystemer
	– Flyttallrepresentasjon på datamaskin

