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IMAT2150: Enda et eksempel med bruk av RK4
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IMAT2150: Enda et eksempel med bruk av RK4

Sjekk selv k-verdiene!

Tabellen til høyre gir at legemet treffer bakken etter tilnærmet 11 + 29.9959/69.821 ≈
11.43 sekunder .1

1Vi bruker igjen tabellverdier og Newtons metode.
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IMAT2150:
Et gjensyn med Horners metode med basispunkter
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IMAT2150:
Læringsmål for dagens forelesning

LÆRINGSMÅL for dagens forelesning
Splines (S: 3.4)

• Kjenne til kubiske splines og deres bruksområder
• Kunne beregne kubiske splines
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IMAT2150: Splines
Hva?

• Interpolerer (forbinder) punkter
• Skiller seg fra å interpolere med ét polynom

Gitt datapunkter (x1, y1), (x2, y2) · · · (xn, yn), bestemmer 3-gradspolynomer
som skjøter disse sammen med flere muligheter til å kontrollere endepunktene.
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IMAT2150: Splines
Hvorfor?

Figuren viser problemet med polynominterpolasjon med bare et
polynom.[1]Interpolasjonspolynomet er av 15te grad.
(Se på endepunktene.)

Bruk av splines kan bøte på dette problemet ved å skjøte sammen flere polynom.
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IMAT2150: Splines
Anvendelsesområder

Splines brukes hele tiden ved representasjon av glatte geometriske flater med enkle
funksjoner, ofte benyttet i CAD (datamaskinassistert grafikk og billedbehandling, samt
industriell design).

• Viktig i design av turbiner
• Viktig i bil-, fly- og skipsindustrien
• Uunnværlig verktøy i digital typografi (Bezierkurver)1 (en spesiell type splines))

• Osv.

UiO og Sintef spilte en viktig rolle med å videreutvikle og forbedre splinesteknologien:
https://forskning.no/matematikk-partner-universitetet-i-oslo/40-ar-med-algoritmen-du-ikke-vet-om-men-som-alle-bruker/1568584

https://www.apollon.uio.no/artikler/1999/splines.html/

1Bruk av Bezierkurver var lenge en forretningshemmelighet i fransk bilindustri fra 1950-tallet! (Citroën/Renaut.)
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IMAT2150: Splines
Eksempel

Vi skal komme tilbake til hvordan vi kan beregne slike polynomer.

Vi vil også gi en python funksjon for dette.
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IMAT2150: Splines
DEFINISJON

ERRATUM: I definisjonen av Sn−1(x) nedenfor skal x1 erstattes med xn−1.

S1: gjelder for i = 1, · · · , n − 1 (interpolering i punktene)
S2: gjelder for i = 2, · · · , n − 1 (sammenfall av vinkelkoeffisientene i skjøtene)
S3: gjelder for i = 2, · · · , n − 1 (sammenfall av krumningene i skjøtene)

Antall punkter n gir n − 1 splines og n − 2 skjøter.
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IMAT2150: Naturlige Splines
Antall ukjente og ligninger

Antall ligninger fra S1 er n − 1 (ikke 2×(n − 1)!).1

Fra S2 og S3 er det n − 2 ligninger hver.[2]Det er jo n − 2 skjøter.

Så, til sammen er det altså n − 1 + n − 2 + n − 2 = 3n − 5 ligninger tilgjengelig.

Nå er antall ukjente totalt 3× (n − 1) = 3n − 3.

For å få et bestemt LS å løse må vi derfor øke antall ligninger med to.

Vi legger til de to ligningene S′′1 (x1) = 0 og S′′n−1(xn) = 0. (Merk at dette er
endepunktbetingelser.)

Dette kan gjøres (som vi skal se) på flere måter, men vi må alltid øke antall ligninger
med to!

Vi innfører en ny ukjent cn ved hjelp av 2cn = S′′n−1(xn).

1Det er to betingelser her, men den første betingelsen er automatisk oppfylt da Si (x) har faktoren x − xi pr. konstruksjon.
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IMAT2150: Naturlig splines
Utledning av algoritmen

Bruker S3.

S i (x) = y i + bi (x − x i ) + c i (x − x i )2 + d i (x − xi)3
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IMAT2150: Naturlig splines
Utledning av algoritmen

Bruker S1.
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IMAT2150: Naturlig splines
Utledning av algoritmen

Bruker S2:
S′i (xi+1) = S′i+1(xi+1) for i = 1, · · · , n − 1.

Å komme opp med det ovenfor, og derfor ligningssystemet som følger av dette
(neste lysark), er en øvelse i elementær algebraisk manipulasjon. Da dette ikke øker
forståelsen, bruker vi ikke tid på å vise dette.

Vi prioriterer heller tiden til å gi eksempler.
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IMAT2150:
Ligningssystemet for bestemmelse av naturlige splines
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IMAT2150:
Python funksjon for bestemmelse av naturlige splines
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IMAT2150:
Eksempel for bestemmelse av naturlige splines
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IMAT2150:
Eksempel for bestemmelse av naturlige splines

Her skal "tredjederiverte" nedenfor være andrederiverte.
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IMAT2150:
Eksempel for bestemmelse av naturlige splines
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IMAT2150:
Endring av endepunktbetingelsene

Vi nevnte tidligere at forskjellige endepunktbetingelser er i bruk for splines.

Dette vil kun endre ligning 1 og ligning n (første og siste ligning) i det LS-et vi satte
opp for de naturlige splines.

Disse forskjellige alternativene følger.
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IMAT2150:
Endring av endepunktbetingelsene

Krumningsjusterte kubiske splines
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IMAT2150:
Endring av endepunktbetingelsene

Låste kubiske splines
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IMAT2150:
Endring av endepunktbetingelsene

Parabler i endene av kubiske splines
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IMAT2150:
Endring av endepunktbetingelsene

Not-a-knot kubiske splines
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IMAT2150:
Illustrasjon på endepunktbetingelsene
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IMAT2150:
Illustrasjon på endepunktbetingelsene
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IMAT2150:
Spesialtilfellet n = 3
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IMAT2150:
Spesialtilfellet n = 3

Formel for d1 skal ha δ1 i nevner, ikke δ2.
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IMAT2150:
Nok et spline eksempel

Fra en gammel eksamensoppgave fra 1987 (NTH).

a)

Python splines funksjonen gir definisjonen av S1(x) og S2(x) som til venstre.
(SAUER splines notasjon.)

Bruk av basispunktene henholdsvis -1 og 0 gir til høyre S1(x) og S2(x) på standard
polynomform.

Merk at S2(x) = S1(−x).

b)

Forslag til svar? 32 / 34



IMAT2150:
Nok et spline eksempel

Svar b): Vi bør bruke endepunktbetingelsene f ′′(−1) = f ′′(1) = 2/e 6= 0.

Dette kan oppnås med dde krumningsbaserte splines (se ovenfor).

I figuren nedenfor er det en naturlig spline med forskjellige endebetingelser (lik 0)
enn det ovenfor.
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IMAT2150:
Nok et spline eksempel
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