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IMAT2150: Enda et eksempel med bruk av RK4
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IMAT2150: Enda et eksempel med bruk av RK4
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IMAT2150: Enda et eksempel med bruk av RK4

Minner om RKT-
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IMAT2150: Enda et eksempel med bruk av RK4
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IMAT2150: Enda et eksempel med bruk av RK4

Sjekk selv k-verdiene!

.187, 9.76893)
80.574, 19.2345}

k1, k2, k3 og k4: ek
{08, 9.81} or § 307425, '30.0%)

84.496, 55.5962}

{4.985, 9.77299} s L226.514, 60.2311)
{4.88649, 9.77326} e,
{9.77326, 9.66305} : {113,662,

: {187.914,
: {263.352,

Tabellen til hgyre gir at legemet treffer bakken etter tilnaermet 11 4 29.9959/69.821 ~
11.43 sekunder.!

Vi bruker igjen tabellverdier og Newtons metode.
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IMAT2150:
Et gjensyn med Horners metode med basispunkter

NTNL

IMAT2150: Horners metode

Horners metode
Minimerer antall utregner ved & neste opp polynomet.

P(x) = ax*+ a3+ ax? + aix + a0
(a4x3 + a3x® + apx + a1)x + ag
((3ax® + a3x + ag)x + a1)x + ag
(((a4x + a3)x + a2)x + a1)x + ao

P2)=(((3-2-2)-2-1)-2-3)-2+3=25 ZA
(4 multiplikasjoner 4 addisjoner)

Polynomer med basepunkter er viktig i senere kapitler

Q(x) = (((24(x — ba) + a3)(x — b3) + a2)(x — b2) + a)(x — b1) + a0

Hvorfor er dette sa viktig?
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IMAT2150:

Laeringsmal for dagens forelesning

LZARINGSMAL for dagens forelesning
Splines (S: 3.4)

e Kjenne til kubiske splines og deres bruksomrader

e Kunne beregne kubiske splines
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IMAT2150: Splines
Hva?
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IMAT2150: Splines
Hva?

® |Interpolerer (forbinder) punkter
® Skiller seg fra & interpolere med ét polynom
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IMAT2150: Splines
Hva?

® |Interpolerer (forbinder) punkter
® Skiller seg fra & interpolere med ét polynom

Gitt datapunkter (x1,y1), (x2,¥2) -+ (Xn, ¥n), bestemmer 3-gradspolynomer
som skjgter disse sammen med flere muligheter til & kontrollere endepunktene.
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IMAT2150: Splines
Hvorfor?
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IMAT2150: Splines
Hvorfor?

exact
- = interpolated
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IMAT2150: Splines
Hvorfor?

Figuren viser problemet med polynominterpolasjon med bare et polynom.!

(Se pa endepunktene.)

Bruk av splines kan bgte pa dette problemet ved & skjgte sammen flere polynom.

llnterpolasjonspolynomet er av 15te grad.
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IMAT2150: Splines
Anvendelsesomrader

Splines brukes hele tiden ved representasjon av glatte geometriske flater med enkle
funksjoner, ofte benyttet i CAD (datamaskinassistert grafikk og billedbehandling, samt
industriell design).

1Bruk av Bezierkurver var lenge en forretningshemmelighet i fransk bilindustri fra 1950-tallet! (Citroén/Renaut.)
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https://forskning.no/matematikk-partner-universitetet-i-oslo/40-ar-med-algoritmen-du-ikke-vet-om-men-som-alle-bruker/1568584
https://www.apollon.uio.no/artikler/1999/splines.html/
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Splines brukes hele tiden ved representasjon av glatte geometriske flater med enkle
funksjoner, ofte benyttet i CAD (datamaskinassistert grafikk og billedbehandling, samt
industriell design).

® Viktig i design av turbiner
® Viktig i bil-, fly- og skipsindustrien
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IMAT2150: Splines
Anvendelsesomrader

Splines brukes hele tiden ved representasjon av glatte geometriske flater med enkle
funksjoner, ofte benyttet i CAD (datamaskinassistert grafikk og billedbehandling, samt
industriell design).

® Viktig i design av turbiner
® Viktig i bil-, fly- og skipsindustrien
e Uunnveerlig verktgy i digital typografi (Bezierkurver)® (en spesiell type splines))

® Osv.

UiO og Sintef spilte en viktig rolle med & videreutvikle og forbedre splinesteknologien:

https://forskning.no/matematikk-partner-universitetet-i-oslo/40-ar-med-algoritmen-du- ikke-vet-om-men-som-alle-bruker/1568584

https://waw.apollon.uio.no/artikler/1999/splines. html/

1Bruk av Bezierkurver var lenge en forretningshemmelighet i fransk bilindustri fra 1950-tallet! (Citroén/Renaut.)
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IMAT2150: Splines
Eksempel

NTNL

Kubiske splines

2

P3 [1,2]:f(x)
P3 [2,4]: f(x)
P4 [4,5]: f3(x)

3

L ! ! I L ! !
T T T T T T

4 5 6 1 2 3 4 5

Figur: Linezre og kubiske splines

2~%(X—1)+%(x—1)3
T+ Hx—2)+ B(x—2? - 3(x—2)°
44+ Hx—4) - B(x—4)2+3(x—4)°
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IMAT2150: Splines
Eksempel

4 4
Kubiske splines
3
2 2
1 1

b 12 3 4 50 1 2 3 4 5

Figur: Linezre og kubiske splines

P3 [1,2]:f(x) - Bx-1)+3(x-1)
Pa[2,4]: h(x) = 1+ 2(x—2)+B(x-272-35(x-2)°
Pa[4,5]: fi(x) = 4+ 3(x—4)— B(x—4)?+3(x—4)

Vi skal komme tilbake til hvordan vi kan beregne slike polynomer.

Vi vil ogsa gi en python funksjon for dette.
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IMAT2150: Splines
DEFINISJON

ERRATUM: | definisjonen av S,_1(x) nedenfor skal x; erstattes med xp_1.

Definisjon
Kubisk spline igjennom n punkter. En kubisk spline igjennom punktene
(x1:%1), - - (Xn. ¥n) bestdrav n — 1 kubiske polynomer:

S1(x) = y1 + b(x—x) + a(x —><1)2 + di(x —)(1)3
S(x) =y A+ hx—x) + alx—x) + dx-x)?
Sn-1(x) = Ya—1tbo-1(x = x1)+Ca1(x = )2+ dnoa(x — x1)?
Definert pa henholdsvis [x1, x2], [x2, 3], . .., [Xn—1,%n] 0g med egenskapene
SL: Si(xi) = yi og Si(xi+1) = Yit1.
S2: Si(xi+1) = S} 4(xi+1)
S3: §/(xiv1) = S/ q(Xi+1)
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IMAT2150: Splines
DEFINISJON

ERRATUM: | definisjonen av S,_1(x) nedenfor skal x; erstattes med xp_1.

Definisjon
Kubisk spline igjennom n punkter. En kubisk spline igjennom punktene
(x1:%1), - - (Xn. ¥n) bestdrav n — 1 kubiske polynomer:

Si(x) i+ bi(x—x) + alx—x)? + di(x —x)?

Sa(x) y2 + bx—x) + alx—x)? + dbx—x)?

Sn1(X) = Yartboa(x = x)+co1(x = x1)2+dp1(x — x1)?

Definert pa henholdsvis [x1, x2], [x2, 3], . .., [Xn—1,%n] 0g med egenskapene
SI: Si(xi) = y; og Si(xi+1) = ¥i+1-
S2: Si(xi+1) = S} 4(xi+1)
S3: §/(xiv1) = S/ q(Xi+1)

S1: gjelder for i = 1,--- ,n — 1 (interpolering i punktene)
S2: gjelder for i =2,---  n— 1 (sammenfall av vinkelkoeffisientene i skjgtene)
S3: gjelder for i = 2, e ,n— 1 (sammenfall av krumningene i skjgtene)

Antall punkter n gir n — 1 splines og n — 2 skjgter.
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IMAT2150: Naturlige Splines
Antall ukjente og ligninger

Antall ligninger fra S1 er n — 1 (ikke 2x(n — 1)!).!

1Det er to betingelser her, men den fgrste betingelsen er automatisk oppfylt da S;(x) har faktoren x — x; pr. konstruksjon.
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IMAT2150: Naturlige Splines
Antall ukjente og ligninger

Antall ligninger fra S1 er n — 1 (ikke 2x(n — 1)!).!
Fra S2 og S3 er det n — 2 ligninger hver.2

S&, til sammen er det altsd n— 1+ n—2+4 n— 2= 3n— 5 ligninger tilgjengelig.

1Det er to betingelser her, men den fgrste betingelsen er automatisk oppfylt da S;j(x) har faktoren x — x; pr. konstruksjon.

2Det er jo n — 2 skjgter.
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N3 er antall ukjente totalt 3 x (n—1) = 3n— 3.

For & fa et bestemt LS & Igse ma vi derfor gke antall ligninger med to.
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S3&, til sammen er det altsd n—1+n—2+4 n—2=3n—75 ligninger tilgjengelig.
N3 er antall ukjente totalt 3 x (n—1) = 3n— 3.

For & fa et bestemt LS & Igse ma vi derfor gke antall ligninger med to.

Vi legger til de to ligningene SY(x1) = 0 og SI/_,(xn) = 0. (Merk at dette er
endepunktbetingelser.)
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IMAT2150: Naturlige Splines
Antall ukjente og ligninger

Antall ligninger fra S1 er n — 1 (ikke 2x(n — 1)!).!

Fra S2 og S3 er det n — 2 ligninger hver.[2]Det er jo n — 2 skjgter.

S3&, til sammen er det altsd n—1+n—2+4 n—2=3n—75 ligninger tilgjengelig.
N3 er antall ukjente totalt 3 x (n—1) = 3n— 3.

For & fa et bestemt LS & Igse ma vi derfor gke antall ligninger med to.

Vi legger til de to ligningene SY(x1) = 0 og SI/_,(xn) = 0. (Merk at dette er
endepunktbetingelser.)

Dette kan gjgres (som vi skal se) pa flere méter, men vi m3 alltid gke antall ligninger
med to!

Vi innfgrer en ny ukjent ¢, ved hjelp av 2¢c, = S/ (xn).

1Det er to betingelser her, men den fgrste betingelsen er automatisk oppfylt da S;(x) har faktoren x — x; pr. konstruksjon.
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IMAT2150: Naturlig splines
Utledning av algoritmen

Bruker S3.

Si(x) =y; + bi(x — xj) + ci(x — x,~)2 +di(x — xi)3
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IMAT2150: Naturlig splines
Utledning av algoritmen

Bruker S3.

Si(x) =y; 4+ bi(x —x;) + ci(x — X,-)2 +di(x — xi)3

Skriver Ay; = Aj = yi1 — yi 0g Axj = 6 = Xj11— X;.

Behandler tredje egenskap S/'(xi11) = S}, 1 (xi11):
5;’(X,'+1) = 2¢; + 6d;(x; 1 — x;) = 2¢; + 64;d;
SY(xit1) = 2¢ip1 + 6dir1(Xip1 — xip1) = 2¢i1

_G+r1 -G . B
d'773(5; , i=12,....,n—1.
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IMAT2150: Naturlig splines
Utledning av algoritmen

Bruker S1.

Vi behandler fgrste egenskap S;(xi+1) = yit1:
Si(xit1) = yi + bilxiva — %) + cilxisn — %) + dilxip1 — x)°

Yis1 = yi + bidi + 67 + dis}
Cit1 — G

Erstatter d; med 3,

Yi41 = yi + bidi + i6F + (civ1 — )07 /3

Lgser for b;:
A G

b'ié,'

w|S

(2¢i +¢+1), i=L12,...,n—1

Det betyr at vi finner b-ene og d-ene sa snart vi har funnet c-ene.
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IMAT2150: Naturlig splines
Utledning av algoritmen

NTNL

Bruker S2:
5{(X,'+1) = 51{+1(X,'+1) for i = ].7 ce N — 1.
Likningene for ¢1, ¢, ..., ¢y

@ Andre egenskap gir

JAVIS]

dici +2(8; + diy1)ciy1 +dip1ciy2 =3 ( 3
i1

i=1,2,...,n—2

| tillegg kommer S{(x1) = 2¢; = 0 og S”_,(x,) =2¢, =0.

A
6 )’
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IMAT2150: Naturlig splines
Utledning av algoritmen

NTNL

Bruker S2:
5{(X,'+1) = 51{+1(X,'+1) for i = ].7 ce N — 1.

Likningene for ¢1, ¢, ..., ¢y

@ Andre egenskap gir

JAVIS]

dici +2(8; + diy1)ciy1 +dip1ciy2 =3 ( 3
i1

i=1,2,...,n—2

| tillegg kommer S{(x1) = 2¢; = 0 og S”_,(x,) =2¢, =0.

A
6 )’

A komme opp med det ovenfor, og derfor ligningssystemet som fglger av dette
(neste lysark), er en gvelse i elementaer algebraisk manipulasjon. Da dette ikke gker

forstdelsen, bruker vi ikke tid pa & vise dette.

Vi prioriterer heller tiden til & gi eksempler.
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IMAT2150:

Ligningssystemet for bestemmelse av naturlige splines

Matriseform

01 2((51 -+ (52) o .
0 P 2(02+3d3) 43

A=
0
0 Fn-2 2(5;172 +5n—1) Sn_1
L 0 0 1 |
c=[a o g - c,,}T
-
b=lo3(%-%) - 3(8m-2)

Likningen blir Ac = b.
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IMAT2150:
Python funksjon for bestemmelse av naturlige splines

1 import numpy as np

> import math as ma

import sys

def SplineCoeffs( x, y, n , mode):

A=np.zeros ([n,n])

6 B=np.zeros (n)
dx=x[1:n]-x[0:n-1];dy=y[1:n]l-y[0:n-1];

8 for i in range(0,n-2):

9 Ali+1,i:i+3]=[dx[i],2*(dx[il+dx[i+1]),dx[i+1]]

0 if mode == 1: #Normal spline

1 Al0,0 1,0]; Aln-1,n-2:n]=[0,1]

12 elif mode == 5: #not-a-knot

13 A[0,0:3]=[dx[1],-dx[0]-dx[1],dx[0]]
Aln-1,n-3:n]=[dx[n-2],-dx[n-3]-dx [n-2],dx[n-3]]

15 else:

16 sys.exit ("Error mode {} not defined!".format (mode))

DyDx=dy/dx;
B[1:n-1]=3%(DyDx[1:n-1]-DyDx [0:n-2]);

:9 c=np.linalg.solve(A,B); b=DyDx-dx/3*(2*c[0:n-1]+c[1:nl);
d=(c[1:n]-c[0:n-1]1)/(3*dx);
20 coeffs = np.array([y[0:n-1],b,c[0:n-1],d])

21 return coeffs
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IMAT2150:

Eksempel for bestemmelse av naturlige splines

Eksempel

Vi vil finne en kubisk spline igjennom punktene
(0,0),(1/3,1/4),(2/3,3/4),(1,1)

Vi gnsker at den tredjederiverte er null i endepunktene (Normal spline).
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IMAT2150:

Eksempel for bestemmelse av naturlige splines

Her skal "tredjederiverte" nedenfor vaere andrederiverte.

Vi vil finne en kubisk spline igjennom punktene
(0,0).(1/3,1/4),(2/3,3/4).(1.1)

Vi gnsker at den tredjederiverte er null i endepunktene (Normal spline).
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IMAT2150:

Eksempel for bestemmelse av naturlige splines

Her skal "tredjederiverte" nedenfor vaere andrederiverte.

Vi vil finne en kubisk spline igjennom punktene
(0,0).(1/3,1/4),(2/3,3/4).(1.1)
Vi gnsker at den tredjederiverte er null i endepunktene (Normal spline).

Utregning av A; og d;.

0y =0 =03=1/3.
Ay =N3=1/4,Ar=1)2
Matrisen
1 0 0 0
1/3 4/3 1/3 0
0 1/3 4/3 1/3
0 0 0 1

A=

Vektoren b = [0 9/4 —9/4 0] Vektorenc=A-lb=1[0 9/4 —9/4 0] .
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IMAT2150:

Eksempel for bestemmelse av naturlige splines

Regner ut d1 = 9/4,d> = —9/2,d3 = 9/4.
Regner ut by = 1/2,by =5/4,b3 = 5/4.
Tegner

1__
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IMAT2150:
Endring av endepunktbetingelsene

Vi nevnte tidligere at forskjellige endepunktbetingelser er i bruk for splines.

Dette vil kun endre ligning 1 og ligning n (fgrste og siste ligning) i det LS-et vi satte
opp for de naturlige splines.

Disse forskjellige alternativene fglger.
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IMAT2150:
Endring av endepunktbetingelsene

Krumningsjusterte kubiske splines

Krumingsjusterte kubiske splines (4b)

Vi kan kontrollere krumingen i endepunktene

S{(x) =2c =k, Sp_1(xn) =2¢c, = ky
Vi bytter ut fgrste og siste rad med:

2000 -
0000 -~ 02

A[0,0:1]=[2,0]; A[n-1,n-2:n]=[0 2] #
B[0]=k1; B[-1]=kn #
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IMAT2150:

Endring av endepunktbetingelsene

Laste kubiske splines

Léste kubiske splines (4c)

Vi kan kontrollere tangenten i endepunktene
Si(a) = d12er +c2) = vi,  Sp1(xn) = On-1(Co1 + 26n) = Vi
Vi bytter ut fgrste og siste rad med:

2, & 0 -0 0 0
0 0 0 -+ 0 Sp1 2651

Vi
Va
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IMAT2150:

Endring av endepunktbetingelsene

Parabler i endene av kubiske splines

Parabler i endene (4d)

Vi kan kontrollere den 3.-deriverte i endepunktene
di1=0, dp-1=0

Dette er ekivalent med at
€1 =&, Cp-1=Cn-

Vi bytter ut fgrste og siste rad med:

1 -10--00 00
o0 0 --01-1]|0
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IMAT2150:

Endring av endepunktbetingelsene

Not-a-knot kubiske splines

Not-a-knot (4e)

Vi kan sgrge for at 5;(x) = S;(x) og Sp—2(x) = S,—1 ved at
di=dy, dyp2=dp1
Vi bytter ut fgrste og siste rad med:

S —(01+36) & 0 -~ 0 0 0 0
0 0 0 0 -+ 0 Jno1 —(6p—2+0n-1) Jn2

‘]
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IMAT2150:

lllustrasjon pa endepunktbetingelsene

(a) (b

Figure 3.13 Cubic splines through six points. The plots are generated by
splineplot (x,y,10) with input vectors x=[0 1 2 3 4 5] and y=[3 14 1

2 0]. (a) Natural cubic spline (notice inflection points at ends) (b) Not-a-knot cubic
spline (single cubic equation on [0,2] and on [3,5]) (c) Parabolically terminated spline
(d) Clamped cubic spline (clamped at slope 0 at both ends).
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IMAT2150:

lllustrasjon pa endepunktbetingelsene

() (d)

Figure 3.13 Cubic splines through six points. The plots are generated by
splineplot (x,y, 10) with input vectors x=[0 1 2 3 4 5] and y=[3 1 4 1

2 0]. (a) Natural cubic spline (notice inflection points at ends) (b) Not-a-knot cubic
spline (single cubic equation on [0,2] and on [3,5]) (c) Parabolically terminated spline

(d) Clamped cubic spline (clamped at slope 0 at both ends).
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IMAT2150:
Spesialtilfellet n = 3

46 MruRLIcE ShvES
= n=3

——

Su= ki) - X o> A= by, Y
LS pn (c,,cl/ )T

) (o] o o]
[&, 2(5,4 &) 52]( = %{ ks -4 /5,)
(2] [} ) 0

Nek: c=c =0
4; = Lt -(”/(35;3
b, = Al -5 (284641 /3
Sib)= i 4 b ko) +G (-0t
4 (=)
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IMAT2150:
Spesialtilfellet n = 3

Formel for di skal ha 81 i nevner, ikke 5.

A

X=g-von}, gz g0, 03

S=h =1y 4 =1, A0

C'>(3:Q
1ls+ma—3(‘»/n~4/ﬂ =L
Yyse, g =32

4, ‘L‘I h_ b A -8, (15431//3 =
Ay = "’ sV by Bl s

Jle) =y +b (x=4) + gle-x)"

+ 4y (x-%)}
S () = LL)@ -a%,(“
SLU) = -%x’ E] %)\

(Merk: 5l(x)_-,5’(_x))

[
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IMAT2150:
Nok et spline eksempel

Fra en gammel eksamensoppgave fra 1987 (NTH).
a) Finn den naturlige kubiske splinen som interpolerer funksjonen f(x) = e’
i skjotene t1 = —1, to =0 og {3 = 1.

b) Tror du det finnes en kubisk spline som interpolerer f i skjotene slik at denne
splinen blir en bedre tilnsermelse til f enn den splinen du fant i a)?

[[ ©.36787944 0.94818084 0. -0.31606028]

[ 1. 0. -0.94818084 0.31606028]]

a)

Python splines funksjonen gir definisjonen av S;1(x) og S2(x) som til venstre.
(SAUER splines notasjon.)

Bruk av basispunktene henholdsvis -1 og 0 gir til hgyre S1(x) og S2(x) pa standard
polynomform.

Merk at S(x) = Si(—x).
b)

Forslag til svar? 32 / 34



IMAT2150:

Nok et spline eksempel

Svar b): Vi bgr bruke endepunktbetingelsene f”/(—1) = f”/(1) = 2/e # 0.
Dette kan oppnds med dde krumningsbaserte splines (se ovenfor).

| figuren nedenfor er det en naturlig spline med forskjellige endebetingelser (lik 0)
enn det ovenfor.




IMAT2150:
Nok et spline eksempel

NTNL

(2 poeng) En normal kubisk spline som interpolerer punktene (1., 1), (2,4), (4.2) og (5.5) er definert

ved
Si(z) = 14A@—1)—(r-1% 1<z<2
Sa(z) = 4+1a—2)+Bx—2>%+(x-2)°% 2<z<4
Sy(r) = 241x—4)+3(x-4*+C(x—-4)* 4<z<5

a) Bestem verdiene av A, B og C.

Losning: For 4 bestemme verdiene A, B og C. bruker man egenskapene til funksjonene .
S5 og Sy Eksempelvis er Sy definert fra startpunktet (1, 1) til endepunktet (2, 4) og vil derfor gi
y-verdien til startpunktet for x-verdien til startpunktet, og y-verdien til endepunkte for x-verdien til
endepunktet.. Det vil si at §1(1) = 1 og 53(2) = 4. Setter man x = 2 inn i 5 , og setter det lik 4, fir
man:

S12)=1+A42-1)-(2-1) =1+A-1=4=A=4

14. august 2023 Side 2 av 9

eksamen i IMAA2150,INMAG2150 og IMAT2150Hest 2022

Tilsvarende for Sz og Sy:

S(4) =4+1(4-2)+ B(4-22+(4-2)=4+2+4B+8=14+4B=2= B = -3,

Sa(5) =24+ 105 —4) +3(5-4>+C(B -4 =24143+C=6+C=5=>C=
Verdiene blir da A =4, B= -3 0g 0 = —1.

—1.
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