Iterative metoder 1

Jonas]. Harang

91, Owtdger 23

-
3]
=
(%]
4
o
2
=
B
o
8o
©
a
o]
X
(%]
c
9]
=1
S
c
S
=
©
T
—
&
c
X
[
g
%]
(V)
50
b
5]
z




Tema og laeringsutbytte

Du skal kunne:

e Forklare nar og hvorfor vi vil bruke
iterative metoder for a lgse et

Sauer 2.5: Iterative likningssystem

metoder . .
bi e Regne ut noen iterasjoner av
e Jacobi- Og_ Jacobi/Gauss-Seidel for et mindre system
Gauss-Seidel-metoden (3 x 3)
e Tynne matriser e Forklare nr Gauss-Seidel og Jacobi
e Konvergenskriterier konvergerer
e SOR e Identifisere en tynn matrise

e Programmere Jacobi/Gauss-Seidel i
python
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Fikspunktiterasjon - Rep

For fikspunktet z til en funskjon
f(z) gjelder:

f(xp) =z

Ved fikspunktiterasjon prever vi a
finne et slikt fikspunkt pa felgende
mate:
def fikspunkt(f, x0,tol):
x = x0
while(abs (f(x)-x)>tol):
x = £(x)

return x



Fikspunktiterasjon

Kan vi bruke fikspunktiterasjon til a = Wy .
lgse et system av likninger, for y E \ )
" eksempel systemet under? )
é ) 3u+v=5 2 \l
éo Q) v +20=25 (R
-'Cvf Lgsningen er [1, 2]
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Typiske likningssystem i den virkelige verden
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Tynne matriser

Systemmatrisen for lgsning av det elektriske potensialet via
finite-difference metoden i en leder (2D):

(4 -1 0 -1 0 O

o O OO
o O O OO

O O O O O
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2D poisson

Poisson likningen for diode med 11 x 7 diskrete punkter
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Tynne matriser

Figur: Systemmatrisen fra lgsning av
finite-element-problem i 2D
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Tynne matriser

e Tynne matriser krever mindre
minne, og er raske a regne ut
matrise-vektor produkt for...

Figur: Systemmatrisen fra lgsning av
finite-element-problem i 2D
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Tynne matriser

e Tynne matriser krever mindre
minne, og er raske a regne ut
matrise-vektor produkt for...

e ...dersom man bruker egnede
metoder: import scipy.sparse

Figur: Systemmatrisen fra lgsning av
finite-element-problem i 2D
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Tynne matriser

e Tynne matriser krever mindre
minne, og er raske a regne ut
matrise-vektor produkt for...

e ...dersom man bruker egnede
metoder: import scipy.sparse

e Gausseliminasjon og
LU-faktorisering har en
tendens til & «gdelegge» de fine
tynne matrisene: Fill-in

-
[
=
(%]
4
(9
2
=
35
(<)
8o
©
a
o]
—<
(%]
c
[
=1
3
=
©
T
—
]
=
X
[
g
%]
(V)
50
=
5]
z

Figur: Systemmatrisen fra lgsning av
finite-element-problem i 2D
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Tynne matriser

Figur: Systemmatrisen fra lgsning av
finite-element-problem i 2D

Tynne matriser krever mindre
minne, og er raske a regne ut
matrise-vektor produkt for...

... dersom man bruker egnede
metoder: import scipy.sparse

Gausseliminasjon og
LU-faktorisering har en
tendens til & «gdelegge» de fine
tynne matrisene: Fill-in

Ofte har man en god tilnaermet
lgsning man kan starte de
iterative metodene med:
polishing



Jacobi-metoden

Vi har et likningssystem Az = b, som vi
vil lzse gjennom en type
fikspunktsiterasjon med startvektor z
- Jacobi-metoden. For eksempel:

Az =10
3 1 -1 u 1
2 =5 2|-|v| =|[2
1 6 8 w 3

Vi begynner med a skrive om A:
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Jacobi-metoden

Vi har et likningssystem Az = b, som vi
vil lzse gjennom en type
fikspunktsiterasjon med startvektor z
- Jacobi-metoden. For eksempel:

Az =10
3 1 -1 u 1
2 =5 2|-|v| =|[2
1 6 8 w 3

Vi begynner med a skrive om A:

Az =(L+D+U)z=b
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Jacobi-metoden

Vi har et likningssystem Az = b, som vi
vil lzse gjennom en type
fikspunktsiterasjon med startvektor z
- Jacobi-metoden. For eksempel:

Az =10
3 1 -1 u 1
2 =5 2|-|v| =|[2
1 6 8 w 3

Vi begynner med a skrive om A:

Az =(L+D+U)x
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Jacobi-metoden

Vi har et likningssystem Az = b, som vi
vil lgse gjennom en type Dr=b—-(L+U)x
fikspunktsiterasjon med startvektor z
- Jacobi-metoden. For eksempel:

Az =10
3 1 -1 u 1
2 =5 2|-|v| =|[2
1 6 8 w 3

Vi begynner med a skrive om A:

Az =(L+D+U)x

(!
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Jacobi-metoden

Vi har et likningssystem Az = b, som vi

vil lgse gjennom en type Dx=b—(L+U)x
fikspur)ktsiterasjon med startvektor z @=D""(b—(L+U)z)
- Jacobi-metoden. For eksempel:

Vi begynner med a skrive om A:

Az =(L+D+U)x
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Jacobi-metoden

Vi har et likningssystem Az = b, som vi
vil lzse gjennom en type
fikspunktsiterasjon med startvektor z
- Jacobi-metoden. For eksempel:

Vi begynner med a skrive om A:

Az =(L+D+U)x

|

Dr=b—(L+U)x
t=D""(b— (L+U)x)
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Jacobi-metoden

Vi har et likningssystem Az = b, som vi

vil lgse gjennom en type Dx=b—(L+U)x
fikspur)ktsiterasjon med startvektor z @=D""(b—(L+U)z)
- Jacobi-metoden. For eksempel:

o u : 0 0

g Az =10 v| = 1|0 —é 0

2 w 0 1

5 3 1 -1 u 1 8

B 2 =5 2| |v|=]2 1 01 -1] [u

< 1 6 8 w 3 21— (3 0 2 v

g 3 16 0] |w

15 Vi begynner med a skrive om A:

S

= Az =(L+D+U) Jacobi

g 0

X

< 1 0 xo = startvektor

g 0] [o 1 -1 DY b—(L+U

5 +[o -5 o}+[o 0 2])96:17 Thot1 (b— (L +U)xx)
0 0 8 0 0 o fork=0,1,2,3,....
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Jacobi: Eksempel

o = [89/187 —12/187 4/11]"
zo=[0 0 o
Tpi =D (b — (L4 U)xy)
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Jacobi: Eksempel

o = [89/187 —12/187 4/11]"
zo=[0 0 o
Tpi =D (b — (L4 U)xy)

u1:%(1—(1-o—1-o)):1/3
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Jacobi: Eksempel

o = [89/187 —12/187 4/11]"
zo=[0 0 o
Tpi =D (b — (L4 U)xy)

u1:%(1—(1-0—1-0)):1/3
1)1:7%(27(2'072'0)):72/5



Jacobi: Eksempel

o = [89/187 —12/187 4/11]"
zo=[0 0 o
Tpi =D (b — (L4 U)xy)

u1:%(1—(1-0—1-0)):1/3
1)1:7%(27(2'072'0)):72/5
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(3—(1-0+6-0)) =3/8




Jacobi: Eksempel

1 2 3 71
=—(1—-(1--2-1.2)) ="
o a0

o = [89/187 —12/187 4/11]"
zo=[0 0 o
Tpi =D (b — (L4 U)xy)

1

w=5(1-(1-0-1-0)=1/3
1)1:7%(27(2'072'0)):72/5
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w =< (B—(1-0+6-0)) =3/8

00| =
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Jacobi: Eksempel

Azx =b

EaRAR

o = [89/187 —12/187 4/11]"

zo=[0 0 o
Tpi =D (b — (L4 U)xy)

u1:%(1—(1-0—1-0)):1/3
1)1:7%(27(2'072'0)):72/5

w =< (B—(1-0+6-0)) =3/8
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Jacobi: Eksempel

1( 2 3 71
ur =~ (1-(1- -2 -1 4):—
Az —b 3 5 8') T 120
1 1 .03 5

3 1 -1] [u 1 U2:_7<2_(2 1., 7)):_7
1 6 8] |w |3 1 1 2\ 25
= (3-(1-246--2)) ==

e 8( (1-3+ 8)) 18

o = [89/187 —12/187 4/11]"
zo=[0 0 o
Tpi =D (b — (L4 U)xy)

u1:%(1—(1-0—1-0)):1/3
1)1:7%(27(2'072'0)):72/5

(3—(1-0+6-0)) =3/8
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w1 =

00| =




Jacobi: Eksempel

1( 2 3 71
u=-(1-(1--=-1 7)>:—
Az = b 3 5 8 120
1 1 3 5

3 1 -1 u 1 U2:_7<2_(2.7_2 7)):_7
1 6 8 w 3 1 1 2,y _25
w2_8(3 (1 3+6 8))_48

o = [89/187 —12/187 4/11]"
zo=[0 0 o
Tpi =D (b — (L4 U)xy)

ry=b— Aws = [13/80 —277/120 89/120]"

u1:%(1—(1-0—1-0)):1/3
1)1:7%(27(2'072'0)):72/5

(3—(1-0+6-0)) =3/8
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Jacobi: Eksempel

1 ( 2 3 71
upy =< (1-(1--=-1 7)> =
A — b 3 5 8 120
1 1 3 5
3 1 -1 U 1 U2:_7<2_(2.7_2 7)):_7
L6 8 v 3 w2:é(3—(1'é+6-—§)):%
o = [89/187 —12/187 4/11]" ,
T 7o =b— Azy = [13/80 —277/120 89/120]

zo=1[0 0 0

. Bakoverfeil : |ra]2 ~ 2.4
Tkl =D (b* (L+U)£Ek)

u1:%(1—(1-0—1-0)):1/3
1)1:7%(27(2-072-0)):72/5

(3—(1-0+6-0)) =3/8
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Jacobi: Eksempel

1( 2 3 71
u=-(1-(1--=-1 7)>:—
Az =1b 3 5 8 120
1 1 3 5

3 1 -1 U 1 U2=—7<2—(2 Z_9 ,)):_7
2 =5 2 vl = |2 5 3 8 12
1 6 8 w 3 1 1 2.} 25
w2—8(3 (1 3+6 8))_48

o = [89/187 —12/187 4/11]"
zo=1[0 0 0]
Try1 = Dil(b —(L+U)xx)

ro=b— Azy = [13/80 —277/120 89/120]"
Bakoverfeil : |ra]2 ~ 2.4
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Residual
1 Som et mal pa hvor naerme vi er riktig
=-(1-(1-0-1-0))=1/3
T3 ( ( ) / lasning i iterative metoder, bruker vi ofte
v = ,é (2-(2-0-2-0)) = —2/5 en norm av residualen
r=b— Az,

wi= L (3o (1-046-0)=3/8

8 er = |




Gauss-Seidel

Vi kan gjore et lite med
virkningsfullt grep for a eke
konvergenshastigheten til
Jacobi-metoden:
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Gauss-Seidel

Vi kan gjore et lite med
virkningsfullt grep for a eke
konvergenshastigheten til
Jacobi-metoden:

e Los likning k med hensyn pa
ukjent nr k
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Gauss-Seidel

Vi kan gjore et lite med
virkningsfullt grep for a eke
konvergenshastigheten til
Jacobi-metoden:

e Los likning k med hensyn pa
ukjent nr k

e Iterer somi
jacobi/fikspunktiterasjon
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Gauss-Seidel

Vi kan gjore et lite med
virkningsfullt grep for a eke
konvergenshastigheten til
Jacobi-metoden:

e Los likning k med hensyn pa
ukjent nr k

e Iterer somi
jacobi/fikspunktiterasjon

e Alle nye verdier brukes sa fort
de er klare
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Gauss-Seidel

Eksempel, startvektor [0, 1]:

Vi kan gjore et lite med
virkningsfullt grep for a eke
konvergenshastigheten til —z 43y =2

Sr+y=1

Jacobi-metoden:
e Las likning k med hensyn pa 2 = 1 -y
ukjent nr k 5

e Iterer somi
jacobi/fikspunktiterasjon

e Alle nye verdier brukes sa fort
de er klare
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Gauss-Seidel

Vi kan gjore et lite med
virkningsfullt grep for a eke
konvergenshastigheten til
Jacobi-metoden:

e Los likning k med hensyn pa
ukjent nr k

e Iterer somi
jacobi/fikspunktiterasjon

e Alle nye verdier brukes sa fort
de er klare

Eksempel, startvektor [0, 1]:

Sr+y=1
—r+3y =2
! 5
24z 240
Y1 = L2 —9/3

3 3



-
3]
=
(%]
4
o
2
=
B
o
8o
©
a
o]
X
(%]
c
9]
=1
S
c
S
=
©
T
—
&
c
X
[
g
%]
(V)
50
=
5]
z

Gauss-Seidel

Vi kan gjore et lite med
virkningsfullt grep for a eke
konvergenshastigheten til
Jacobi-metoden:

e Los likning k med hensyn pa
ukjent nr k

e Iterer somi
jacobi/fikspunktiterasjon

e Alle nye verdier brukes sa fort
de er klare

Eksempel, startvektor [0, 1]:

Sr+y=1
—r+3y =2
1—
xr1 = 53/020
24z 240
U1 3 3 /
1—y  1-2/3
2775 5 /



Gauss-Seidel

Eksempel, startvektor [0, 1]:
Vi kan gjore et lite med

g virkningsfullt grep for a eke brt+y=1

g konvergenshastigheten til —z 43y =2

5 Jacobi-metoden:

% e Los likning k med hensyn pa @, = 1=y _ 0

2 ukjent nr & 5

o] . 24z 240

= e |terer somi Y1 = 3 — 3 = 2/3

g jacobi/fikspunktiterasjon 1 1-2/3

% o Alle nye verdier brukes s& fort vp=—p—=—Fp—=1/15
3 de er klare 2429 241/15

g m="g = =314
o

Z




Gauss-Seidel

oS
/rrc(aw. Uoni e
Mo ’\aurqlut\bﬁ%a" Ypuargen fashere
Jacobi-metoden Gauss-Seidel-metoden
o = Startvektor o = Startvektor
Tpp1 =D Hb— (L +U)xy) Tpp1 =D Hb— Logyy + Uny)
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Konvergens

En matrise kalles strengt diagonal dominant dersom absoluttverdien
til hvert element pa hoveddiagonalen er stgrre en summen av
absoluttverdiene av de gvrige elementene i samme rad

Teorem
Om A er strengt diagonal dominant sG konvergerer Gauss-Seidel- og
Jacobi-metoden

Teoremet over kan fortelle oss om GS/Jacobi vil konvergere, men ikke at
det ikke konvergerer.
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Eksempel

5

Matrisen over er jkke strengt

Matrisen over er strengt diagonal diagonal dominant fordi:

dominant fordi:
35 L 1< Z
5 » 2t L 1< 3
Dy b
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Successive over-relaxtion

L—>

Gauss-Seidel-metoden

xo = Startvektor
Thi1 = DN (b — Lagsy + Uzy)

|ahe pLnsv w-

SOR

SOR vil gke konvergenshastigheten til GS
ved & sette neste lgsning zx+1 som et
vektet snitt av naveaerende lgsning x; og
lgsningen gitt av Gauss-Seidel, z(x41) ¢

Tiir = (1 = w)zk + WTki1)6s
tpy1 =21 (1 —w) +wD ™' (b — Lag — Uy)

Parameteren w angir hvordan vi vekter de
to lesningene, og ndr w > 1 kaller vi
metoden for successive over-relaxtion



Case: Poisson/Laplace-ligningen
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