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IMAT2150: Læringsmål
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IMAT2150: Definisjon av vektorrom (orienteringsstoff)

Kreves ikke til eksamen.1

1Dette ble etterspurt på forrige forelesning,
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IMAT2150: Eksempler på vektorrom (orienteringsstoff)

Kreves ikke til eksamen

Dette gir mere abstrakte rom (eksempler) enn dere kjenner til fra tidligere som R2 og
R3.
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IMAT2150: Innledende definisjoner

Perioden er den minste T som oppfyller definisjonen nedenfor.

Kjente eksempler:
Cosinus og sinus har begge perioden 2π mens tangens har perioden π.
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IMAT2150: Innledende definisjoner

Viktig eksempel
Her er det sin× cos, sin× sin og cos× cos kombinasjoner av nπ x/L i [−L, L].

Funksjonene er ortogonale når vi kombinerer to av funksjonene med ulik indeks.
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IMAT2150: Innledende definisjoner

Tilfellene følger av omskrivingen av integranden og at sinus har perioden 2π eller at
sin kπ = 0 for k heltallig.

Resten av setningen følger av tilsvarende trigonometriske identiteter for produkter av
to sinus uttrykk og cosinus × sinus utrrykk fra funksjonsfamilien definert på forrige lysark.
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IMAT2150: Innledende definisjoner
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IMAT2150: Innledende definisjoner
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IMAT2150:
Definisjon av fourierekken til en funksjon

Vær sikker på at f (x) oppfyller alle betingelsene i setningen når du skal bestemme rekka
(stykkevis kontinuerlig og periodisk funksjon med periode 2L)!
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IMAT2150:
Koeffisientene til fourierekken

VIKTIG når vi kommer til randkrav til partielle differentialligninger
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IMAT2150

En nyttig snarvei.

Bestem enklest mulig sinus-rekka til f (x) = 2 sin x (cos x − 2 sin2 x).
Svar: b0 = 0, b1 = −3, b2 = 1, b3 = 1 og bj = 0 for j ≥ 4.1

1Vis at f (x) = −3 sin x + sin 2x + sin 3x .
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IMAT2150: Et første eksempel
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IMAT2150: Et første eksempel

Her er L = π så nπx/L = nx .
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IMAT2150: Et første eksempel

20 / 58



IMAT2150: Et første eksempel
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IMAT2150: Fundamentalteoremet

VIKTIG!

Merk at oppfyller f (x) betingelsene i setningen, så konvergerer alltid dens fourierrekke.

Beviset utelates.
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IMAT2150:
Eksempel - Sagtannfunksjonen
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IMAT2150:
Eksempel - Sagtannfunksjonen
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IMAT2150:
Eksempel - Sagtannfunksjonen

Det ser ut som om fourierrekka konvergerer (ref. setningen om konvergens).
Merk hva som skjer der funksjonen er diskontinuerlig.
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IMAT2150:
Jevne og odde funksjoner

Viktige spesialtilfeller
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IMAT2150:
Eksempler på jevne og odde funksjoner

Merk at ω > 0.

27 / 58



IMAT2150:
Sinus- og cosinusrekker

VIKTIG
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IMAT2150:
Fourierrekker av odde og jamne funksjoner

VIKTIG!

Dette følger av at produktet av en odde og jamn funksjon er en odde funksjon.
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IMAT2150:
Fourierrekker av odde funksjoner

VIKTIG!
Odde funksjoner → sinus-rekker.

Merk faktoren 2/L.
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IMAT2150:
Fourierrekker av jamne funksjoner

VIKTIG!
Jamne funksjoner → cosinus-rekker.

Merk faktoren 2/L.
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IMAT2150:
Fourierrekker - funksjonsutvidelser

VIKTIG
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IMAT2150:
Fourierrekker - funksjonsutvidelser

Intervallet skal være −L < x < 0, ikke −L < x < 1.
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IMAT2150:
Fourierrekker - funksjonsutvidelser
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IMAT2150: Spesialtilfellene
Odde/jamne funksjoner, cosinus/sinus-rekker, odde/jamne funksjonsutvidelser
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IMAT2150:
Eksempler på sinus- og cosinusrekker (fra eksamen)
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IMAT2150:
Eksempler på sinus- og cosinusrekker (fra eksamen)

Skrivefeil: I formelen for bn (første linje) skal cos nπx/L erstattes med sin nπx/L
(som gjort i andre linje).
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IMAT2150:
Eksempler på sinus- og cosinusrekker
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IMAT2150:
Eksempler på sinus- og cosinusrekker

For 0 < x < π er her f (x) = sin x.
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IMAT2150:
Eksempler på sinus- og cosinusrekker

For 0 < x < π er her f (x) = sin x.
Integranden for an til høyre følger av 11.3 (s. 186) i kompendiet. (Gjengitt nederst.)
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IMAT2150: Eksempel 11.4 fra kompendiet
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IMAT2150: Eksempel 11.4 fra kompendiet
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IMAT2150:
Illustrasjon på punktkonvergens av fourierekker
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IMAT2150:
Illustrasjon på punktkonvergens av fourierekker
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IMAT2150:
Illustrasjon på punktkonvergens av fourierekker

Vi ser at funksjonen vi nettopp har bestemt fourierrekka til er kontinuerlig, og vi har derfor
punktkonvergens for fourierrekka.
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IMAT2150:
Illustrasjon på punktkonvergens av fourierekker

Vi setter x = 1 og bruker at f (1) = 1.

Dette gir følgende identitet for π:

Dette er en kjent identitet for π, som ikke er enkel å vise uten bruk av fourierrekker.1

1Det vrimler av slike identiteter for π, og det er skrevet tjukke bøker om π! Vi har allerede sett en slik identitet av Leibnitz
fra 1673.
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IMAT2150:
Derivasjon av fourierrekker

VIKTIG
Merk betingelsene i setningen!

Vi kan altså derivere rekka leddvis med konvergens!
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IMAT2150:
Derivasjon av fourierrekker

Her er en variant av sagtannfunksjonen som oppfyller kravet til gyldig leddvis av
fourierrekka.
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IMAT2150:
Derivasjon av fourierrekker
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IMAT2150:
EKSEMPEL
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IMAT2150:
EKSEMPEL

Vi skal bruke eksemplet ovenfor til å vise at derivasjon av fourierrekka bærer her galt av sted.

Eksemplet viser at kontinuitet av funksjonen er nødvendig (men ikke tistrekkelig) for at
leddvis derivasjon skal være gyldig.

Merk at funksjonen er stykkevis derivert med derivert lik 0, men ikke kontinuerlig.

Leddvis derivasjon gir

Ovenfor skal sin byttes ut med cos, men påstanden nedenfor er fremdeles riktig.

Dette viser at dette fører til selvmotsigelsen på siste linje ovenfor.
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IMAT2150:
På gjensyn med koeffisientene til fourierekken

VIKTIG når vi kommer til randkrav til partielle differentialligninger

Hvordan bevise dette?
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IMAT2150: Koeffisientene til fourierekken

Et mer presist bevis følger på de neste lysarkene
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IMAT2150:
Euler formlene

Se Kreyzig: Advanced Engineerig Mathematics. (10. utgave, s. 474.)
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IMAT2150:
Bevis for Euler formlene
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