NTNU

Forelesning Xl og X

IMAT2150: Hgsten 2023

Kent Holing, NTNU (26. og 27. september 2023)

1/58



IMAT2150: Lzeringsmal

Laeringsmal

@ Kjenne til indreprodukt mellom funksjoner definert pa et intervall.
@ Ortogonal (uendelig) basis av trigonometriske funksjoner.

@ Kjenne definisjonen av trigonometriske rekker.
°

Kjenne til at enhver stykkvis glatt funksjon definert pa et intervall kan skrives som
en trigonometrisk rekke.

Kunne regne ut koeffisientene til en trigonometrik rekke.

©

Fourierrekker av jevne og odde funksjoner.

Sinus- og cosinus-rekker
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IMAT2150: Innledende definisjoner

Trigonometriske rekker
Indreprodukt mellom funksjoner definert pa et intervall
Periodiske funksjoner
Indreprodukt mellem sinus og cosinus-funksjoner
Trigonometriske rekker

Odde og jevne funksjoner
Odde og jevne funksjoner
Odde og jevne periodiske utvidelser
Sinus- og cosinusrekker
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IMAT2150: Innledende definisjoner

Definisjon (Indreprodukt)

Et indreprodukt p3 et reelt vektorrom V' er et produkt (e, e) : V x V — & som
tilfredstiller at

1. (u,v) = {v,u).

2. (uv+w) = {u,v)+ {u,w).

3. (tu, vy = tl{u, v).

4. (u,u) = 0 og (u,u) = 0 hvis og bare hvis u =0
for alle u,v,w € V og t € R.
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IMAT2150: Definisjon av vektorrom (orienteringsstoff)

Kreves ikke til eksamen.!

Definisjon 9.1 (Vektorrom). En mengde V' med operasjonene addisjon og skalar multipli-
kasjon kalles et vektorrom hvis felgende aksiomer er oppfylt for alle u, v, w i V og alle
skalarer a og bi R.

l.Lu+vevVv

2. u+ v = v + u (Kommutativ lov)

3. u+ (v+w)=(u+v)+w (Assosiativ lov)

4. Detfinnesen0i Vslikatv +0=vforalleveV.

5. Forhver viV sifinnesen —v iV slikatv + (—v) = 0.
6. aveV.

7. a(u+v) = au+ av. (Distributiv lov)

8. (a +b)v = av+ bv. (Distributiv lov)

9. a(bv)=(ab)v.

10. lv=v.

1Dette ble etterspurt pa forrige forelesning,
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IMAT2150: Eksempler pa vektorrom (orienteringsstoff)

NTNL

Kreves ikke til eksamen

Dette gir mere abstrakte rom (eksempler) enn dere kjenner til fra tidligere som R? og

R3.

Med nye eksempeler mener vi ikke at de er fra i ar eller nylig. Vi mener at de er nye for studenter
som leser om vaktorrom beskrevet gjennom aksiomer. De gamle eksemplene er planet, det
tredimensjonale rommet og mengden R" av alle n-tupler (xy, 2, ..., ;). Her folger en liste
av noen vektorrom.

R™ er et vektorrom nér n > 1.

Mengden [, av alle polynomer med grad mindre eller lik n danner et vektorrom.

+ Mengden av alle reelle funksjoner definert pa R danner et vektorrom.

Mengden M,,,..,, av alle m x n matriser danner et vektorrom.

Mengden av alle kontinuerlige reelle funksjoner definert pi intervallet [0, 1] danner et
vektorrom.

* Mengden av alle uendelige folger.

Mengden av alle konvergente uendelige folger.
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IMAT2150: Innledende definisjoner

Definisjon
Indreproduktet (f,g) mellom funksjonene f og g definert p3 intervallet [a, b] er gitt
ved integralet

b
(frg) = f F(x)g(x) dx.
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IMAT2150: Innledende definisjoner

Eksempel
La f(x) = 1 og g(x) = x, begge definert p3 intervallet [—1,1]. Indreproduktene (f g},

(f.f) og (g.g) er ; )
(f.g):/ f(x)g(x)dx:f xdx =0

(f.f) = j f(x dx*v/ dx =2

g.8) = /_1g( )de—/_l dx = 2/3
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IMAT2150: Innledende definisjoner

Fra eksempelet i forige foil sa vi at (f, g} = 0. Vi definerer

Definisjon

To funksjoner f og g definert pa et intervall [a, b] kalles ortogonale hvis (f.g) = 0.
Definisjon

En mengde § = {fi, f,...} av funksjoner definert p3 et intervall [a, b] kalles for en
innbyrdes ortogonal familie av funksjoner p3 [a, b] hvis

(F.F) =0, ndrisj hvis (f,f) £0Vij=1,23,...
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IMAT2150: Innledende definisjoner

Perioden er den minste T som oppfyller definisjonen nedenfor.

Kjente eksempler:
Cosinus og sinus har begge perioden 27 mens tangens har perioden .

Periodiske funksjoner

Definisjon

En funksjon definert pa R kalles for periodisk med peiede T hvis f(x + T) = f(x) for
alle x € R.

Indreproduktet mellom to periodiske funksjoner f og g med periode T = 2L er definert
ved

L
(f,g) = .[4_ fx)g(x) dx.
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NTNL

IMAT2150: Innledende definisjoner

Viktig eksempel
Her er det sin X cos, sin X sin og cos X cos kombinasjoner av nm x/L i [—L, L].

Indreprodukt mellom sinus og cosinus-funksjoner

Setning
Funksjonene
l,cos%.cosk—i”_,....cos% .....
sin 7%, sin &F, co,sin B

danner en familie av inbyrdes ortogonale funksjoner p3 intervallet [—L, L].

Funksjonene er ortogonale nér vi kombinerer to av funksjonene med ulik indeks.
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IMAT2150: Innledende definisjoner

Sjekk av setningen

En trigonometrisk identitet (se tabell i kompendiet) gir

L
/ cos TP cos T dx
—L

= /L % [cos (&'Em) + cos (m)] dx

—L

@ | spesialtilfellet der m = n blir svaret lik L
@ | spesialtilfellet der m = n blir svaret lik 0
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IMAT2150: Innledende definisjoner

Sjekk av setningen

En trigonometrisk identitet (se tabell i kompendiet) gir

L
/ cos TP cos T dx
—L

L

:/ % [cos (&’Lﬂ)ﬁ) + cos (KET—M)] dx

—L

@ | spesialtilfellet der m = n blir svaret lik L
@ | spesialtilfellet der m = n blir svaret lik 0

Tilfellene fglger av omskrivingen av integranden og at sinus har perioden 27 eller at
sin km = 0 for k heltallig.

Resten av setningen fglger av tilsvarende trigonometriske identiteter for produkter av
to sinus uttrykk og cosinus x sinus utrrykk fra funksjonsfamilien definert pa forrige lysark.
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IMAT2150: Innledende definisjoner

Trigonometriske rekker

Definisjon (Trigonometriske rekker)
En trigonometrisk rekke er en uendelig rekke pa formen

oo
30+Z(ancosﬂ—fx+bnsinw—r), (1)

n=1

der ag, a1, ..., b1, by, ... er konstante koeffisienter og der L er en reell konstant.
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IMAT2150: Innledende definisjoner

Enkelt eksempel

En trigonometrisk rekke kan ha uendelig mange ledd men det er ikke noe i veien fra at
kun et endelig antall ledd er forskjellig fra null

Eksempel

1+ sinx — cos 2x + sin 3x

er en trigonometrisk rekke der L = w. Alle koeffisienter bortsett fra ag =1 ,b1 =1
a2 = —1 og by =1 er lik null.
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IMAT2150:

Definisjon av fourierekken til en funksjon

Veer sikker pd at f(x) oppfyller alle betingelsene i setningen nar du skal bestemme rekka
(stykkevis kontinuerlig og periodisk funksjon med periode 2L)!

Definisjon (Fourierrekken til funkjonen f)

La f(x) vaere en stykkevis kontinuerlig, periodisk funksjon med periode 2L. Dens
Fourierrekke er definert ved

o0 o0

nmwx . onmx

ap + Ela,,cosT—O— ElbnsmT,
n= n=

1 L
g = ELLH){)C‘X'

L
a, = lf cosﬂf(x)dx. forn=1,2,3,... og
L), I ’ )
L
b, = lf sinﬁf(x)dx. forn=1,2.3....
L/ L
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IMAT2150:

Koeffisientene til fourierekken

VIKTIG nar vi kommer til randkrav til partielle differentialligninger

Setning (Formler for koefisientene til en Trig. rekke)

Hvis en funksjon f(x) er lik en trigonometrisk rekke

oo
f(x) = a0 —O—E(ancos% + by, sin E’F}
n=1
sa kan vi regne ut verdiene til koeffisientene ved hjelp av formelene

1 L
ap = ﬁj;Lf[x]dx

1 L

a, = Ijiif(x)cos¥dx
1 L

b, = I/;Lf(x) sin T~ dx.
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IMAT2150

En nyttig snarvei.

a) La f(x) = 13 4 3sin® rz veere definert pa intervallet [0,1]. Finn cosinusrekken til f(x).
Lgsning: Vi skriver forst om sin? 7o ved hjelp av formelarket.

sin® :%(1 — cos 2mr)

Vi setter det inn i f(z):

fla) =13+ 3sin®nz = 13 + % (1 —cos2mr) = % 7gc0527r:r.

Siden lengden av intervallet er L =1 sa er cosinusrekken til f(r) en rekke pa formen.

=
an+Zanch%

n=1

Vi kunne ha brukt integralformlene til & finne ag, ai. etc, men vi ser av forenklingen av f(r) at den
allerede er pi cosinus-rekkeformat. Vi ser at ag = 2—2'7 og ay = —2' De resterende koeffisientene er lik
0. Her bruker vi teoremet om at cosinusrekke-representasjonen er unik.

Bestem enklest mulig sinus-rekka til f(x) = 2sin x (cos x — 2sin? x).
Svar: bg =0, by = =3, b, =1, b3 =1 og b; = 0 for j > 4.1

1vis at f(x) = —3sinx + sin 2x + sin 3x.
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IMAT2150: Et fgrste eksempel

Buempx
flx)= [ R A O
[ 3 o2 L < TT

$ (x4 ) =4l

18 /58



IMAT2150: Et fgrste eksempel

Her er L = 7 s& nwx/L = nx.

1w

a, = #fﬁj(x)ix = 0
"
'='- ‘1}.',." Htx)mn.x AX = O
g
bn:: ".rl,:.' _{ }L&)Ju‘n. nx dx
-
" h(X) = (x) X
hl-x) = £[-x) (in'x)
h-x) = - 4(*) prenx :—In(x)

w
Jbl!)d! = O v
L —Ir
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IMAT2150: Et fgrste eksempel
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IMAT2150: Et fgrste eksempel

! japnn
vk
b' "/ ‘l,l‘»- —)—I'I: Iq'\-’
h=by = = o
. A . ) .
h ’lti,:' Sinx + 53K + Shin$x
+.)
Knv ) -
x'.élqa: 7] - &

(Loreiz- s -m
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IMAT2150: Fundamentalteoremet

VIKTIG!

Merk at oppfyller f(x) betingelsene i setningen, sa konvergerer alltid dens fourierrekke.

Fundamentalt teorem for fourierrekker

Setning

Fourierrekken til en periodisk stykkvis glatt funksjon f(x) med periode 2L konvergerer
mot f i alle punkter x, bortsett fra punkter der f er diskontinuerlig. | et slikt punkt,
X = xp, konvergerer f mot gjennomsnittet av hgyre- og venstre-sidegrensene til f(x).

Beviset utelates.

22 /58



IMAT2150:

Eksempel - Sagtannfunksjonen

Sagtann-funksjonen med periode T = 2L, definert ved f(x) = x for alle x = (—L, L].
For alle heltall k er f(x) = f(x — kT) ndr x € (—L + 2kL, L + 2kL].
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IMAT2150:

Eksempel - Sagtannfunksjonen

Sagtann-funksjonen med periode T = 2L, definert ved f(x) = x for alle x € (—L. L].
For alle heltall k er f(x) = f(x — kT) ndr x € (—L + 2kL, L + 2kL].

Eksempel (Fourier til sagtann med periode T=2)

Finn Fourierrekken til sagtannfunksjonen med periode T=2.
Lgsning: Perioden er 2. Derfor er L = 1. Koeffisientene er ag = % f_ll tdt =0,

1
1 1 . 1 .
an = tcos nmtdt = |t— sinnmt - — sinnmtdt = 0,
1 nw ,onm
1 1 1
. 1
b, = tsinnmtdt = | —t— cosnmt + — cos nmt dt
1 n Ty

1 1 2
= [—1— cosnm —1— cos{—mr)] = —(-1)".
nm nm nm

Fourierrekken til f(t) er 3.0°; 2 (—1)"sin nmx

n=1 nm
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IMAT2150:

Eksempel - Sagtannfunksjonen

Figur til eksempel (tilnzerming med 4 sinusledd)

T A A
A

Figur: De 4 fgrste sinus leddene i rekken > %[—1)" sin nmt tilnzermer den periodiske
funksjonen f(t) =1, 1<t <1, f(t+2) = f(t).
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IMAT2150:

Eksempel - Sagtannfunksjonen

Det ser ut som om fourierrekka konvergerer (ref. setningen om konvergens).
Merk hva som skjer der funksjonen er diskontinuerlig.
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IMAT2150:
Eksempel - Sagtannfunksjonen

NTNL

Det ser ut som om fourierrekka konvergerer (ref. setningen om konvergens).
Merk hva som skjer der funksjonen er diskontinuerlig.

Figur til eksempel (tilnzerming med 8 sinusledd)

14

14

s 2

Figur: De 8 farste sinus leddene i rekken 32 =
funksjonen f(t) =t, 1 <t <1, f(t +2) = f(1).

(—1)"sin nt tilnzermer den periodiske
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IMAT2150:

Jevne og odde funksjoner

Viktige spesialtilfeller

Odde og jevne funksjoner

Definisjon
En funksjon f(x) kalles jevn hvis f(—x) = f(x) for alle x € R. En funksjon f(x) kalles
odde hvis f(—x) = —f(x) for alle x € R.
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IMAT2150:

Eksempler pa jevne og odde funksjoner

Merk at w > 0.

Eksempler pa jevne og odde funksjoner

sinwx er en odde funksjon
coswx er en jevn funksjon

1+ x er hverken jevn eller odde

Sagtannfunksjonen er en odde funksjon
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IMAT2150:

Sinus- og cosinusrekker

VIKTIG

Sinus- og cosinusrekker

Definisjon
La f vaere definert pa [0, L]. Fourierrekken til f,qq. kalles for sinusrekken til f

Definisjon
La f veere definert pa [0, L]. Fourierrekken til fieyn kalles for cosinusrekken tif
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IMAT2150:

Fourierrekker av odde og jamne funksjoner

VIKTIG!

Fourier av odde og jevne funksjoner

Setning (Fourier for odde funksjoner)

For odde funksjoner er alle a-ene null. Dvs ag = a3 = ap = --- = 0.

Setning (Fourier for jevne funksjoner)
For jevne funksjoner er alle b-ene null. Dvs by = by = by =--- = 0.

Dette fglger av at produktet av en odde og jamn funksjon er en odde funksjon.
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IMAT2150:

Fourierrekker av odde funksjoner

VIKTIG!
Odde funksjoner — sinus-rekker.

Fourierrekken for odde funksjoner

Setning

La f(x) vaere en stykkvis kontinuerlig periodisk funksjon.
Hvis f(x) er odde sa er

fr~ ansin n:x:
n=1

L
b":%ﬁ sinnixf(x)dx_. n=123....

Merk faktoren 2/L.
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IMAT2150:

Fourierrekker av jamne funksjoner

VIKTIG!
Jamne funksjoner — cosinus-rekker.

Fourierrekken for jevne funksjoner

Setning
La f(x) vaere en stykkvis kontinuerlig periodisk funksjon.
Hvis f(x) er jevn s3 er

o
nmx
fmaoJrE a, cos L

n=1

der L L
.;0:1 f(x)dxog.;u,,:g cosmf(x)dx, n=123.....
L fo LJy L

Merk faktoren 2/L.
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IMAT2150:

Fourierrekker - funksjonsutvidelser

VIKTIG

Odde og jevne periodiske utvidelser

En funksjon definert pa et intervall [0, L] kan utvides til en periodisk funskjon med
periode 2L pa to fornuftige mater. De to matene kalles for en jevn periodiske

utvidelse
f(x). O<x<lL

fi = )

() {f(fx), Lex<0

og en odde periodisk utvidelse.

(0, 0<x<L
fodde(x)_{if(,x)‘ —L<x<0
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IMAT2150:
Fourierrekker - funksjonsutvidelser

NTNL

Intervallet skal vaere —L < x < 0, ikke —L < x < 1.

RBrvodulee  ntnide 15w

T
Jom windel sC
R s s
605) ”l‘({' r,e [0) L:) P §
&, <
:(-.\‘W“‘(‘) = i 3(-%) —LA%(!
o¢X« L
ditr) = §lx)
Vg (EHE) ) =]
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IMAT2150:

Fourierrekker - funksjonsutvidelser

Odle whalydst
;E(M-A;( b( = ':H'xj 0L AL
) i -fl-2) < 4<p
o< Y 4L
$o (%) = $00)
Jo (%) = -4Lx)
)"fo ol
Funkisy m
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IMAT2150: Spesialtilfellene

Odde/jamne funksjoner, cosinus/sinus-rekker, odde/jamne funksjonsutvidelser
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IMAT2150: Spesialtilfellene

Odde/jamne funksjoner, cosinus/sinus-rekker, odde/jamne funksjonsutvidelser
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IMAT2150: Spesialtilfellene

Odde/jamne funksjoner, cosinus/sinus-rekker, odde/jamne funksjonsutvidelser

%
\ X
—

L L

(a) J gx)yde =2 J g(x) dx for even g
-L 0
L

(b) J hx)dx =0 for odd 2

-L
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IMAT2150:

Eksempler pa sinus- og cosinusrekker (fra eksamen)

NTNL

06
0.4
0.2
0.0
0.2
~0.4
-06

06

Funksjon 1
15 -10 —-05 0.0 05 10 15 20 25
Funksjon 2
-15 -10 =05 0.0 05 10 15 20 25
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IMAT2150:
Eksempler pa sinus- og cosinusrekker (fra eksamen)

NTNL

Funksjon 1
06

0.4

0.2
0.0
0.2

~0.4

-06
-15 -10 -05 00 0.5 10 15 2.0 25

Funksjon 2
06

04

0.2

00

a) Forklar hvordan du ved & se pa fignrene kan bestemme hvilken fourierrekke F' eller G som
tilhorer hvilken periodisk funksjon 1 eller 2
Losning: Vi ser at fourierrekken til F'er en cosinus-tekke, da er funksjonen jevn - altsi funksjon
2 (F(a) = F(~a))
Vi ser at fourierrekken til G er en sinus-rekke, da er funksjonen odde - altsa funksjon 1 (G(a) =

—G(=a))
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IMAT2150:

Eksempler pa sinus- og cosinusrekker (fra eksamen)

b) Fourierrekkene til de to periodiske funksjonene kan finnes ved & gjore periodiske utvidelser av
en funksjon pa et intervall [0, L]. Velg en passende verdi for L, skisser denne funksjonen og sett
opp uttrykkene du trenger for & finne koeflisientene til hver av fourierrekkene (du trenger ikke
gjore utregningene).
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IMAT2150:

Eksempler pa sinus- og cosinusrekker (fra eksamen)

Lgsning: Vi kan lage funksjonene over ved & gjore en jevn- eller odde- utvidelse av trekant-
funksjonen:
T ref0,d
f) = 0.2l
l—x zef3.1]

Den vil se akkurat ut som grafene pa figuren (mellom 0 og 1)
En jevn utvidelse gir:
2 (b nm
0 = Ifn Jwyeos "L dr

1/2 1
an:2f FCOSTTT d;r+2/ (1 —x)cosnmr dr
0 1/2
1/2 1
ﬂn:Z/ .Td.r+2[ (1- ) ds
0 1/2

En odde untvidelse gir:
2 rk n
b, = —f f(z)cos —x dx
Lo

12 1
b, = 2[ xsinnrr dr + 2/ (1 —xz)sinnmr dr
0 1/2

Skrivefeil: | formelen for b, (fgrste linje) skal cos nmx/L erstattes med sin nwx/L
(som gjort i andre linje).
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IMAT2150:

Eksempler pa sinus- og cosinusrekker

Eksempel

Eksempel
Finn cosinusrekken til funksjonen f(x) =sinx, 0 < x < .

Merk at selv om sin x er odde er det den jevne funksjonen

sin(x), O<x<m
—sin(—x), —m<x<0

fievn(x) = {

vi skal finne Fourierrekken til. Da vet vi at by = 0, by = 0 og sa videre. Vi skal derfor
kun regne ut ag og a;, a2 og sa videre.
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IMAT2150:

Eksempler pa sinus- og cosinusrekker

For 0 < x < m er her f(x) = sinx.

Finne ap til iy fra forrige foil

™

{7:05)(]0 = %(7c05ﬁ7{75050)) :;

1] =

1 T
a9 = — sinxdx =
T Jo

T
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IMAT2150:

Eksempler pa sinus- og cosinusrekker

For 0 < x < 7 er her f(x) = sinx.
Integranden for a, til hgyre fglger av 11.3 (s. 186) i kompendiet. (Gjengitt nederst.)

Finne a, til ficyn

2 (7 2 (™1
an:;fo s‘mxcosnxdx:;ﬂ E(sin(lfn)xfsin{1+n)x)dx

[ o cos(1 — nhe o cos(1 4 mx]]
=—|- cos(1 — n)x cos n)x
T 1-n 1+n 0
0. nar n er odde
- ﬁ)ﬁ, nar n er jevn
L L ~
/.Lsin%ms%dr = /L% [sin (%) — sin (tn—'%ﬂ dz (11.3)
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IMAT2150: Eksempel 11.4 fra kompendiet

EKS 1Y dra kompmdlet

Dok Fr KL din Jannc pumolile
H¥)= %, o<x g | mud poid T=1

YAVAN

-1 -

2
[=1

a,,:l/LjuLx =
01

1]

2
a — nil
X s —=
h L { 2 Ax
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IMAT2150: Eksempel 11.4 fra kompendiet

o - I
AL = , /
(fvhl:_”l;’ ﬂ"t 2 ;"’—rx.rwnn'x 4-F1;Lahq'j

2 I 2 &
Ay = = v h T - —
n hr Y + T LT
_ 2
h’&[f"

Q
= n‘rﬂ- L- IJ

-I-(’(\ ~— -;f- - -,T-._USFX
Y
- B‘EL LAS'TK"}
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IMAT2150:

lllustrasjon pa punktkonvergens av fourierekker

Eksempel 11.4. Vi skal finne Fourierrekken til den jevne periodiske funksjonen gitt ved
flx) =z, 2 €[0,1] med periode 7' = 2.
Lesning: Vihar L = log b, = 0,n=1,2,3 ... fordi f(x) er jevn. Vi regner ut

ERAY A 1,]' 1
HD_L-O xdr = 2.17 D—Q.

1 1 1
2 nwT 1 .
an=— [ zcos——dr=2 [ wcosnmrdr =2 | —wsinnrr + —— cosnax
L Jy L Jo nmw nemw 0
i : 2 (11.5)
= —sinnT + —— cosnw — ——. .
nw n2w? n2m?
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IMAT2150:

lllustrasjon pa punktkonvergens av fourierekker

For alle heltallige n er sinnm = 0 For odde n har vi at cosnm = —1 og for jevne n har vi
cosnm = 1. Derfor har vi 9
n = W((—l)" =1).
Fourier rekken til f(z) er
1 4 4 4
fz) ~ 3 F(‘OS“—I ~ 9.2 cos 3mx — T cosHmTw — - - -
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IMAT2150:

lllustrasjon pa punktkonvergens av fourierekker

Vi ser at funksjonen vi nettopp har bestemt fourierrekka til er kontinuerlig, og vi har derfor
punktkonvergens for fourierrekka.
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IMAT2150:
lllustrasjon pa punktkonvergens av fourierekker

Vi setter x = 1 og bruker at f(1) = 1.

Dette gir fglgende identitet for 7:

+ + oo
w2 " 92 " 2572 o=l

_ ?:2_33 1
11,4, 4 4 5 =2 G

Dette er en kjent identitet for 7, som ikke er enkel 3 vise uten bruk av fourierrekker.!

IDet vrimler av slike identiteter for 7, og det er skrevet tjukke bgker om 7! Vi har allerede sett en slik identitet av Leibnitz

fra 1673.
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IMAT2150:

Derivasjon av fourierrekker

VIKTIG
Merk betingelsene i setningen!

Setning (Derivasjon av fourierrekke)

Gitt en funksjonen f(x) og la denne ha Fourierrekke

o0
nmwx . nmx
f(x) ~ a0 + ; (a,,cosT + bpsin T),

Hvis f(x) periodisk med periode T = 2L, f(x) er kontinuerlig og f'(x) er stykkvis
kontinuerlig s& er

o0
nm . nTx nmx
(x) ~ Z T (73,,5|n - + b, cos T) .

n=1

Vi kan altsa derivere rekka leddvis med konvergens!
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IMAT2150:

Derivasjon av fourierrekker

Her er en variant av sagtannfunksjonen som oppfyller kravet til gyldig leddvis av
fourierrekka.

Grafen til f(x) i eksempelet
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IMAT2150:
Derivasjon av fourierrekker

NTNL

Grafen til f/(x) i eksempelet

[« 5]
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IMAT2150:
EKSEMPEL

Vi lager en odde periodisk utvidelse av f(x).

a) — {4(4). “L<a<0

f(=), O<a<l
fla+2L) = f(a).

Viregner ut by, by, by, . .. ved hjelp av formlene i setning 11.3.

Eksempel 11.5. Vi vil finne sinusrekken til funksjonen f(x) = 1| definert pi intervallet
[0.1].
Lesning: Vi utvider f(z) til en odde periodisk funksjon som vist i figuren.

-oo_eb_oT—Ao_oo_c
o—oo—o>—lo—oo—oo—

Vi regner ut koeffisientene by, b, . . .

L nmw nodde

2 st T ! 2 0, j
b":E/ 1-sin " ldr:?/ sinmr:m:l.'t::—(—casmrJrl):{J A
Jo o

nt

Vi far derfor

4 4 4 4
flx) ~ b= sin 7 + I sin 3w + gsm Smr + Esin T+
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IMAT2150:
EKSEMPEL

Vi skal bruke eksemplet ovenfor til 3 vise at derivasjon av fourierrekka barer her galt av sted.

Eksemplet viser at kontinuitet av funksjonen er ngdvendig (men ikke tistrekkelig) for at
leddvis derivasjon skal vaere gyldig.
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IMAT2150:
EKSEMPEL

Vi skal bruke eksemplet ovenfor til 3 vise at derivasjon av fourierrekka barer her galt av sted.

Eksemplet viser at kontinuitet av funksjonen er ngdvendig (men ikke tistrekkelig) for at
leddvis derivasjon skal vaere gyldig.

Merk at funksjonen er stykkevis derivert med derivert lik 0, men ikke kontinuerlig.
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IMAT2150:
EKSEMPEL

Vi skal bruke eksemplet ovenfor til 3 vise at derivasjon av fourierrekka barer her galt av sted.

Eksemplet viser at kontinuitet av funksjonen er ngdvendig (men ikke tistrekkelig) for at
leddvis derivasjon skal vaere gyldig.

Merk at funksjonen er stykkevis derivert med derivert lik 0, men ikke kontinuerlig.

Leddvis derivasjon gir

1 . 1 . 4
f'(x) ~ =sinme + — sin 37z + — sinHme + - -
T 3 bl

= 4dsinwr + 4sin 31x 4 4sindwx 4 - - -

Ovenfor skal sin byttes ut med cos, men pastanden nedenfor er fremdeles riktig.
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IMAT2150:
EKSEMPEL

Vi skal bruke eksemplet ovenfor til 3 vise at derivasjon av fourierrekka barer her galt av sted.

Eksemplet viser at kontinuitet av funksjonen er ngdvendig (men ikke tistrekkelig) for at
leddvis derivasjon skal vaere gyldig.

Merk at funksjonen er stykkevis derivert med derivert lik 0, men ikke kontinuerlig.

Leddvis derivasjon gir

1 . 1 . 4
f'(x) ~ =sinme + — sin 37z + — sinHme + - -
o 3 bl

= 4dsinwr + 4sin 31x 4 4sindwx 4 - - -

Ovenfor skal sin byttes ut med cos, men pastanden nedenfor er fremdeles riktig.

Dette viser at dette fgrer til selvmotsigelsen pa siste linje ovenfor.
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IMAT2150:

Pa gjensyn med koeffisientene til fourierekken

VIKTIG néar vi kommer til randkrav til partielle differentialligninger

Setning (Formler for koefisientene til en Trig. rekke)

Hvis en funksjon f(x) er lik en trigonometrisk rekke

o0
f(x) = a0 JrZ(ancos? + bysin "),
n=1

53 kan vi regne ut verdiene til koefhsientene ved hjelp av formelene

1 L
ap = 2L 7Lf{XJdX
1 L
a, = I/;Lf(x) cos ** dx

1 L
by = Ij;if(X) sin T dx.

Hvordan bevise dette?
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IMAT2150: Koeffisientene til fourierekken

Et mer presist bevis fglger pa de neste lysarkene
&W‘S 4t J‘D(,k&'jl.mm
Lo TR o komelese,
o —
Anta tx) = ay + > 4 b "T)
h=)
+ 2 bysin ")
'V h:,
¢b
0 mlu;‘\.mq;m br{ps‘bm TN
YL, LY ey,
<’)LH”77 = ALy
o3 lax o
= = ) H4ax
VSRR

w, Tk

a, = L

2o = af dl0) A X
oL Y
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IMAT2150: Koeffisientene til fourierekken

NTNL

Et mer presist bevis fglger pa de neste lysarkene

Sl o
J”S ) dx A
! L=
qi' - %-:IL%JH")U
Thsv. e ",
;},;_, 7’:./ &}—ﬁ'nf”m/L»LK
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IMAT2150:
Euler formlene

NTNL

Se Kreyzig: Advanced Engineerig Mathematics. (10. utgave, s. 474.)

(5)

n=1

flx)=ag + E (@y, cos nx + by, sin nx)

and call (5) the Fourier series of f(x). We shall prove that in this case the coefficients
of (5) are the so-called Fourier coefficients of f(x). given by the Euler formulas

= i L fix) dx
(T
(6) (a) a,= ?J fi(x) cos nx dx

T

() b,= %J fixy sin nx dy

-
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IMAT2150:

Bevis for Euler formlene

Application of Theorem 1 to the Fourier Series (5)
We prove (6.0). Integrating on both sides of (5) from —r to 7, we get

J’ fx)dx = f {ao + E (ay, cos nx + by, sin nx)} dx.

-7 - n=1

We now assume that termwise integration is allowed. (We shall say in the proof of
Theorem 2 when this is true.) Then we obtain

T T . T T
J fx)dx = aOJ dx + 2 (G"J cos nx dx + bnf sin nx dx).
T n=1 -7

- - = -
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IMAT2150

NTNL

The first term on the right equals 277a. Integration shows that all the other integrals are 0.
Hence division by 271 gives (6.0).

We prove (6a). Multiplying (5) on both sides by cos mx with any fixed positive integer
m and integrating from —7r to 77, we have

T

(10) J’ f(x) cos mx dx = J

o
{ao + E (a,, cos nx + b, sin nx) | cos mx dx.
- -1

n=1

‘We now integrate term by term. Then on the right we obtain an integral of ag cos mx,
which is 0; an integral of a,, cos nx cos mx , which is a,, for n = m and 0 for n # m by
(9a); and an integral of b, sin nx cos mx, which is 0 for all n and m by (9¢). Hence the
right side of (10) equals a,,77. Division by 7 gives (6a) (with m instead of n).

We finally prove (6b). Multiplying (5) on both sides by sin mx with any fixed positive
integer m and integrating from —7r to 77, we get

T

(11) J f(x) sin mx dx = J

=
{ao + 2 (a,, cos nx + b, sin nx) | sin mx dx.
- -

n=1

Integrating term by term, we obtain on the right an integral of ag sin mx, which is 0; an
integral of a,, cos nx sin mx, which is 0 by (9¢); and an integral of b, sin nx sin mx, which
is by, if n = m and 0 if n # m, by (9b). This implies (6b) (with n denoted by m). This
completes the proof of the Euler formulas (6) for the Fourier coefficients. |
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