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IMAT2150:
Noen flere eksempler på fourerrekker

FLERE EKSEMPLER PÅ FOURIERREKKER
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IMAT2150:
Sinusrekka til cosinus

Vi bestemmer sinusrekka til cosinus (hva er cosinusrekka?):

Vi viser de 25 første leddene i rekka og ser at den tilnærmer funksjonen g(x) (den odde
utvidelsen til cosinus) meget godt, men vi ser også det såkalte Gibbs fenonemet. (Svingningene
rundt diskontinuiteten.) Hva skjer for x = 0 og x = π/2?

Vi har gjort beregningene ved hjelp av programsystemet Mathematica®.

3 / 58



IMAT2150:
Sinusrekka til cosinus

Vi bestemmer sinusrekka til cosinus (hva er cosinusrekka?):

Vi viser de 25 første leddene i rekka og ser at den tilnærmer funksjonen g(x) (den odde
utvidelsen til cosinus) meget godt, men vi ser også det såkalte Gibbs fenonemet. (Svingningene
rundt diskontinuiteten.) Hva skjer for x = 0 og x = π/2?

Vi har gjort beregningene ved hjelp av programsystemet Mathematica®.

3 / 58



IMAT2150:
Sinusrekka til cosinus

Vi bestemmer sinusrekka til cosinus (hva er cosinusrekka?):

Vi viser de 25 første leddene i rekka og ser at den tilnærmer funksjonen g(x) (den odde
utvidelsen til cosinus) meget godt, men vi ser også det såkalte Gibbs fenonemet. (Svingningene
rundt diskontinuiteten.) Hva skjer for x = 0 og x = π/2?

Vi har gjort beregningene ved hjelp av programsystemet Mathematica®.

3 / 58



IMAT2150:
Sinusrekka til cosinus

Vi bestemmer sinusrekka til cosinus (hva er cosinusrekka?):

Vi viser de 25 første leddene i rekka og ser at den tilnærmer funksjonen g(x) (den odde
utvidelsen til cosinus) meget godt, men vi ser også det såkalte Gibbs fenonemet. (Svingningene
rundt diskontinuiteten.) Hva skjer for x = 0 og x = π/2?

Vi har gjort beregningene ved hjelp av programsystemet Mathematica®.

3 / 58



IMAT2150:
Sinusrekka til cosinus

Vi bestemmer sinusrekka til cosinus (hva er cosinusrekka?):

Vi viser de 25 første leddene i rekka og ser at den tilnærmer funksjonen g(x) (den odde
utvidelsen til cosinus) meget godt, men vi ser også det såkalte Gibbs fenonemet. (Svingningene
rundt diskontinuiteten.) Hva skjer for x = 0 og x = π/2?

Vi har gjort beregningene ved hjelp av programsystemet Mathematica®.

3 / 58



IMAT2150:
Sinusrekka til cosinus

Vi bestemmer sinusrekka til cosinus (hva er cosinusrekka?):

Vi viser de 25 første leddene i rekka og ser at den tilnærmer funksjonen g(x) (den odde
utvidelsen til cosinus) meget godt, men vi ser også det såkalte Gibbs fenonemet. (Svingningene
rundt diskontinuiteten.) Hva skjer for x = 0 og x = π/2?

Vi har gjort beregningene ved hjelp av programsystemet Mathematica®.
3 / 58



IMAT2150:
Cosinusrekka til sinus

Vi bestemmer cosinusrekka til sinus.[1]Dvs. dens jamne utvidelse.
Vi viser summen av noen av de første leddene (med henholdsvis 1 og 2 ledd) i rekka.
Rask konvergens da funksjonen er glatt.
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IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 1 (8)

5 / 58



IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 2 (8)

6 / 58



IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 3 (8)

Merk både cosinus- og sinusledd i fourierrekka!
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IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 4 (8)

Fra det ovenfor har vi at an = 1/(nπ)2 og bn = −1/(nπ), dvs. an = b2
n for n = 1, 2, . . .,

som stemmer med det Mathematica® gir,
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IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 5 (8)

Nedenfor vises den periodiske versjonen av f (t) = t2 og henholdsvis 2 og 15 ledd av
fourierrekka. (Senere konvergens enn i det forrige eksemplet. Hvorfor?)
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IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 6 (8)

Nedenfor har vi den periodiske versjonen av f (t) = t2 og med periode 2
mens eksemplet ovenfor hadde periode 1.

10 / 58



IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 7 (8)
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IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 8 (8)

Hva er sammenhengen mellom koeffisientene i fourierrekka i de to siste eksemplene?
Kunne vi ha sett dette uten å beregne eksplisitt koeffisientene i det siste eksemplet?
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IMAT2150:
Dataverktøy for å beregne fourierrekker

Å beregne fourirerrekker fører ofte (som vi har sett) til mange (og ofte) kompliserte
integraler å beregne hvis det gjøres for hånd, men det finnes dataverktøy som gjør dette.

Jeg viser en 3-minutters demo av et slikt verktøy, som jeg enkelt og raskt installerte på min
private laptop for en rimelig penge.

Slike hjelpemidler (det er flere alternativer) kan være svært viktige i en travel ingeniørs
hverdag.
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https://www.google.com/search?channel=fs&client=ubuntu&q=fourier+series+mathematica+example##fpstate=ive&vld=cid:1a339416,vid:VF1tOcEVGyU,st:0
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IMAT2150:
En test

Her er f (x) ekvivalent med sin x + sin 2x + sin 3x + sin 4x .

La oss se om sinusrekka gjenskaper denne odde utvidelsen g(x) av f (x).
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IMAT2150

PARTIELLE DIFFERENTIALLIGNINGER
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IMAT2150:
Viktige typer av partielle differentialligninger (PDEs)

18 / 58



IMAT2150:
Viktige typer av partielle differentialligninger (PDEs)

19 / 58



IMAT2150:
Tilleggsbetingelser til PDEs

Det er svært viktig at differentialligningen suppleres med velegnede (riktige) tilleggsbetingelser
for å sikre at vi har (entydig) løsning i det tid- og romspennet vi er interessert i å modellere.

La en D(u) = 0 være en gitt partiell differentialligning.

Hvis (*) D(au + bv) = a D(u) + b D(v) for alle u og v og konstanter a og b, så sies
ligningen å være lineær (med konstante koeffisienter).

For eksempel vil den partielle differentialligningen ut = c2uxx oppfylle (*), og den er derfor
lineær. (Vis selv dette!)

Vi skal bare se på lineære partielle differentialligninger i dette faget.

20 / 58



IMAT2150:
Tilleggsbetingelser til PDEs

Det er svært viktig at differentialligningen suppleres med velegnede (riktige) tilleggsbetingelser
for å sikre at vi har (entydig) løsning i det tid- og romspennet vi er interessert i å modellere.

La en D(u) = 0 være en gitt partiell differentialligning.

Hvis (*) D(au + bv) = a D(u) + b D(v) for alle u og v og konstanter a og b, så sies
ligningen å være lineær (med konstante koeffisienter).

For eksempel vil den partielle differentialligningen ut = c2uxx oppfylle (*), og den er derfor
lineær. (Vis selv dette!)

Vi skal bare se på lineære partielle differentialligninger i dette faget.

20 / 58



IMAT2150:
Tilleggsbetingelser til PDEs

Det er svært viktig at differentialligningen suppleres med velegnede (riktige) tilleggsbetingelser
for å sikre at vi har (entydig) løsning i det tid- og romspennet vi er interessert i å modellere.

La en D(u) = 0 være en gitt partiell differentialligning.

Hvis (*) D(au + bv) = a D(u) + b D(v) for alle u og v og konstanter a og b, så sies
ligningen å være lineær (med konstante koeffisienter).

For eksempel vil den partielle differentialligningen ut = c2uxx oppfylle (*), og den er derfor
lineær. (Vis selv dette!)

Vi skal bare se på lineære partielle differentialligninger i dette faget.

20 / 58



IMAT2150:
Tilleggsbetingelser til PDEs

Det er svært viktig at differentialligningen suppleres med velegnede (riktige) tilleggsbetingelser
for å sikre at vi har (entydig) løsning i det tid- og romspennet vi er interessert i å modellere.

La en D(u) = 0 være en gitt partiell differentialligning.

Hvis (*) D(au + bv) = a D(u) + b D(v) for alle u og v og konstanter a og b, så sies
ligningen å være lineær (med konstante koeffisienter).

For eksempel vil den partielle differentialligningen ut = c2uxx oppfylle (*), og den er derfor
lineær. (Vis selv dette!)

Vi skal bare se på lineære partielle differentialligninger i dette faget.

20 / 58



IMAT2150:
Superposisjonsprinsippet

Merk: Differentialligningen er (må være) både linære og homogene.
(Det siste betyr null høyreside).

La v(x, t) = a f (x, t) + b g(x, t).

Da er vtt − c2 vxx = a (ftt − c2 fxx ) + b (gtt − c2 gxx ) = a × 0 + b × 0 = 0, så v(x, t)
er en løsning av utt − c2 uxx = 0 hvis f (x, t) og g(x, t) er løsninger.
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IMAT2150:
Randbetingelser

Rektangulær rand [a, b] × [c, d ] (x ∈ [a, b] og y ∈ [c, d]).
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IMAT2150:
Randbetingelser

Rektangulær rand [a, b] × [c, d ] (x ∈ [a, b] og y ∈ [c, d]).
(Fysisk tolkning: Null fluks over randen.)

23 / 58



IMAT2150:
Lineære PDEr og superposisjonsprinsippet
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IMAT2150:
Lineære PDEr og superposisjonsprinsippet
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IMAT2150:
Lineære PDEr og superposisjonsprinsippet
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IMAT2150:
Varmeligningen- separasjon av variable

Metoden med separasjon av variabler er en meget viktig og anvendbar metode som
bruker teorien om fourierrekker når det kommer til randkrav.

Metoden overfører den partielle differensialligningen til to ordinære differentialligninger.

Merk at vi her har både en intialbetingelse og en randbetingelse, som overføres til
initialbetingelser for de to ordinære differentialligningene.
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IMAT2150:
Varmeligningen - separasjon av variable

SEPARASJON AV VARIABLE

Vi løser ligningen Tt = Txx .

Merk at vi her får to enkle og kjente ordinære differentialligninger å løse (én i t og én i
x).[1]Disse ligningene er vel kjent allerede fra VG skole, men se "crash-kurset" for disse på neste
lysark.

Hvorfor må påstanden om k være riktig?[2] La g(t) = Ġ(t)/G(t) og f (x) = F ′′(x)/F (x). Både
den deriverte av g(t) = f (x) og f (x) = g(t) (mhp. henholdsvis de uavhengige t og x) er begge
0 (dvs. ġ(t) = ḟ (x) = 0 og f ′(x) = g ′(t) = 0). M.a.o. er begge disse funksjonene konstanter,
og når funksjonene er like, må disse konstantene også være like.
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IMAT2150:
Løsning av hjelpeligningene som oppstår i metoden med separasjon av variable

Ligningen Ġ(t) = k G(t) er enda enklere å løse enn ligningene nedenfor, og har løsning C ek t .
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IMAT2150:
Oppsummering hjelpeligningene i metoden med
separasjon av variable

Vi har (1) G ′(t) = kG(t) og (2) F ′′(x) = kF (x).

Løsning av (1): G(t) = C ekt .

(2) har karakteristisk ligning r2 = k (b = 0 og c = −k, se skjema).

For k > 0 er r1,2 = ±
√

k med løsning F (x) = A e
√

kx + B e−
√

kx .

For k = 0 er r1 = r2 = 0 (dobbelrot) med løsning F (x) = A + B x .

For k < 0 er r2 = k = −w2 (ω > 0), dvs. r1,2 = ±
√

k = ±ω i .
(r1,2 = a ± d i ; altså a = 0 og d = ω i skjema.)

Her er da derfor F (x) = A cosωx + B sinωx (±
√

k = ±ω i).

30 / 58



IMAT2150:
Oppsummering hjelpeligningene i metoden med
separasjon av variable

Vi har (1) G ′(t) = kG(t) og (2) F ′′(x) = kF (x).

Løsning av (1): G(t) = C ekt .

(2) har karakteristisk ligning r2 = k (b = 0 og c = −k, se skjema).

For k > 0 er r1,2 = ±
√

k med løsning F (x) = A e
√

kx + B e−
√

kx .

For k = 0 er r1 = r2 = 0 (dobbelrot) med løsning F (x) = A + B x .

For k < 0 er r2 = k = −w2 (ω > 0), dvs. r1,2 = ±
√

k = ±ω i .
(r1,2 = a ± d i ; altså a = 0 og d = ω i skjema.)

Her er da derfor F (x) = A cosωx + B sinωx (±
√

k = ±ω i).

30 / 58



IMAT2150:
Oppsummering hjelpeligningene i metoden med
separasjon av variable

Vi har (1) G ′(t) = kG(t) og (2) F ′′(x) = kF (x).

Løsning av (1): G(t) = C ekt .

(2) har karakteristisk ligning r2 = k (b = 0 og c = −k, se skjema).

For k > 0 er r1,2 = ±
√

k med løsning F (x) = A e
√

kx + B e−
√

kx .

For k = 0 er r1 = r2 = 0 (dobbelrot) med løsning F (x) = A + B x .

For k < 0 er r2 = k = −w2 (ω > 0), dvs. r1,2 = ±
√

k = ±ω i .
(r1,2 = a ± d i ; altså a = 0 og d = ω i skjema.)

Her er da derfor F (x) = A cosωx + B sinωx (±
√

k = ±ω i).

30 / 58



IMAT2150:
Oppsummering hjelpeligningene i metoden med
separasjon av variable

Vi har (1) G ′(t) = kG(t) og (2) F ′′(x) = kF (x).

Løsning av (1): G(t) = C ekt .

(2) har karakteristisk ligning r2 = k (b = 0 og c = −k, se skjema).

For k > 0 er r1,2 = ±
√

k med løsning F (x) = A e
√

kx + B e−
√

kx .

For k = 0 er r1 = r2 = 0 (dobbelrot) med løsning F (x) = A + B x .

For k < 0 er r2 = k = −w2 (ω > 0), dvs. r1,2 = ±
√

k = ±ω i .
(r1,2 = a ± d i ; altså a = 0 og d = ω i skjema.)

Her er da derfor F (x) = A cosωx + B sinωx (±
√

k = ±ω i).
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IMAT2150:
Varmeligningen - separasjon av variable

k > 0 tilfelle
Uinteressant tilfelle (kun trivielle løsninger)

F (0) = F (1) = 0 er ekvivalent med A + B = 0 og A e
√

k + B e−
√

k = 0, og vi får (e
√

k − e−
√

k ) A = 0. Da den første
faktoren er 0 hviss k = 0,[1]Hvis e

√
k − e−

√
k = 0. så er e2

√
k = 1, og derfor k = 0. må den andre faktoren være 0. Men,

da må A = B = 0, som påstått.
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IMAT2150:
Varmeligningen - separasjon av variable

k = 0 tilfelle
Uinteressant tilfelle (kun trivielle løsninger)
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IMAT2150:
Varmeligningen - separasjon av variable

k < 0 tilfelle
Uendelig mange løsninger:
e−n2π2t sin nπx, n = 1, 2, 3 . . .
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Varmeligningen - separasjon av variable

k < 0 tilfelle
Uendelig mange løsninger:
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IMAT2150:
Varmeligningen - separasjon av variable

Superposisjonsprinsippet kommer til nå anvendelse!
(Merk uendelig summering.)
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IMAT2150:
Varmeligningen - separasjon av variable

Bn er koeffisientene i sinus-rekken til sin2πx.

Detaljert utledning av formelen for T (x , t) følger på neste lysark.
(Formelen trenger ikke huskes til eksamen!)

35 / 58



IMAT2150:
Varmeligningen - separasjon av variable

Bn er koeffisientene i sinus-rekken til sin2πx.

Detaljert utledning av formelen for T (x , t) følger på neste lysark.
(Formelen trenger ikke huskes til eksamen!)

35 / 58



IMAT2150:
Varmeligningen - separasjon av variable

Bn er koeffisientene i sinus-rekken til sin2πx.

Detaljert utledning av formelen for T (x , t) følger på neste lysark.
(Formelen trenger ikke huskes til eksamen!)

35 / 58



IMAT2150:
Varmeligningen - separasjon av variable
(behandling av randkravet)

Merk at nevneren er 0 når n = 2.

36 / 58



IMAT2150:
Varmeligningen - separasjon av variable
(behandling av randkravet)

Merk at nevneren er 0 når n = 2.

36 / 58



IMAT2150

37 / 58



IMAT2150:
The power of Mathematica

Ved bruk av et programsystem for symbolsk matematikk som Mathematica® er integralene
ovenfor trivielle:[1]Merk unntakstilfellet n = 2 (pga. divisjon med 0 i formelen). Nevneren i
uttrykket er jo lik n × (n − 2)× (n + 2)π.

Merk også at cosπn = (−1)n.
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IMAT2150:
Varmeligningen - separasjon av variable
(behandling av randkravet)
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IMAT2150:
Varmeligningen - sinusrekka til sin2 πx

Summen av henholdsvis 4 og 8 ledd i fourierrekka (konvergens av rekka indikert):
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IMAT2150:
Varmeligningen
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IMAT2150:
Varmeligningen- sjekk av løsningen med derivasjon av den
tilhørende fourierrekka

Dvs. ut = k uxx , som det skal være (pr. konstruksjon).1

1For et randkrav som gjør at fourierrekka kan deriveres leddvis.
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IMAT2150:
Noen andre versjoner av varmeligningen

Vi har nå behandlet varmeligningen ut = uxx , men hva med varianter som
for eksempel ut = 2uxx og ut = 4uxx − 3u?
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IMAT2150:
Noen andre versjoner av varmeligningen

ut = 2uxx

Merk at FR her er cosinusrekka til u(0, x), som vi tidligere har sett er 29/2− 3/2 cos 2πx .[1]Vi brukte formelen
sin2 πx = (1− 2 cos 2πx)/2 til å omskrive uttrykket for f (x) = 13 + 3 sin2 πx .
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IMAT2150:
Noen andre versjoner av varmeligningen

ut = 4uxx − 3u

Merk at differentialligningen gir G′(t)F (x) = 4G(t)F ′′(x)− 3G(t)F (x), som etter deling med G(t)F (x) gir
G′(t)/G(t) = 4F ′′(x)/F (x)− 3. Men, F ′′(x)/F (x) er en konstant, si k, og vi får at G′(t)/G(t) = 4k − 3.
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IMAT2150:
Noen andre versjoner av varmeligningen

ut = 4uxx − 3u
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IMAT2150:
Bølgeligningen
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IMAT2150:
3D eksempel på bruk av metoden med separasjon av variable

Orienteringsstoff.

IKKE PENSUM!

Løsning av en 3D Laplace-ligning for en terning:

https://www.youtube.com/watch?v=xmGYZBbfEe8

https://www.youtube.com/watch?v=LNErOuQxmIY
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