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IMAT2150:

Noen flere eksempler pa fourerrekker

FLERE EKSEMPLER PA FOURIERREKKER
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IMAT2150: NTNL
Sinusrekka til cosinus

Vi bestemmer sinusrekka til cosinus (hva er cosinusrekka?):

:=Cos[x];

If[x>0,Return(Cos[x]],Return(-Cos[x]]];
FR=FourierSinseries(f[x],x,25]
PLot[(glx],%), (x,-Pi,Pi}]

8sin[2x] 16Sin[4x] 24Sin(6x] 32Sin[8x] 40Sin[10x] 48Sin[12x] 56Sin[14x] 64 Sin[16x]
3n 157 35 637 991 143 7 1957 2557
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IMAT2150: NTNL
Sinusrekka til cosinus

Vi bestemmer sinusrekka til cosinus (hva er cosinusrekka?):

fix ):
glx ]:=If[x>0,Return(Cos[x]],Return[-Cos[x])]];
FR=Fouriersinseriesfix],x,25]

Ploti(g(x],%], (x,-Pi,Pi}]

Cos[x];

8Sin[2 x 16 Sin[4 x 24sin(6x] 32Sin[8x] 40Sin[10x] 48Sin[12x] 56Sin[14x] 64Sin[16x]
3n 157 357 637 991 143 1 1957 2557

0.5
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IMAT2150:
Sinusrekka til cosinus

Vi bestemmer sinusrekka til cosinus (hva er cosinusrekka?):

fx_]:=Cos[x];

glx ) :=If[x>0,Return[Cos[x]] ,Return(-Cos[x]]];
FR=FourierSinseries(f[x],x,25]

Plot[(g[x],%}, (x,-Pi,Pi}]

8Sin[2x] 16Sin[(4x] 24Sin(6x] 32Sin(8x] 40Sin[10x] 48Sin[(12x] 56Sin[14x] 64Sin[16x]
3n 157 35 637 99 1 1437 1957 2557
1.0
0.5
I 1 I 1 I
-3 -2 1 2 3

Vi viser de 25 fgrste leddene i rekka og ser at den tilnarmer funksjonen g(x) (den odde

utvidelsen til cosinus) meget godt, men vi ser ogsa det sikalte Gibbs fenonemet. (Svingningene
rundt diskontinuiteten.) Hva skjer for x = 0 og x = 7/27 3 / 58
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IMAT2150:

Cosinusrekka til sinus

Vi bestemmer cosinusrekka til sinus.!

Vi viser summen av noen av de fgrste leddene (med henholdsvis 1 og 2 ledd) i rekka.
Rask konvergens da funksjonen er glatt.

1Dvs. dens jamne utvidelse.

4/58



IMAT2150:
Cosinusrekka til sinus

Vi bestemmer cosinusrekka til sinus.!

Vi viser summen av noen av de fgrste leddene (med henholdsvis 1 og 2 ledd) i rekka.
Rask konvergens da funksjonen er glatt.

flx 1:=Sin[x];
glx_]:=If[x>0,Return[Sin[x]],Return[Sin[-x]]]; (+++ even exstension
FR[m ] :=FourierCosSeries[f[x],x,m]

FR[2]

Plot((glx],%}, {x,-P1,Pi}]

FR[4]

PLOt[(g[x],%},(%,-P1,Pi}]

2 4Cos[2x 4 Cos (4 x]
2 4Cos[2x - ————
e - b 3n 157
s 3

1Dvs. dens jamne utvidelse.
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IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 1 (8)

NTNL

Eksempel 3.3: Finn Fourier-rekka til funksjonen f gitt ved
Fle)=1" nir0<i<l, f(r+1)=f(r)-

Bruk resultatet til 4 finne summen av den uendelige rekka som framkommer ndr 1 =0

0
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IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 2 (8)

Lgsning: Denne funksjonen har periode
p=2L=1 & L=1.
Dette forer til at

1.1,
L

og

T il
n—t=n-—t=2nnt.
L 3
Da blir

a, = %jolf(,‘) . :os(nft)dr = 2’[;12 -cos(2nxt)dt

=2- 4;_,"_, [Zﬂmcos(an) —sin(2nxt)+ 22701 sin(an):];

= 3 l] = (2Jm EDS(Z"I{)* sin (2mr)+ Zirznzsin(Zmr) —0+sin0— 0)
zm
1 1
=t l)=—s
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IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 3 (8)

j f sln n I drfzj'r sm(lmn)d

=2 #[cos(lnm) + 2;'rmsin(2nm)— 27t cos(lmn)]nl

4z'n’
:%(cos(Znn’)+2fmsin(2mr]72n2n1c05(2m{)7c05070+0)
'
=1 (1+0—2zzn1-1—1):L(—2”2n2):—i
270’ 2z’ zn

Altsd blir Fourier-rekka

a, +ia” cos(n%l)-f—ibn sin(n%[) +—Z cos(2nxt —izisin{an‘).
ol el Zuan

Nir =0, blir alle sinus-leddene lik null mens alle cosinus-faktorene blir lik 1. Da blir
1 1&g 1 =1 #

1 1
—+—}‘§F-1:E(l+0 =S —277———:g o 27:?

3o nh

Merk bade cosinus- og sinusledd i fourierrekka!
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IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 4 (8)

Fra det ovenfor har vi at a, = 1/(n7)? og b, = —1/(nw), dvs. a, = b2 for n=1,2, ...,
som stemmer med det Mathematica® gir,

an[n_]:=2Integrate[x~2 Cos[2 n Pi x],{x,0,1}1;
bn[n_]:=2Integrate[x~2 Sin[2 n PL x],{x,0,1}1;

an@Range[5]

bngRange[5]
11 11 11 11
- - - 3

2 pPiL 3 pPiL 4 P 5 Pi
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IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 5 (8)

Nedenfor vises den periodiske versjonen av f(t) = t? og henholdsvis 2 og 15 ledd av
fourierrekka. (Senere konvergens enn i det forrige eksemplet. Hvorfor?)

fv
5 y o ; S -
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IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 6 (8)

Nedenfor har vi den periodiske versjonen av f(t) = t? og med periode 2
mens eksemplet ovenfor hadde periode 1.

Gitt funksjonen

F()=r nar0sr<2, Flr+2)=f(r).
1) Skisser grafen til funksjonen, og angi perioden p.

2) Finn Fourier-rekka til funksjonen.

3) Bruk resultatet ovenfor til i finne summen av rekka ZL, .
et 1
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IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 7 (8)

= nar0<r<2, f(t+2)=

/M/

2) Rekka er av formen
ay + icl” cos(n-r)+ib,, sin(n-t)
= =

=
Il
>

t~ o
ot
— il

I

2 1z,

1 13
ay :Ei,f(’)d’:ﬁ =23 =
a, :lj':f(r) -cos[nfr}dr :lrrzcos(nm)dr

2(2ncos(2nn}n+(2n e —l)sm(ZWr)) 2(2n-1- ,,+0) 4

= ) 3 E)
nr nmT n

12 . s T2, .
b, :Zjl]f(r)-sln(nzr]dr:ﬂ“r sin(nt)dt

_ —2({2n’:r: - l)cos(Zn:r) —2nsin (2nz) 7 + 1)

33
nr

EpE) )
nr nr

:72({2:1’::: ~1):1-0+1) ) -2(2n2? 71+1):

IS
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IMAT2150:
Enda et fourierrekke-eksempel 8 (8)

e=l

Da blir rekka
4 4
2.2

3

3) Vi far rekka Zi nar cos(nm) =1 samtidig som sin(nfrt) =0, altsa ndr t =0
?

:‘_

Nir r =0 konvergerer rekka mot 4—;0 =2, slik at vi far

4 481

S 1 z 4
FRD e Er?[z*’]

3

"i
3 .

Hva er sammenhengen mellom koeffisientene i fourierrekka i de to siste eksemplene?
Kunne vi ha sett dette uten & beregne eksplisitt koeffisientene i det siste eksemplet?
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IMAT2150:

Dataverktgy for & beregne fourierrekker
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https://www.google.com/search?channel=fs&client=ubuntu&q=fourier+series+mathematica+example##fpstate=ive&vld=cid:1a339416,vid:VF1tOcEVGyU,st:0

IMAT2150:

Dataverktgy for & beregne fourierrekker

A beregne fourirerrekker fgrer ofte (som vi har sett) til mange (og ofte) kompliserte
integraler & beregne hvis det gjgres for hand, men det finnes dataverktgy som gjgr dette.
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IMAT2150:
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A beregne fourirerrekker fgrer ofte (som vi har sett) til mange (og ofte) kompliserte
integraler & beregne hvis det gjgres for hand, men det finnes dataverktgy som gjgr dette.

Jeg viser en 3-minutters demo av et slikt verktgy, som jeg enkelt og raskt installerte pd min
private laptop for en rimelig penge.
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IMAT2150:

Dataverktgy for & beregne fourierrekker

A beregne fourirerrekker fgrer ofte (som vi har sett) til mange (og ofte) kompliserte
integraler & beregne hvis det gjgres for hand, men det finnes dataverktgy som gjgr dette.

Jeg viser en 3-minutters demo av et slikt verktgy, som jeg enkelt og raskt installerte pd min
private laptop for en rimelig penge.

Slike hjelpemidler (det er flere alternativer) kan vaere sveert viktige i en travel ingenigrs
hverdag.
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https://www.google.com/search?channel=fs&client=ubuntu&q=fourier+series+mathematica+example##fpstate=ive&vld=cid:1a339416,vid:VF1tOcEVGyU,st:0
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IMAT2150:
En test

flx 1:=8in[x] + 2«Cos[x]+Sin[x] + 3xCos[x]"2+Sin[x] + 4«Cos[x]"3«Sin[x] - Sin[x]"3 - 4+Cos[x]«5in[x]"3;
gix_1:=If[x=0,Return(f[x]],Return[-f[-x]]];
FR[m_]:=FourierSinSeries[f[x],x,m]

FR[2]

Plot[{g[x],%},(x,-Pi,Pi}]

FR([3]

Plot[{g[x],%},(x,-Pi,Pi}]

FR(4]

Plot[{g[x],%}, (x,-Pi,Pi}]

FR[10]

Plot[{g[x],%},(x,-Pi1,Pi}]
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IMAT2150:
En test

flx 1:=8in[x] + 2«Cos[x]+Sin[x] + 3xCos[x]"2+Sin[x] + 4«Cos[x]"3«Sin[x] - Sin[x]"3 - 4+Cos[x]«5in[x]"3;
gix_1:=If[x=0,Return(f[x]],Return[-f[-x]]];

FR[m_]:=FourierSinSeries[f[x],x,m]
FR[2]

Plot[{g[x],%}, (x,-Pi,Pi}]

FR([3]

Plot[{g[x],%},(x,-Pi,Pi}]

FR(4]

Plot[{g[x],%}, (x,-Pi,Pi}]

FR[10]

Plot[{g[x],%},{x,-P1,Pi}]

Her er f(x) ekvivalent med sin x + sin 2x + sin 3x + sin 4x.

La oss se om sinusrekka gjenskaper denne odde utvidelsen g(x) av f(x).
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IMAT2150:
En test

V]'\L

Sin[x] + Sin[2 x

Sin[x] + Sin[2 x] + Sin[3 x]
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IMAT2150:
En test

Sin[x] +Sin[2x] + Sin[3 x] + Sin[4 X

Sin[x] +Sin[2x] +Sin[3 x] + Sin[4 x]

16 /58



IMAT2150

PARTIELLE DIFFERENTIALLIGNINGER
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IMAT2150:
Viktige typer av partielle differentialligninger (PDEs)

Important (one-dimensional) Examples
The (1D) heat equation. Given some heat source ¢(x,t) and some a,
find the temperature u(z. t) which fulfils

ot ('\5312

The (1D) wave equation. Find « that fulfils

= q(z,1)

u 2 Fu
or = o
where ¢ is the wave speed.
Vibration of an elastic beam (bar). Let ¢(x,¢) denote some
mechanical load of the bar. Find « which fulfils
&u 2 u

i T F g = a@t)
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IMAT2150:
Viktige typer av partielle differentialligninger (PDEs)

NTNL

Important (2D/3D) Examples
The (2D) wave equation. Find u = u(t, z, y) that fulfils

o2~ \ oz 0y?

where c is the wave speed

The (2D) Laplace equation. Find u = u(t, z, y) that fulfils

u N & u B
dr? | Iy
Introducing Au = % + ‘(if—’;‘ we can write this is in short as
Au=0

The (2D) Poisson equation. given some f = f(z.y), find u(z, y) such

that
Au = f.

19/ 58



IMAT2150:
Tilleggsbetingelser til PDEs

Det er sveert viktig at differentialligningen suppleres med velegnede (riktige) tilleggsbetingelser
for & sikre at vi har (entydig) Igsning i det tid- og romspennet vi er interessert i & modellere.
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IMAT2150:
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for & sikre at vi har (entydig) Igsning i det tid- og romspennet vi er interessert i & modellere.

La en D(u) = 0 vare en gitt partiell differentialligning.

Hvis (*) D(au + bv) = a D(u) + b D(v) for alle u og v og konstanter a og b, s3 sies
ligningen & veere linezer (med konstante koeffisienter).
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Hvis (*) D(au + bv) = a D(u) + b D(v) for alle u og v og konstanter a og b, s3 sies
ligningen & veere linezer (med konstante koeffisienter).

For eksempel vil den partielle differentialligningen u; = c?ux oppfylle (*), og den er derfor
linezer. (Vis selv dette!)
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IMAT2150:
Tilleggsbetingelser til PDEs

Det er sveert viktig at differentialligningen suppleres med velegnede (riktige) tilleggsbetingelser
for & sikre at vi har (entydig) Igsning i det tid- og romspennet vi er interessert i & modellere.

La en D(u) = 0 vare en gitt partiell differentialligning.

Hvis (*) D(au + bv) = a D(u) + b D(v) for alle u og v og konstanter a og b, s3 sies
ligningen & veere linezer (med konstante koeffisienter).

For eksempel vil den partielle differentialligningen u; = c?ux oppfylle (*), og den er derfor
linezer. (Vis selv dette!)

Vi skal bare se pa linezre partielle differentialligninger i dette faget.
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IMAT2150:

Superposisjonsprinsippet

Merk: Differentialligningen er (m& veere) bade linzere og homogene.
(Det siste betyr null hgyreside).
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IMAT2150:

Superposisjonsprinsippet

Merk: Differentialligningen er (m& veere) bade linzere og homogene.
(Det siste betyr null hgyreside).

Superposisjonsprinsippet

Setning (Superposisjonsprinsippet)

Huis f(x,y, z,t) og g(x,y,z,t) begge er lasninger av samme homagene linezre
partielle differensialikning, s3 er summen

af(x,y.z.t)+ bg(x,y,z t)

ogs3 en Igsning av den samme likningen for hvilket som helst par av konstanter a og b.

Bevis for wy — c2uy, = 0:

21/58



IMAT2150:

Superposisjonsprinsippet

Merk: Differentialligningen er (m& veere) bade linzere og homogene.
(Det siste betyr null hgyreside).

Superposisjonsprinsippet

Setning (Superposisjonsprinsippet)
Huis f(x,y, z,t) og g(x,y,z,t) begge er lasninger av samme homagene linezre
partielle differensialikning, s3 er summen

af(x,y.z.t)+ bg(x,y,z t)

ogs3 en Igsning av den samme likningen for hvilket som helst par av konstanter a og b.

Bevis for wy — c2uy, = 0:

La v(x, t) = af(x,t) + bg(x,t).

Daervttfczvxx:a(ft[752fxx)+b(gttfngxx):aXOerXO:O,sév(x,t)

er en Igsning av ugr — 2 e = 0 hvis f(x, t) og g(x, t) er Igsninger.
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IMAT2150:
Randbetingelser

Rektangulaer rand [a, b] X [c,d] (x € [a, b] og y € [c, d]).

Dirichletproblem

| et Dirichletproblem er verdien til den ukjente funksjonen gitt for randen til omradet.

Et spesialtilfelle er en rektangulaer rand:

flay) = Wiy)
flby) = Ely)
f(x,c) = 5(x)
f(x.d) = N(x).
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IMAT2150:

Randbetingelser

Rektangular rand [a, b] X [c,d] (x € [a, b] og y € [c, d]).
(Fysisk tolkning: Null fluks over randen.)

Neumannproblem

| et Neumannproblem er verdier til de deriverte av den ukjente funksjonen gitt pa
randen. For eksempel kan en slik ranbetingelse vaere

fila.y) =
fe(b.y)
fy(x, €)
f(x.d)

([l
oo o o
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IMAT2150:

Linexere PDEr og superposisjonsprinsippet

LINEARE PDEy

LI\ An) = o Voart v,
POE

E‘—i. DlVL\ =0 W W~
Wneav l/\l&*\. v
Dlan+bv) =aD(w + bDly)
0 b kongt, |,
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IMAT2150:

Linexere PDEr og superposisjonsprinsippet

DlamdLyy _

T——

(a4 Biir - (ans bv) x x

AL~ apax

+bvy, — bvy x

= ﬂ(h{t = ”"X\

FEOVEL —vexS

= adlw) + bD(v)
\

bele g o2 S0 spp
S”"Y"”YM‘)MOJ;MSL)MS .
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IMAT2150:

Linexere PDEr og superposisjonsprinsippet

Hfﬂr{v\, f—(jalsw
JPP 2
Vi hove

D{we+ bv) = Adln) 4bDlv)
Hnoa WogV wn lis an g
b D=0 *s D) = o
Som Ay oo v

{ve

Y(amddby) =a 0L 0
= 0
). anA by 0¢al

by a DEY 2o
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IMAT2150:

Varmeligningen- separasjon av variable
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IMAT2150:

Varmeligningen- separasjon av variable

Metoden med separasjon av variabler er en meget viktig og anvendbar metode som
bruker teorien om fourierrekker nar det kommer til randkrav.
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IMAT2150:
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IMAT2150:

Varmeligningen- separasjon av variable

Metoden med separasjon av variabler er en meget viktig og anvendbar metode som
bruker teorien om fourierrekker nar det kommer til randkrav.

Metoden overfgrer den partielle differensialligningen til to ordinzere differentialligninger.

Vi vil finne Igsningen av varmelikningen

aT T _
ot ax2

med initialbetingelse T(x,0) = sin? mx og randbetingelse T(0,t) = T(1,t) =0.
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IMAT2150:

Varmeligningen- separasjon av variable

Metoden med separasjon av variabler er en meget viktig og anvendbar metode som
bruker teorien om fourierrekker nar det kommer til randkrav.

Metoden overfgrer den partielle differensialligningen til to ordinzere differentialligninger.

Vi vil finne Igsningen av varmelikningen

aT T _
ot ax2

med initialbetingelse T(x,0) = sin? mx og randbetingelse T(0,t) = T(1,t) =0.

Merk at vi her har bade en intialbetingelse og en randbetingelse, som overfgres til
initialbetingelser for de to ordinzre differentialligningene.
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IMAT2150:

Varmeligningen - separasjon av variable
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IMAT2150:

Varmeligningen - separasjon av variable

SEPARASJON AV VARIABLE

Vi lgser ligningen Ty = Ty

Sett inn T(x, t) = F(x)G(t) i likningen
F(x)G'(t) = F"(x)G(t).
og separer

Gt _ F'(x)

G() ~ Fq)°
Hver side av liknigen er konstant lik k fordi VS er funksjon av t og HS er funsjon av x
Derfor har vi
G'(t) =k G(t) og F"(x) = k F(x)
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IMAT2150:

Varmeligningen - separasjon av variable

SEPARASJON AV VARIABLE

Vi Igser ligningen T = Tx«.

Sett inn T(x.t) = F(x)G(t) i likningen:
F(x)G'(t) = F"(x)G(¢t).
og separer
G'(t) _ F"(x)
() - F(x)
Hver side av liknigen er konstant lik k fordi VS er funksjon av t og HS er funsjon av x
Derfor har vi

G'(t) = k G(t) og F"(x) = k F(x)

Merk at vi her far to enkle og kjente ordinzere differentialligninger & Igse (én i t og én i x).!

IDisse ligningene er vel kjent allerede fra VG skole, men se "crash-kurset" for disse p3 neste lysark.
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IMAT2150:

Varmeligningen - separasjon av variable

SEPARASJON AV VARIABLE

Vi Igser ligningen T; = Tix.

Sett inn T(x, t) = F(x)G(t) i likningen:
F(x)G'(t) = F"(x)G(t).
og separer

G'(H) _ F'(x)

G(t)  F0)'
Huer side av liknigen er konstant ik k fordi VS er funksjon av t og HS er funsjon av x
Derfor har vi

G/(t) = K G(t) og F'(x) = k F(x)
Merk at vi her far to enkle og kjente ordinaere differentialligninger 3 Igse (én i t og én i x).!

Hvorfor ma pastanden om k vaere riktig??

IDisse ligningene er vel kjent allerede fra VG skole, men se "crash-kurset" for disse pa neste lysark.

2La g(t) = G(t)/G(t) og f(x) = F'’(x)/F(x). Bade den deriverte av g(t) = f(x) og f(x) = g(t) (mhp. henholdsvis de
uavhengige t og x) er begge 0 (dvs. g(t) = f(x) = 0 og f’(x) = g’(t) = 0). M.a.o. er begge disse funksjonene konstanter,
og nér funksjonene er like, ma disse konstantene ogsa vaere like.
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L¢Sning av hje|pe|igningene som oppstar i metoden med separasjon av variable

NTNL

Ligningen G(t) = k G(t) er enda enklere & Igse enn ligningene nedenfor, og har Igsning C ekt

Losningsmetode for difflikningen y" + by’ + cy = 0:

1) Difflikningen gir opphav til en ny likning
Pabrie=0 (3.11)

som kalles den karakteristiske likningen til difflikningen.

2) Losningene til difflikningen vil avhenge av losningene til an-

dregradslikningen (3.11), hvorav vi har folgende tre tilfeller:

a) To reelle rotter ry og r» (for eksempel r? + 2r —

0, der
rottene er 1 og —3). Da har vi losningsformel

y(x) = Ce™* + D™, C,DER. (3.12)

s

En reell rot 71 (for cksempel r2 4 27 + 1 = 0 der ry = ~1).
Losningsformelen viser seg na a bli

y(x) = Ce™™ 4 Dxe™*, C,DER. (3.13)

¢) To komplekse rotter ry og 77, 1y # 77. La oss kalle rottene vi
far i dette tilfellet for a+id og a—id (for eksempel likningen
24 2r + 3 = 0 gir rottene —1 + iv/2 og —1 — iv/2, dvs.
a=—1o0gd=+/2). Losningene av difflikningen viser seg na

a vare gitt ved formelen

y(x) = ¢ (C cos(dx) + Dsin(dr)), C,DER. (3.14)
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IMAT2150:
Oppsummering hjelpeligningene i metoden med
separasjon av variable

Vi har (1) G/'(t) = kG(t) og (2) F"(x) = kF(x).
Lgsning av (1): G(t) = C ekt.

2) har karakteristisk ligning r> = k (b = 0 og c = —k, se skjema).
g J
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IMAT2150:
Oppsummering hjelpeligningene i metoden med

separasjon av variable

Vi har (1) G/'(t) = kG(t) og (2) F"(x) = kF(x).

Lgsning av (1): G(t) = C ekt.

(2) har karakteristisk ligning r> = k (b =0 og c = —k, se skjema).
For k > 0 er rn» = +vk med Igsning F(x) = A eVix 4 BeVix,

For k =0 er rp = rp = 0 (dobbelrot) med Igsning F(x) = A+ B x.
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IMAT2150:
Oppsummering hjelpeligningene i metoden med
separasjon av variable

Vi har (1) G/'(t) = kG(t) og (2) F"(x) = kF(x).

Lgsning av (1): G(t) = C ekt.

(2) har karakteristisk ligning r> = k (b =0 og c = —k, se skjema).
For k > 0 er rn» = +vk med Igsning F(x) = A eVix 4 BeVix,

For k =0 er rp = rp = 0 (dobbelrot) med Igsning F(x) = A+ B x.

Fork<Oerr?=k=—w?(w>0),dvs. np=+vk=4wi
(npo=axdi; altsd a=0o0gd=uw iskjema.)

Her er da derfor F(x) = A coswx + Bsinwx (£vVk = Fw i).
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Varmeligningen - separasjon av variable

k > 0 tilfelle
Uinteressant tilfelle (kun trivielle Igsninger)

31/58



IMAT2150:

Varmeligningen - separasjon av variable

k > 0 tilfelle
Uinteressant tilfelle (kun trivielle Igsninger)

For positive verdier av k far vi
F(x) = AeV* 4 BeVEx,

o Randbetingelser T(0,t) =0 og T(1,t) =0 gir F(0)G(t) =0 og F(1)G(t) =
o Enten G(t) = 0 for alle verdier av t eller F(0) = F(1) = 0.

o Tilfellet G(t) =0 (konstant lik 0) er uinteressant.

@ Enden p3 “visen" er at A= B =0.
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IMAT2150:

Varmeligningen - separasjon av variable

k > 0 tilfelle
Uinteressant tilfelle (kun trivielle Igsninger)

For positive verdier av k far vi
F(x) = AeVk 4 BeVix,

o Randbetingelser T(0,t) =0 og T(1,t) =0 gir F(0)G(t) =0 og F(1)G(t) =
e Enten G(t) = 0 for alle verdier av t eller F(0) = F(1) = 0.

o Tilfellet G(t) = 0 (konstant lik 0) er uinteressant.

@ Enden p3 “visen" er at A= B =0.

F(0) = F(1) = 0 er ekvivalent med A+ B=0o0g A eVk +B eV = 0, og vi far (e‘/; - e_\/;) A = 0. Da den fgrste

faktoren er 0 hviss kK = O,1 ma den andre faktoren vaere 0. Men, da md A = B = 0, som pastatt.

THvis e\/; — efﬂ = 0. sder 62\/; = 1, og derfor k = 0.
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Varmeligningen - separasjon av variable

k = 0 tilfelle
Uinteressant tilfelle (kun trivielle Igsninger)
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IMAT2150:

Varmeligningen - separasjon av variable

k = 0 tilfelle
Uinteressant tilfelle (kun trivielle Igsninger)

For k =0 far vi F(x) = Ax+ B
o Randbetingelser T(0,t) =0 og T(1,t) =0 gir F(0)G(t) =0 og F(1)G(t) =0.
@ Enten G(t) = 0 for alle verdier av t eller F(0) = F(1) =0.
o Tilfellet G(t) =0 (konstant lik 0) er uinteressant.

@ Enden p3 “visen” erat A= B =0.
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Varmeligningen - separasjon av variable

k < 0 tilfelle
Uendelig mange Igsninger:
e~ 7t sin ntx, n=1,23...
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IMAT2150:

Varmeligningen - separasjon av variable

k < 0 tilfelle
Uendelig mange Igsninger:
e~ 7t sin ntx, n=1,23...

For negative verdier k = —w? far vi Igsninger
F(x) = Acoswx + Bsinwx

og G(t) = Ce "t
o Randbetingelser T(0,t) =0 og T(1,t) =0 gir F(0)G(t) =0 og F(1)G(t) =0.
o Enten G(t) = 0 for alle verdier av t eller F(0) = F(1) =0.
o Tilfellet G(t) =0 (konstant lik 0) er uinteressant.
o Daer F(0)=A=0o0g
e F(1) = Bsinw = 0. Det betyr at w = n7 der n er et heltall.
°

Uendelig mange Igsninger.

2t
e "™ tsinprx, n=1,23,...
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Varmeligningen - separasjon av variable

NTNL

Superposisjonsprinsippet kommer til n& anvendelse!
(Merk uendelig summering.)

Superposisjonsprinsippet: (generell Igsning)

)
T(x, t)= Z Bne™ ™™t sin nrx.

n=1

Initialbetingelse
T(x,0) = sin? mx

Fra generell Igsning

o0
T(x,0) = Z B, sin nmx.
=1
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IMAT2150:

Varmeligningen - separasjon av variable

2

@ Skriver om sin?7x =1 — cos? 7x = % — %COSZT(X.
@ Finner By-ene i sinus-rekken.
@ Da er Igsningen lik
—(2n—1y? sin(2n — 1)mx

T 1) = Z (2n71) (@n—17 - 4)r
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IMAT2150:

Varmeligningen - separasjon av variable

2

@ Skriver om sin?7x =1 — cos? 7x = % — %COSZT(X.
@ Finner By-ene i sinus-rekken.
@ Da er Igsningen lik
—(2n-1)? sin(2n — 1)mx

T 1) = Z (2n71) (@n—17 - 4)r

B,, er koeffisientene i sinus-rekken til sin?7x.
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IMAT2150:

Varmeligningen - separasjon av variable

2

@ Skriver om sin?7x =1 — cos? 7x = % — %COSZT(X.
@ Finner By-ene i sinus-rekken.
@ Da er Igsningen lik
—(2n-1)? sin(2n — 1)mx

Tl t) Z (2n71)((2n71) Y

B,, er koeffisientene i sinus-rekken til sin?7x.

Detaljert utledning av formelen for T(x, t) fglger pa neste lysark.
(Formelen trenger ikke huskes til eksamen!)
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IMAT2150:
Varmeligningen - separasjon av variable
(behandling av randkravet)

1
B, = g sinnme 1 — 1cos 2rx | do
1/, 2 2

! 1 1
= / (sin nmr — §sin(n — 2w — 3 sin(n + 2)7.‘1".) dz

—cosnwr+¥cos(n -+ ——— ! cos(n + 2)w
nm 2(n—2)m 2+ 2)w

—cosnwx+;cos( - + ! cos(n + 2)w
nm 2n—2)w T 2n+2)w

L 1 n _
(’E*mn_z ) )(H) *”—m -1

for n # 2.

Merk at nevneren er 0 ndr n = 2.
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IMAT2150:

The power of Mathematica

Ved bruk av et programsystem for symbolsk matematikk som Mathematica® er integralene
ovenfor trivielle:!

IMerk unntakstilfellet n = 2 (pga. divisjon med 0 i formelen). Nevneren i uttrykket er jo lik n X (n — 2) X (n+ 2)m.
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IMAT2150:
The power of Mathematica

Ved bruk av et programsystem for symbolsk matematikk som Mathematica® er integralene
ovenfor trivielle:!

2Integrate[Sin[n Pi x] Sin[Pi x]*2,{x,0,1}]

4 (-1 + Cos[n Pi])

(-4n+n)PL
n=2;2Integrate[Sin[n Pi x] Sin[P1 x]*2,{x,0,1}]

<]

IMerk unntakstilfellet n = 2 (pga. divisjon med 0 i formelen). Nevneren i uttrykket er jo lik n X (n — 2) X (n + 2)7.
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IMAT2150:
The power of Mathematica

Ved bruk av et programsystem for symbolsk matematikk som Mathematica® er integralene
ovenfor trivielle:!

2Integrate[Sin[n Pi x] Sin[Pi x]*2,{x,0,1}]

4 (-1 + Cos[n Pi])

(-4n+n)PL
n=2;2Integrate[Sin[n Pi x] Sin[P1 x]*2,{x,0,1}]

<]

Merk ogsa at cosmn = (—1)".

IMerk unntakstilfellet n = 2 (pga. divisjon med 0 i formelen). Nevneren i uttrykket er jo lik n X (n — 2) X (n + 2)7.
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IMAT2150:

Varmeligningen - separasjon av variable
(behandling av randkravet)

2 11 tro 1, 1,
By =— sin2mrxr | = — —cos27x | do = sin 27z — —sin0re — — sindrx ) do = 0.
1Jy 2 2 Jo 2 2

Vi har dermed

. . 8
SIn T — sin3mr—---— sin(2n—ra—-- -3

37 157 @n—D(2n— 12— 4)x

sin? mx ~ —

og Igsningen av initialverdiproblemet er

Z(Q e — 12— Dn e 1P gin (9 17z, (11.6)
—(2n— n—
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IMAT2150:
Varmeligningen - separasjon av variable
(behandling av randkravet)

NTNL

2 11 tro 1, 1,
By =— sin2mrxr | = — —cos27x | do = sin 27z — —sin0re — — sindrx ) do = 0.
1Jy 2 2 Jo 2 2

Vi har dermed

. . 8
I TE — sin 3wz —---— sin(2n—ra—-- -3

37 157 @n—D(2n— 12— 4)x

sin? mx ~ —

og lgsningen av initialverdiproblemet er

Z(Q e — I e 1P gin (9 17z, (11.6)
—(2n— n—

3En konsekvens av formelenerat 7 = 8% °7 m._—_”
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Varmeligningen - sinusrekka til sin® 7x

Summen av henholdsvis 4 og 8 ledd i fourierrekka (konvergens av rekka indikert):
1.0

05
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IMAT2150:

Varmeligningen

Upr = Uy (tz20 0=sx=s1)
u(@,0) = gz} O£
w(0,1) = a(t) (tZ0)
u(l,t)=blt) (20
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IMAT2150:
Varmeligningen- sjekk av Igsningen med derivasjon av den
tilhgrende fourierrekka

NTNL

o0
l\n 7r t nmwr
u(x,t) = B,e L2 sin (T)

n=1

du > kn?r? kn222¢  /NTX
—:—E ———B,e 1T sin I

o0
d*u nZm _En222¢ /ML
_—=— ———B,¢” L sin

Dvs. u; = k ux, som det skal vaere (pr. konstruksjon).!

IFor et randkrav som gjor at fourierrekka kan deriveres leddvis.
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IMAT2150:

Noen andre versjoner av varmeligningen

Vi har nd behandlet varmeligningen ur = uxx, men hva med varianter som
for eksempel Uy = 2uxx og ur = duxx — 3u?
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Noen andre versjoner av varmeligningen

ug = 2uxx

2 uf= 2 xx
dy0 , vg*g |
ufd,x) = GY) Fle)
Y fx) = k- F ()
G,HF) - [Z:EI é[-[—)

O N by [2,0) =, o)) -
(Nemanns, 10) X[I)’O
¥ ve—
> )5#{;&»{- keeamy gk makyale,
L{C L 75V WISN " “D‘-hrt L*)
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Noen andre versjoner av varmeligningen

ug = 2uxx
(’F) 3;.( r’lplr_ .F)l,) - 707
L 1e =+ 6)

k2o @ JRmell lgsn.

k=p- Fley = B

k<o

(‘/I'SSc 'v,')

{thzwwx
4 Bsinwx
Flo)=06 4 m=0n

Flyso Dlinw=o

W=nil- n3|
¥ = hwsn?x/ n3

45 /58



IMAT2150:
Noen andre versjoner av varmeligningen

NTNL

uy = 2uxx

( CI[+/= %’:le}

ey
) u”(i'x)’:fnﬂlm .
o Snirx
@Z Un(t)x) = a, .*Z-QH'C—D‘LFL"'
1 .
(rn hITX
L‘("M)= 134240 [Tx
%WMA R et
oy het v FR s

$Z
AIA 24y ~§TE
['tla(): T - T¢

—
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IMAT2150:

Noen andre versjoner av varmeligningen

uy = 2u,,

C'lyf = 1 GLE)

(

) ali) = G
o BniTx
@: Un (4 x) = 1, -’Z‘ln(_b'”ﬂ“'
’ (s nITX
Ulo,x)= 13+3sint Tx
lqwm» o per.
I”"'bIL{jP\L‘é m~ FR SX_Y
$L 24 4 =&ML
P AT
— e

Merk at FR her er cosinusrekka til u(0, x), som vi tidligere har sett er 29/2 — 3/2 cos 2mx.t

Vi brukte formelen sin? wx = (1 — 2 cos 27x)/2 til 4 omskrive uttrykket for f(x) = 13 + 3sin® 7x.
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Noen andre versjoner av varmeligningen

u = 4u,, — 3u

Uy =Hugy -

Uigo) = u(te)= 0

Ut x) = Gles - Flx)
e'W/ere) = 4r'f(x)/m) -
Pl ke K

Foy=f)= o

Merk at differentialligningen gir G’ (t)F(x) = 4G(t)F''(x) — 3G(t)F(x), som etter deling med G(t)F(x) gir
G'(t)/G(t) = 4F"'(x)/F(x) — 3. Men, F"’(x)/F(x) er en konstant, si k, og vi far at G’(t)/G(t) = 4k — 3.
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Noen andre versjoner av varmeligningen

NTNL

u =4u, — 3u
l
..tﬁl.-b)clﬂ k» 5 ,, b odnnel! lq,sn"j

Gl)=| K==w*<o (wyey
—-whi
Ce

Fle)e Awswi 4 bsinwx
bV= nT  ne i)
fle) = p 5o R

RO
C'H) = ("’k—’&\ - - 17’_“!‘.”>
Gl = p =™, -3)L '
M.,,[-I;’x),_ Bi(r"’/ﬁb)k

Sih Tfn L \LI)
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IMAT2150:
Bglgeligningen

[“44 = s
BC M(o,f) =U—(LIO) {:30

s [ju(x) 0) = §1x)

Up(x0)=g0)  ogx 2L
Wl ) = flx) C (4)

£ =kt =0 '
C-EkG =0 }ﬁ“f“‘s"-

,.fk WLM-\E | ong
'F[D): 0,

F:'(L.)::o (-fm&L)

Kun k< :
Cmf_w‘; By W s
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Bglgeligningen

[“44 = s
BC M(o,f) =U—(LIO) {:30

s [ju(x) 0) = §1x)

Up(x0)=g0)  ogx 2L
Wl ) = flx) C (4)

£ =kt =0 '
C-EkG =0 }ﬁ“f“‘s"-

,.fk WLM-\E | ong
'F[D): 0,

F:'(L.)::o (-fm&L)

Kun k< :
Cmf_w‘; By W s
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Bglgeligningen

€= -t / WS o

‘FL!) * Alawx 'f/b-‘l-h“\l)(

WL=nTT fohn | (8>
A;Dl
Lo pio;
WB=1)

fix)

= SLn
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Bglgeligningen

C SnT/re=0
G, )= B, ookt +3:.ci..4h1
X’L: (nT{‘/L

(’9 ‘ W, (nt) "’(%MN*’ +

bfL dind, E) .

L Sin EX
lwc,lz) =3 Z "-n(x, J-_)
h= )
W) = ="%in E
h=| = 3((1)
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Bglgeligningen

Wit 0) FRsinng o,
)

Bn = ‘—jib‘).ﬂ,n i Ax

) e o ()

R L
2 b, )'n Sm-—- e Lx)
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Bglgeligningen

Spestnfillelle  gix )zo,
=) 3: =0 ‘b':;o"'"j °t

\ﬂ'm.'!

Lgen. (W) blir Aa _

ki, 4) = 5%, b, ngi,’ﬁ Jin}l’ii"—(

I
'\h = C"%L.
ik

B, = "f_' § $laysin n"’[ A x
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Bglgeligningen

L o<>l<L/1
2y ) ¥ x<L
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Bglgeligningen

bnin_]1:=2/L (Integrate[2k/L x Sin[n Pi x/L],{x,08,L/2}]+Integrate[2k/L (L-x)
Sin[n Pi x/L],{x,L/2,L}]);

bn@Range [10]

fix_]:i=Module[{},L=10;k=1;If[x<L/2,Return[2k/L x],Return[2k/L (L-x)]1]11;
gix_1:=If[x>0,Return[f[x]],Return[-f[-x]117;

L=103k=1;

FR[m_]:=Sum[bn[n] Sin[n Pi x/L],{n,l,m}];
FR[1]

Plot[{g[x],®},{x,-L,L}]

FR[3]

Plot[{g[x],%},(x,-L,L)]
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Bglgeligningen

8k o 8k 8k 8k 8k
U2 ™ 792”2 95,27 7 Tag 2’ 7 g1’
8sin[2]
2
10
05
i s B 0
=05
10

-0.5
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IMAT2150:

3D eksempel pa bruk av metoden med separasjon av variable

Orienteringsstoff.

IKKE PENSUM!

Lgsning av en 3D Laplace-ligning for en terning:
https://wuw.youtube.com/watch?v=xmGYZBbfEe8

https://www.youtube.com/watch?v=LNErQuQxmIY
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