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IMAT2150

VIKTIG RETTELSE ang. øvinger:

Det er nok at 70% er godkjent for å kunne gå opp til eksamen
(og ikke 80% som ble opplyst på forrige forelesning).

Kort tilbakeblikk fra forrige forelesning
Refleksjon:
Noen læringspunkter basert på erfaring fra første forelesning.
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IMAT2150:
Læringsmål for forelesning I

LÆRINGSMÅL (forrige forelesning)

• Evaluering av polynom (bla. Horners metode) (S: 0.1)
• Binære tall - konvertering mellom desimaltall og binærtall

(begge veier) (S: 0.2)
• Andre tallsystem (S: 0.2)
• Flyttall: Representasjon, formater og beregninger (S: 0.3)
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IMAT2150: Binære tall - Flere eksempler

Merk at for 0.7 = 7/10 = 7/(2× 5) er nevneren ikke en toer-potens.

La oss kontrollere svaret!

Det nedenfor er en rettelse av det som ble vist på forrige forelesning!

La x = (0.10110)2.

Da er 2x = 1.0110 = 1 + 0110.

Med y = .0110 er 24 y = 0110 + y , så y = 6/15 = 2/5.

M.a.o. er 2x = 1 + y = 1 + 2/5 = 7/5, og x = 7/10 = 0.7, som skulle vises.
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IMAT2150:
Læringsmål for forelesning 2

LÆRINGSMÅL

• Tap av signifikante sifre (S: 0.4)
• Halveringsmetoden (S: 1.1)
• Fikspunktiterasjon (FPI) (S: 1.2)
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IMAT2150

TAP AV SIGNIFIKANTE SIFRE

6 / 33



IMAT2150:
Tap av signifikante sifre
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IMAT2150:
Tap av signifikante sifre
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IMAT2150:
Tap av signifikante sifre
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IMAT2150: Tap av signifikante sifre-
Stabil løsning av andregradsligningen

Eksempel 0.6 (s.17–18) x2 + 912 x − 3 = 0 i læreboka.

Brukes standard formel for løsningen av andregradsligningen så gir MATLAB
med minus foran rottegnet −2.824× 1011, som er korrekt med 4 signifikante
sifre.
Med pluss foran rottegnet gir MATLAB (og Python) 0, som opplagt er totalt
feil!

En modifisert formel (neste lysark) gir 1.1062× 10−11, som også er korrekt med
4 signifikante sifre.
Programsystemet Mathematica® (med utvidet presisjon) gir:
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IMAT2150: Tap av signifikante sifre-
Stabil løsning av andregradsligningen
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IMAT2150: Review of Calculus (SAUER 0.5)

Dette avsnittet i SAUER vil ikke bli gått igjennom fortløpende i sin helhet,
men jeg vil repetere stoff herfra første gang det er aktuelt å bruke det i
forelesningene.1

1Dette skal jo såvidt meg bekjent være kjent stoff fra tidligere.
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IMAT2150: KAPITTEL 1 SAUER

SAUER KAPITTEL 1
Løsning av ligninger med en ukjent

12 / 33



IMAT2150: Skjæringssetningen

Følgende setning er intuitivt riktig.1,2

Skjæringssetningen ("Intermediate Value Theorem")

Dersom f (x) er kontinuerlig på intervallet [a, b] og f (a)× f (b) < 0, så har ligningen f (x) = 0
minst én rot i (a, b).

Merk at ligningen kan ha røtter i intervallet (a, b) selv om f (a) og f (b) har samme fortegn,
men trenger ikke ha det.

Når f (x) oppfyller skjæringssetningen, så følger det at hvis f (x) strengt voksende eller strengt
avtagende i (a, b), så har ligningen f (x) = 0 én og bare én rot i (a, b).

1Hva skjer når du tegner grafen til en kontinuerlig (sammenhengende) funksjon fra et punkt under x-aksen til et punkt over
x-aksen uten å løfte blyanten?

2Se Theorem 0.4 SAUER 0.5. Setningen kan vises rigorøst matematisk, men beviset er langt fra enkelt og krever avansert
kjennskap til egenskapene til de reelle tallene.
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IMAT2150: Trinnene i halveringsmetoden

Skjæringssetningen danner grunnlaget for den såkalte
halveringsmetoden.
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IMAT2150: Valgene av rotintervallene i halveringsmetoden

Vi har et intervall (a, b) med midtpunkt m som indikert i den øverste boksen.
I de andre boksene er fortegnene til f (x) i disse punktene merket som P (positiv)
eller N (negativ) ettersom f (x) > 0 eller f (x) < 0.1

Dette gir oss informasjon hvor neste søkeintervall for halveringsmetoden er.
(Dvs. behold intervallet der funksjonen skifter fortegn.)

|a|m|b|

|P|P|N| r er i (m, b): sett a = m, behold b

|N|P|P| r er i (a,m): sett b = m, behold a

|P|N|N| r er i (a,m): sett b = m, behold a

|N|N|P| r er i (m, b): sett a = m, behold b

1Er f (m) = 0, så stopper halveringsmetoden da roten m er lokalisert.
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IMAT2150: Eksempel på bruk av halveringsmetoden

Bestem kvadratoten av 3.1

1Vi skal senere se på en raskere metode til å beregne kvadratrøtter på enn dette.
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IMAT2150: Eksempel fra SAUER på bruk av halveringsmetoden

Les dette eksemplet selv! (Sjekk at du forstår gangen i tabellen.)
Vis at ligningen f (x) = x3 + x − 1 = 0 har én og bare én rot i intervallet (0, 1),
og bruk halveringsmetoden til å bestemme en tilnærmelse til denne roten.

Setningen ovenfor viser at ligningen har én og bare én rot r i intervallet (0, 1).1

Vi ser at roten r ligger i intervallet (0.6816,0.6826), dvs. r = 0.6821± 0.0005.

1f (0) < 0, f (1) > 0 og f ′(x) > 0 i (0, 1).
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IMAT2150: Python kode for halveringsmetoden
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IMAT2150: Egenskaper til halveringsmetoden

Setning
Feilen i tilnærmingen xc til roten r etter n halveringer oppfyller |xc − r | < (b − a)/2n.1

Definisjon
Vi sier at xc som tilnærmelse til r er innenfor p korrekte desimaler når feilen er mindre enn
0.5 ×10−p .

Observasjon
Av setningen ovenfor følger:

For hver iterasjon i halveringsmetoden når den konvergerer øker antall riktige binære sifre i
tilnærmelsen til r med 1.[2]Vi skal senere se at for en konvergent Newton metode dobles antall
riktige binære sifre for hver iterasjon.

1For hver iterasjon halveres jo søkeintervallet.
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IMAT2150: Fikspunktiterasjon

FIKSPUNKTITERASJON
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IMAT2150: Fikspunktiterasjon

Definisjon
Vi sier at c er et fikspunkt for f (x) hvis og bare hvis f (c) = c .

En funksjon kan ha et, flere eller ingen fikspunkter.
Eksempelvis har f (x) = x2 − 3x + 3 fikspunktene 1 og 3.
(Vis det!) (Løs ligningen x2 − 4x + 3 = 0.)

For ligningen g(x) = x er fikspunktiterasjonen definert ved
xi+1 = g(xi) for i = 0, 1, 2 · · · for en startverdi x0.
Merk at iterasjonen trenger ikke, som vi skal se, å konvergere, men er g(x) kontinuerlig
og iterasjonen konvergerer mot (si) r, så er r et fikspunkt for g(x):
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IMAT2150: Eksempler på fikspunktiterasjon (FPI)

Ikke overraskende oppfører FPI seg forskjellig avhengig av valget av g(x)
for samme ligning.

Eksempel på FPI

Vi skal bestemme en rot til ligningen f (x) = x3 + x − 1 = 0 ved
hjelp av FPI med startverdi x0 = 0.5.[1]Dette er samme eksempel som det vi
brukte for halveringsmetoden.
Siden f (0) = −1 < 0, f (1) = 2 > 0 og f ′(x) > 0 i (0, 1), så har ligningen én og
bare én rot r = 0.682328 · · · i intervallet (0, 1). Dette er den eneste reelle roten
til ligningen.[2]De andre to røttene er kompleks-konjugerte.

Vi gjør tre omskrivninger av ligningen f (x) = 0 på formen x = g(x), nemlig for

1) g1(x) = 1− x3, 2) g2(x) = 3√1− x og 3) g3(x) = (2x3 + 1)/(3x2 + 1).[3]Vis selv at
disse er gyldige omskrivninger av ligningen. Merk at g3(x) fremkommer når vi anvender
Newtons metode på f (x) = 0. (Newtons metode gjennomgås senere).

Vi skal gi resultatet av FPI for hver av disse tilfellene på de neste lysarkene.
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IMAT2150: Eksempler på fikspunktiterasjon (forts.)

Tilfelle 1: g1(x) = 1− x3 (r = 0.682328 · · · )

FPI konvergerer ikke:
Den alternerer etter hvert mellom 0 og 1 som ikke er fikspunkter.
Vi observerer at |g ′(r)| > 1.3966 · · · > 1.
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IMAT2150: Eksempler på fikspunktiterasjon (forts.)

Tilfelle 2: g2(x) = 3√1− x (r = 0.682328 · · · )

FPI konvergerer (forholdsvis sakte).
Vi observerer at |g ′(r)| < 0.716 · · · < 1.

24 / 33



IMAT2150: Eksempler på fikspunktiterasjon (forts.)

Tilfelle 3: g3(x) = (2x3 + 1)/(3x2 + 1) (r = 0.682328 · · · )

FPI konvergerer, og myere raskere enn tilfelle 2.
Vi observerer at g ′(r) = 0.1

1Merk at g′
3(x) = 6x f (x)/(3x2 + 1)2, så g′

3(r) = 0 da f (r) = 0.
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IMAT2150: Geometrisk illustrasjon for eksemplene

I figuren er for eksemplene våre ovenfor
1) g1(x) = 1− x3 til venstre,
2) g2(x) = 3√1− x i midten og
3) g3(x) = (2x3 + 1)/(3x2 + 1) til høyre.
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IMAT2150: Fikspunktiterasjon - Geometrisk illustrasjon

Vi sier at r er et attraktivt fikspunkt for g(x) i FPI-en xi+1 = g(xi ) hvis |g ′(r)| < 1.

I figuren nedenfor er g ′(−1) = 5/2 > 1 og g ′(2) = 1/2 < 1, så 2 er et attraktivt
fikspunkt mens -1 er det ikke.

Uansett hvordan vi velger x0 der FPI konvergerer, så havner vi her i punktet (2, g(2)).
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IMAT2150: Middelverdisetningen

Middelverdisetningen er viktig, og vi skal bruke den flere ganger.1

Vi omskriver dette oftest som f (b)− f (a) = f ′(c)× (b − a) for en c i (a,b).

1Dette er teorem 0.6 fra SAUER 0.5.
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IMAT2150: Fikspunktiterasjon - VIKTIG

Teorem (FPI LOKAL konvergens)1

La g(x) være en kontinuerlig deriverbar funksjon der g(r) = r og S = |g ′(r)| < 1.

Da vil FPI konvergere lineært med hastighet S mot r for startverdier tilstrekkelig nært r .

Er ei = |xi − r | feilen i xi , så har vi at ei+1/ei → S < 1 når i →∞.

Dette følger av middelverdisetningen:

Vi har jo derav xi+1 − r = g(xi )− g(r) = g ′(ci ) (xi − r) for ci mellom xi og r , som er det
samme som å si at ei+1 = |g ′(ci )| ei .

I grensetilfellet sier dette at ei+1/ei → |g ′(r)| = S når i →∞.[2]Her har vi utelatt noen detaljer
i beviset for teoremet, se SAUER s. 36. (Kreves ikke til eksamen.)

Etter hvert som vi har konvergens vil vi ha ei+1 ≈ S /ei .

1Dette er teorem 1.6 i læreboka.
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IMAT2150: Løsning av oppgave 26

Oppgave 26
Anta at g(x) er kontinuerlig deriverbar på et lukket intervall der a ≤ g(x) ≤ b
for x ∈ [a, b] og |g ′(x)| < 1.
Vis at da har g(x) et og bare et fikspunkt i intervallet.

Løsning:
Med f (x) = x − g(x) er f (a) ≤ 0 og f (b) ≥ 0, så da sier skjæringssetningen at det er
minst et fikspunkt for g(x) i [a, b].

La α = g(α) og β = g(β) være to fikspunkter α 6= β i [a, b].

Da gir middelverdisetningen at α− β = g(α)− g(β) = |g ′(c)|(α− β) for
c i (a, b), dvs. at |α− β| = |g ′(c)||α− β| < |α− β| da |g ′(c)| < 1, så β = α, som påstått.1

MERK:
Hvorfor konvergerer da FPI metoden med g(x) som oppfyller betingelsene
ovenfor for alle startverdier x0 ∈ [a, b]?

1Da |α− β| 6= 0, gir |α− β| < |α− β|, dvs. den opplagte selvmotsigelsen 1 < 1.
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IMAT2150: Løsning av oppgave 26

Oppgave 26
Anta at g(x) er kontinuerlig deriverbar på et lukket intervall der a ≤ g(x) ≤ b
for x ∈ [a, b] og |g ′(x)| < 1.
Vis at da har g(x) et og bare et fikspunkt i intervallet.
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minst et fikspunkt for g(x) i [a, b].

La α = g(α) og β = g(β) være to fikspunkter α 6= β i [a, b].

Da gir middelverdisetningen at α− β = g(α)− g(β) = |g ′(c)|(α− β) for
c i (a, b), dvs. at |α− β| = |g ′(c)||α− β| < |α− β| da |g ′(c)| < 1, så β = α, som påstått.1

MERK:
Hvorfor konvergerer da FPI metoden med g(x) som oppfyller betingelsene
ovenfor for alle startverdier x0 ∈ [a, b]?

1Da |α− β| 6= 0, gir |α− β| < |α− β|, dvs. den opplagte selvmotsigelsen 1 < 1.

30 / 33



IMAT2150: Løsning av oppgave 26

Oppgave 26
Anta at g(x) er kontinuerlig deriverbar på et lukket intervall der a ≤ g(x) ≤ b
for x ∈ [a, b] og |g ′(x)| < 1.
Vis at da har g(x) et og bare et fikspunkt i intervallet.

Løsning:
Med f (x) = x − g(x) er f (a) ≤ 0 og f (b) ≥ 0, så da sier skjæringssetningen at det er
minst et fikspunkt for g(x) i [a, b].

La α = g(α) og β = g(β) være to fikspunkter α 6= β i [a, b].

Da gir middelverdisetningen at α− β = g(α)− g(β) = |g ′(c)|(α− β) for
c i (a, b), dvs. at |α− β| = |g ′(c)||α− β| < |α− β| da |g ′(c)| < 1, så β = α, som påstått.1

MERK:
Hvorfor konvergerer da FPI metoden med g(x) som oppfyller betingelsene
ovenfor for alle startverdier x0 ∈ [a, b]?

1Da |α− β| 6= 0, gir |α− β| < |α− β|, dvs. den opplagte selvmotsigelsen 1 < 1.

30 / 33



IMAT2150: Løsning av oppgave 26

Oppgave 26
Anta at g(x) er kontinuerlig deriverbar på et lukket intervall der a ≤ g(x) ≤ b
for x ∈ [a, b] og |g ′(x)| < 1.
Vis at da har g(x) et og bare et fikspunkt i intervallet.

Løsning:
Med f (x) = x − g(x) er f (a) ≤ 0 og f (b) ≥ 0, så da sier skjæringssetningen at det er
minst et fikspunkt for g(x) i [a, b].

La α = g(α) og β = g(β) være to fikspunkter α 6= β i [a, b].

Da gir middelverdisetningen at α− β = g(α)− g(β) = |g ′(c)|(α− β) for
c i (a, b), dvs. at |α− β| = |g ′(c)||α− β| < |α− β| da |g ′(c)| < 1, så β = α, som påstått.1

MERK:
Hvorfor konvergerer da FPI metoden med g(x) som oppfyller betingelsene
ovenfor for alle startverdier x0 ∈ [a, b]?

1Da |α− β| 6= 0, gir |α− β| < |α− β|, dvs. den opplagte selvmotsigelsen 1 < 1.

30 / 33



IMAT2150: Beregning av kvadratrøtter

Vi skal bestemme en effektiv metode for å beregne kvadratrøtter.
La s = √a for a > 0.
Hvis an er en tilnærmelse for s, da ligger s mellom an og a/an (hvorfor?).

Da vil middelverdien av disse to tilnærmelsene forhåpentligvis være en enda
bedre tilnærmelse til s.
For en startverdi a0 gir dette gir opphav til fikspunktiterasjonen

an+1 = g(an) = (an + a/an)/21

Iterasjonen er svært effektiv, se nedenfor. (Vis at g ′(
√

a) = 0!)[1]Når vi behandler Newton
iterasjon, skal vi se at dette sikrer såkalt kvadratisk konvergens.

1Da
√

a ∈ [an, a/an ] eller
√

a ∈ [a/an, an ] (hvorfor?), er middelverdien også innenfor intervallet.
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IMAT2150: Kvadratrøtter - Babylon (2000 – 1600 BC)

Babylonerne brukte 60-talls-systemet og ga tilnærmelsen
1.24.51.10 for

√
2 med metoden beskrevet på forrige slide.1

Det er virkelig imponerende at dette skjedde for så lang tid tilbake!1

1Dette er kun for informasjon og kreves ikke til eksamen.
1For over 3500 år siden.
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IMAT2150: Stoppekriterier for FPI

I stoppekriteriet nedenfor er θ > 0.
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	– Horners metode  (effektiv evaluering av polynomer)
	– Binære tall (2-tallsystemet)
	– Andre tallsystemer
	– Flyttallrepresentasjon på datamaskin

