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IMAT2150:
Læringsmål for dagens forelesning

LÆRINGSMÅL for dagens forelesning

• PA = LU faktorisering (S: 2.4)
• Feilkilder/Feilforplantning (S: 2.3)

(Merk: motsatt rekkefølge av det som er i SAUER.)
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IMAT2150:
Eksempel på hvorfor naiv GE må modifiseres

Gitt LS-et med koeffisientmatrise A =
(

δ −1
1 2

)
for δ > 0 og venstre side

b = [−1, 8]T .

Naiv Gauss eliminasjon (GE) på
(

δ −1 −1
1 2 8

)
gir
(

δ −1 −1
0 2 + 1/δ 8 + 1/δ

)
.

Med δ = 2−56 er 2 + 1/δ = (1 + 2−55)× 256, som på datamaskinen lagres som 1/δ = 256.

Videre er 8 + 1/δ = (1 + 2−53)× 256, som også lagres som 1/δ = 256.[1]For flytallsaritmetikken
i IEEE754 DP er 1 + µ = 1 for alle flyttall µ ≤ 2−53.

Vi sier at matrisekoeffisientene 2 og 8 har blitt "oversvømt" under den naive GE-en, og
det er det som skaper problemet med tapet av nøyaktighet.

Vi ser at dette fører til løsningen datamaskinen beregner er x1 = 0 og x2 = 1,[2]LS-et blir jo
δ x1 − x2 = −1 og (1/δ) x2 = 1/δ. (Egentlig returnerer datamaskinen x1 = 0.0. og x2 = 1.0).
noe som
er (som vi skal se) veldig unøyaktig for å si det mildt!

Vi skal nå bytte om på rekkefølgen av ligningene i LS-et før vi starter med GE-en (dvs. vi
velger 1 som pivotelement i stedet for δ � 1).
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IMAT2150:
Eksempel på hvorfor naiv GE må modifiseres (forts.)

Vi skal altså anvende GE med såkalt partiell/delvis privotering (altså ta hensyn til at
radombytting kan være nødvendig).

Etter ombytting av radene i LS på forrige slide gir dette LS-et
(

1 2 8
δ −1 −1)

)
med(

1 2 8
0 −(1 + 2δ) −(1 + 8δ)

)
etter GE-en.

Dette lagres i datamaskinen som
(

1 2 8
0 −1 −1

)
,[1] For flytallsaritmetikken i IEEE754 DP

er som sagt tidligere 1 + µ = 1 for alle flyttall µ ≤ 2−53. Og, da 2δ < 2−53 og 8δ = 2−53, er
1 + 2δ = 1 + 8δ = 1. som igjen fører til (som vi skal se)

den svært nøyaktige løsningen x1 = 6.0 og x2 = 1.0.

Med partiell pivotering (PP) for GE-en har vi altså unngått det forrige tapet av nøyaktigheten.

Ved PP bruker vi maksimale (i tallverdi) pivotelementer for hver kolonne under hele GE-en.
Dette hindrer at eliminasjonene "ødelegger" de andre ligningene.
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IMAT2150:
Behov for modifisering av den naive Gauss eliminasjonen

Merk at den nøyaktige løsningen x1 = 6.0 og x2 = 1.0 på forrige lysark ikke er eksakt!

Python (IEEE754 DP) til venstre og Mathematica® til høyre:[1]Til venstre ovenfor er det gitt
to forskjellige numeriske løsninger mens til høyre er det gitt den eksakte løsningen. (Merk hvor
god løsningen (6.0, 1.0) er i forhold til den eksakte løsningen.)

Bruk av python-funksjonene gausseliminasjon og backsub bekrefter de løsningene vi allerede har funnet for de to
ligningssystemene.
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IMAT2150: PA LU faktorisering

PA LU FAKTORISERING [S:2.4]
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IMAT2150: Delvis pivotering
Eksempel 2.15 i SAUER

VALG AV PIVOTELEMENTER
Av kolonneelementene, velg det elementet som har størst tallverdi som pivotelement
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IMAT2150: Permutasjonsmatriser-
Definisjon og egenskaper
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Definisjon og egenskaper
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IMAT2150: PA LU faktorisering

Når vi skal beregne LU faktoriseringen for PA for en gitt matrise A
gjennomfører vi følgende trinn:
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IMAT2150: EKSEMPEL PA LU faktorisering
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IMAT2150: EKSEMPEL PA LU faktorisering
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IMAT2150: SJEKK av PA LU faktoriseringen
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IMAT2150: LU faktorisering med PIVOTERING-
Eksempel 2.16 (SAUER)

Bestem PA = LU faktoriseringen av A =
( 2 1 5

4 4 −4
1 3 1

)
.

Med P =
( 0 1 0

0 0 1
1 0 0

)
, L =

( 1 0 0
1/4 1 0
1/2 −1/2 1

)
og U =

( 4 4 −4
0 2 2
0 0 8

)
er PA = LU.

Kontroller selv at PA = LU!

Et detaljert beskrivelse på hvordan denne faktoriseringen PA = LU oppnås gis på neste lysark.

Vi utelater beviset for at algoritmen fungerer i det generelle tilfellet.
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IMAT2150: Detaljer for SAUER eksempel 2.16

Vi starter med P og A henholdsvis til venstre og høyre (←→ indikerer radbytte).
Pivotelementene nedenfor er uthevet i blått.
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IMAT2150:
Løsning av LS fra eksempel 2.16 (eksempel 2.17)
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IMAT2150:
Løsning av LS fra eksempel 2.16 (eksempel 2.17)
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IMAT2150:
Bruk av python til å løse LS-et fra eksempel 2.17 ovenfor

Merk at biblioteket scipy er brukt.

Gir igjen løsningen [−1, 2, 1].
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IMAT2150: Noen observasjoner om LU faktorisering

Nedenfor antas A å være en kvadratisk matrise.

Observasjoner
1) Ikke alle A har en LU faktorisering, som

(
0 1
1 1
)
,1 men

(
1 1
0 1
)
har.2

2) For alle ikke-singulære A (dvs. det(A) 6= 0) finnes det en permutasjonsmatrise P
slik at PA har en LU faktorisering.

3) Hvis vi møter et pivotelement som er null for en kolonne under delvis pivotering
av A, så har ikke LS-et med A som koffisientmatrise noen løsning.3

1Se SAUER eksempel 2-9, s-84.
2Hvorfor?
3A er jo en singulær matrise.
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IMAT2150:
Feilkilder ved løsning av lineære ligningssystem

FEILKILDER/FEILFORPLANTNING [S:2.3]
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IMAT2150:
Feilkilder ved løsning av lineære ligningssystem

For et lineært ligningssystem A x = b kan feil og unøyaktigheter oppstå
pga.
1) en dårlig kondisjonert koeffsientmatrise A og/eller såkalt
2) "swamping" (oversvømming av sifre).

For å diskutere 1. trenger vi noen definisjoner av begrep som normer og kondisjonstall. For
såkalte "ill-conditioned" systemer kan løsningen x være svært sensitiv for inngangsdata.

Utfordringen under 1. ligger i egenskaper til selve koeffisientmatrisa A til systemet og ikke i
løsningsmetoden. Det er derfor viktig å identifisere denne situasjonen før en går i gang med
selve løsningen av systemet.

Utfordringen under 2. er allerede behandlet under pivotering, og kan slik som vi har sett
addresseres godt under løsningen av ligningssystemet.

I læreboka er det definert mange forskjellige normer, men vi skal legge hovedvekt på uendelig-
normen. Vi skal ved hjelp av normbegrepet utvikle kriterier (kondisjonstall for A) for å måle
hvor sterk feilforsterkningen kan være.

Normer sier noe om størrelsen av elementene til vektorer og matriser.
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IMAT2150:
Vektor- og matrisenormer

Vektornormer
La vektoren [x1, x2, x3, · · · , xn] ∈ Rn være gitt.

Vi definerer følgende såkalte vektornormer:1

Matrisenormer
For en n × n matrise A definerer vi følgende normer:

||A||∞ = maksimal absolutt radsum

||A||1 = maksimal absolutt kolonnesum

||A||2 = maksimal absolutt egenverdi

1Merk at ||x||max er det samme som ||x||∞.
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IMAT2150:
Eksempler på utregning av matrisenormer
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IMAT2150:
Definisjoner på forskjellige feiltyper for A x = b

Definisjonene her er analoge med de tilsvarende definisjoner i kapittel 1.
I øvingene blir dere bedt om å regne eksempler på disse feiltypene.
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IMAT2150:
Definisjoner av kondisjonstall for en matrise

Den siste påstanden ovenfor teorem 2.6 fra SAUER. Vi utelater beviset.
Merk at vi skal maksimum når vi betrakter alle mulige høyresider og allikevel ender opp med den enkle formelen for
cond(A) ovenfor!
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IMAT2150: Matrisenorm/Normer generelt
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IMAT2150:
Eksempel på beregning av kondisjonstall

Bestem kondisjonstallet til A =
(

1 1
1 + δ 1

)
for δ > 0.

Vi trenger A−1.
Kondisjonstallet (med hensyn på uendelignormen) er ||A||∞ × ||A−1||∞.
Vi har at

A−1 =
(

−1/δ 1/δ
(1 + δ)/δ −1/δ

)
, så ||A||∞ = 2 + δ og ||A−1||∞ =

1 + 2/δ. Vis dette!1

M.a.o. så er cond∞ = (δ + 2)2/δ ≈ 4/δ hvis δ � 1.

Vi skal bruke dette på eksemplet på neste lysark.

1Bruk at at determinanten til A er lik −δ og at for M =
(

a b
c d

)
er M−1 =

(
d −b
−c a

)
/(ad − bc) for determinanten

λ = ad − bc til M. (Vi har at M er inverterbar hvis og bare hvis λ 6= 0.)
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IMAT2150:
Eksempel 2.11 SAUER (spesialtilfelle av forrige eksempel)

Her gir SAUER kondisjonstallet ≈ 4× 104 (som vi også får fra forrige lysark1) og vi kan derfor
forvente med IEEE754 DP 16− 4 = 12 korrekte signifikante sifre i løsningen av LS.

MATLAB (SAUER s. 89) og Python (nedenfor) gir samme resultat.[2]Eksakt løsning av LS-et
med koeffisientmatrise A og høyreside (2, 2 + δ)T er x1 = x2 = 1.

1Her er δ = 10−4, så kondisjonstallet etter forrige lysark er tilnærmet lik 4/δ = 4× 104.
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IMAT2150: Hilbert-matrisa og dens kondisjonstall

Hilbert-matrisa er den alltid inverterbare n × n matrisa H = (hij) der
hij = 1/(i + j − 1) for j = 1 · · · (1) · · · n.
Kondisjonstallet for H vokser svært fort med økende n.

Anta at vi har et LS med koeffisientmatrise H og en venstreside valgt
slik at LS-et har den eksakte løsningen er x1 = 1, x2 = 1, · · · , xn = 1.[1]Velg
venstresiden lik H × [1, · · · ,1]T.
Allerede for n = 13 vil vi da ikke kunne forvente (garantere) noen korrekte
sifre i løsningen med IEEE754 DP presisjon. (Se neste lysark.)

For n = 10 kan vi kun forvente 3 korrekt sifre.[2]For n = 10 er cond∞(H) ≈ 1013
og for n = 13 er cond∞(H) ≈ 1017.
Det skal sies at H er langt i fra representativ for de koeffisientmatriser
vi vil vanligvis vil støte på, men det er vel å merke seg at LS med dårlig
kondisjonerte koeffisientmatriser forekommer, og da er det viktig å være
oppmerksom.
(H er diskutert i eksempel 2.12, s. 89 i SAUER.)
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IMAT2150:
Et eksempel for LS Hx = [1, · · ·, 1]T

Python-kode og løsninger for LS-et Hx = [1, · · · , 1]T for n = 13 med
kondisjonstall ≈ 1017.
LS-et er løst med IEEE754 DP.

Merk fraværet av korrekte sifre i noen av løsningene.
(Eksakt løsning er x1 = 1, x2 = 1, · · · , x13 = 1.)
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