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IMAT2150: Høsten 2023

Kent Holing, NTNU (13. september 2023)
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IMAT2150:
Læringsmål for dagens forelesning

LÆRINGSMÅL for dagens forelesning
IVP = Initial Value Problem

• System av første ordens ligninger/Høyere ordens
ligninger (forts.)(S: 6.3)
• Runge Kutta metoder/Anvendelser (S: 6.4)
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IMAT2150: Systemer av ordinære differentialligninger

La
y′ = f(t, y)

være et såkalt system av ordinære differentialligninger (som består av flere skalare ligninger) .

Slike systemer kan alltid omskrives til det autonome systemet[1]I et autonomt
system er ikke f(t, y) eksplisitt avhengig av t.

z′ = F(t, z)

z =
[
t
y

]
, F(z) =

[
1

f(t, y)

]
.

3 / 50



IMAT2150: Systemer av ordinære differentialligninger

La
y′ = f(t, y)

være et såkalt system av ordinære differentialligninger (som består av flere skalare ligninger) .

Slike systemer kan alltid omskrives til det autonome systemet[1]I et autonomt
system er ikke f(t, y) eksplisitt avhengig av t.

z′ = F(t, z)

z =
[
t
y

]
, F(z) =

[
1

f(t, y)

]
.

3 / 50



IMAT2150: Systemer av ordinære differentialligninger

La
y′ = f(t, y)

være et såkalt system av ordinære differentialligninger (som består av flere skalare ligninger) .

Slike systemer kan alltid omskrives til det autonome systemet1

z′ = F(t, z)

z =
[
t
y

]
, F(z) =

[
1

f(t, y)

]
.

1I et autonomt system er ikke f(t, y) eksplisitt avhengig av t.

3 / 50



IMAT2150: Høyere ordens ligninger og systemer

Vi kan også alltid skrive om høyere ordens ligninger til første ordens
systemer.

Eksempel:
Matematisk pendel[1]Vi definerer de forskjellige størrelsene i pendelligningen
presist senere. (andre ordens differentialligning)

m L θ′′ = F = −mg sin θ

Sett θ1 = θ og θ2 = θ′ og få systemet

θ′
1 = θ2

θ′
2 = −g/L sin θ1

av første orden med θ = [θ1, θ2]T ∈ R2.[2]Vi har utelatt initialbetingelsene for
θ(0) og θ′(0) her.
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IMAT2150: Høyere ordens ligninger og systemer

Vi kan også alltid skrive om høyere ordens ligninger til første ordens
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IMAT2150:
Fra høyrere ordens ligninger til system av første orden
Generelt tilfelle
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IMAT2150: Eksempel
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IMAT2150:
Pendel eksempel
Matematisk modell med dempning (b 6= 0)

θ(0) = θ0 og θ̇(0) = Ω0
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IMAT2150:
Pendel eksempel
Matematisk modell uten dempning (SAUER, s. 306)

Her er b = 0, θ(0) = π/2 og θ̇(0) = 0.

Merk her er Eulers metode brukt med tidsstegene h = 0.01 og h = 0.001.
(Jfr. modelligningen på forrige lysark.)

Den største steglengden gir en unøyaktig løsning som gir økning i energien.
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IMAT2150:
Pendel eksempel
Matematisk modell med dempning

Merk scipy.integrate.odeint er brukt.
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IMAT2150: Himmellegemer

Tre himmellegemer med masse m1, m2 og m3, og posisjoner p1 = (x1, y1, z1),
p2 = (x2, y2, z2) og p3 = (x3, y3, z3) er gitt med innbyrdes avstander

r12 =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2
r23 =

√
(x3 − x2)2 + (y3 − y2)2 + (z3 − z2)2

r13 =
√

(x3 − x1)2 + (y3 − y1)2 + (z3 − z1)2 .

Tyngdekraften mellom legemene er da

Fi på j = Gmimj

r3ij
(xi − xj , yi − yj , zi − zj) .
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IMAT2150: Himmellegemer

Akselerasjonen til legemene er

a1 = F2→1 + F3→1
m1

a2 = F1→2 + F3→2
m2

a3 = F1→3 + F2→3
m3

.
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IMAT2150: Himmellegemer

Første ordens system for 3 himmellegemer

p′
1 = v1

v ′
1 = Gm2

r312
(p2 − p1) + Gm3

r313
(p3 − p1)

p′
2 = v2

v ′
2 = Gm1

r312
(p1 − p2) + Gm3

r323
(p3 − p2)

p′
3 = v3

v ′
3 = Gm1

r312
(p1 − p3) + Gm2

r323
(p1 − p3)
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IMAT2150: En anvendelse for Apollo romferdene 1(2)
"The orbit that put men on the moon" [Arenstorf, NASA (1963)]

Kilde:
https://www.johndcook.com/blog/2020/02/08/arenstorf-orbit/

De interesserte kan også sjekke ut https://orbitntnu.com/ ! 14 / 50

https://www.johndcook.com/blog/2020/02/08/arenstorf-orbit/
https://orbitntnu.com/


IMAT2150: En anvendelse for Apollo romferdene 2(2)
"The orbit that put men on the moon" [Arenstorf, NASA (1963)]
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IMAT2150: Himmellegememodeller
Nettressurser

EKSEMPLER på bruk av himmellegememodeller:

Simulering av et 2-legemers tilfelle 1 (@YouTube)

Simulering av et 2-legemers tilfelle 2 (@YouTube)

Simulering av et 3-legemers tilfelle (Kilde: Hans Rivertz, NTNU)

At så intrikate vekselvirkninger kan oppstå ved bevegelse av system med så få legemer
som 2 og 3 er virkelig fascinerende (og kanskje overraskende for mange).
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https://www.youtube.com/watch?v=lyXRIbE2RoA
https://www.youtube.com/watch?v=HPvbKpVSACw
https://folk.ntnu.no/rivertz/OrbitPub/demos/webkit/ThreeBodyCafePub.html?fig=24pi/17


IMAT2150: Runge Kutta metoder 1(7)

ERRATUM: Øvre grense i Σ i uttrykket for kr nedenfor skal være r − 1 og ikke r .10

10Det ville gitt en implisitt RK metode, som vi ikke studerer her. Feilen er rettet opp nedenfor (lysark 20).
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IMAT2150: Runge Kutta metoder 2(7)
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IMAT2150: Runge Kutta metoder 3(7)
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IMAT2150: Runge Kutta metoder 4(7)
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IMAT2150: Runge Kutta metoder 5(7)
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IMAT2150: Runge Kutta metoder 6(7)

ERRATUM: Ang. kommentarern om Simpsons integrasjonsmetode nedenfor , så skal det være
for ikke autonome systemer, dvs. y ′(t) = f (t).
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IMAT2150: Runge Kutta metoder 7(7)
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IMAT2150:
Bakgrunn for RK4 metoden

Vi skal bruke RK4 på y ′(t) = y med y(0) = 1, som har den eksakte løsningen et .

RK4-tilnærmingen til løsningen med et skritt av lengde h er gitt på første linje
nedenfor.

Vi ser at dette sammenfaller med Taylor-rekken for et opp til og med O(h4) (linje 2).

Dette er ingen tilfeldighet, men ligger i selve konstruksjonen av RK-metoder:

RK-metoder av orden k er slik at tilnærmingen til løsningen av y ′ = f (t, y) sammenfaller
med Taylor-rekken av den eksakte løsningen opp til og med O(hk ).

Dette oppnås med bruk av lineære kombinasjoner av fire f (., .) verdier.1

1Litt komplisert å vise, men se lysark 26. (Buthcer sine konvergensbetingelser for (eksplisitte) RK-metoder med orden opp til
og med 4.)
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IMAT2150: Runge Kutta metoder 7(7)

Skjemaene nedenfor kalles også Butcher-tabeller.1

Skjema for Eulers metode 0 0
1

Skjema for Trapesmetoden
0 0 0
1 1 0

1/2 1/2

Skjema for Midtpunktsmetoden
0 0 0

1/2 1/2 0
0 1

Skjema for RK4

0
1/2 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

1"Butcher tableus".
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IMAT2150:
Konvergensbetingelser for RK metoder
Orienteringssak
IKKE PENSUM

For Heuns metode ("improved Euler"/eksplisitt trapesmetode) har vi b1 = b2 = 1
2 og c1 = 0 og c2 = 1, som

stemmer med at metoden har orden 2. (Betingelsene 1 og 2 er oppfylt, men det er ikke betingelse 3.) Sjekk selv for RK4!
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IMAT2150:
Python kode for RK4 (skalar)
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IMAT2150:
Python kode for RK4 (autonomt system)
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IMAT2150:
Python kode for RK4 (system) (Anvendt for pendelen uten demping)
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IMAT2150: Runge Kutta metoder - Et tilbakeblikk
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IMAT2150: Runge Kutta metoder - Et tilbakeblikk
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IMAT2150: Runge Kutta metoder - Et tilbakeblikk
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IMAT2150:
RK4 oppsummering
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IMAT2150:
RK4 eksempel

ERRATUM: Sløyf siste uttrykk på neste siste linje!
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IMAT2150:
RK4 eksempel

Husk at f (Y ) = f ((u, v)t )) = (v ,−g sin u)T .
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IMAT2150:
RK4 eksempel
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IMAT2150:
RK4 eksempel

Bestem hvor lang tid det tar for pendelen å komme fra utgangspunktet (θ = θ0) til
θ = 0 for første gang.

Ovenfor er det utdrag av resultat på bruk av RK4 på pendelproblemet med skrittlengde
h = 1/32.

La θ skifte fortegn fra positiv til negativ for første gang i tabellen ved t = t̃ = 0.5625.

Da er t̄ − u(t̃)/v(t̃) en mye bedre tilnærming til det det spørres om. (Hvorfor?)

Svar: 0.5344 sekunder.
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IMAT2150:
Spesialtilfelle av en-skrittsmetoder
f (t, y) = f (t) er kun avhengig av t
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IMAT2150:
RK4 eksempel (SAUER 6.51)

IVP er løst eksakt på side 291 i Sauer i eksempel 6.6.
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IMAT2150:
Illustrasjon av konvergens av RK4 (SAUER 6.51)

Figuren viser tydelig at RK4 er en metode av orden 4.
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IMAT2150:
Modellering av fallskjermhopping ved hjelp av en
RK4 type metode
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IMAT2150:
Modellering av fallskjermhopping ved hjelp av en
RK4 type metode

Svar på spørsmålene nedenfor: a) ca. 45s, b) ca. 925m og c) ca. 155s.
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IMAT2150:
Modellering av fallskjermhopping ved hjelp av en
RK4 type metode
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IMAT2150:
Cash-Karp RK metode
(Brukt i modelleringen av fallskjermhopping ovenfor)

IKKE PENSUM!

Dette gir en enkel og effektiv måte å estimere den lokale feilen på underveis i beregningen.
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IMAT2150: Kombinert formel-
Trapes- og midtpunktmetoden

RK metodeklassen ovenfor (for α 6= 0) er (eksplisitt) trapesmetode for α = 1 og
midtpunktmetoden for α = 1/2.
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IMAT2150: Flere eksempler
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IMAT2150: Flere eksempler

ERRATUM: Vi skal ha u = t, ikke u = 1.
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IMAT2150: Flere eksempler

Husk at f ((u, v ,w)T ) = (1,w , u sin v)T .
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IMAT2150: Flere eksempler
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