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Lgsningsforslag

eksamen i IMAA2150,
IMAG2150 og IMAT2150
Norges teknisk—naturvitenskapelige Hast 2021
universitet
Institutt for matematiske fag

Vi har to linezere likningssystemer gitt ved:

Aix=b; Aox = by
1 2 1 1 2 1
3 4|x=12 3 4lx=12
5 6 3 1 3 3
a) Hvilke av likningsystemene er inkonsistente?
La@sning: Bade A og Ay er overbestemte. Dersom noen av de er inkonsistente inneholder de

selvmotsigelser, hvis ikke er ikke alle radvektorene lineszert uavhengige. Begge tilfeller kan sjekkes med
gauss-eliminasjon.

For Ay:
1 211 (=3) 1(-5) 1 2 1 1 2 1
3 412 J+ ~ 0 =2 | —1 (-2) ~ |0 =2 | -1
5 613 + 0 —4 | -2 J+ 0 O 0
Aj har altsa lgsning z9 = 1/2 og x1 = 0. Systemet er ikke inkonsistent.

For A9 har vi:

1 211 (=3) ~(=1) 1 2 1 1 2 1
3 4|2 J+ ~ 10 =2 | -1 (172 ~ (0 =2 | -1
1 313 + 0 1 2 J+ 0O O 3/2

Dette er et inkonsistent system.

b) Dersom noen av likningssystemene er inkonsistente, bruk minste kvadraters metode for & finne
vektoren X som minimerer feilen r = b — AX

Lgsning: Det vil si at vi vil lgse likningssystemet AT A% = ATb.

l1 3 1]_ ; Z [1+3-3+1  2+3-4+3 ]
13

2 4 3 24+4-3+3 2-2+44-443-3

o (1117
ATd=117 99
1 -

13 1) |l _[1+3-2+3

2 4 3 5 o |2+2-4+3-3
|10
ATb =19

11 17] [=] _ [10
17 29| " |aa| ~ |19
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Lgser ved gauss-eliminasjon:
11 17 | 10
17 29 | 19 ]

oo

+

-1.1
1.3

|

11
0

117 | 10

0 29_172 | 19_170

11

11

| |

Vi kan na finne RMSE (ikke en del av oppgaven som var gitt):

r=b— Ax
r 1] 1 2
rol = |2 = [3 4 [_1131]
T3 _3_ 1 3 ’
1] 1 2
=2 +1.1-(3| -13- |4
3] 1 3
[1+1.1-1-1.3-2
= 24+1.1-3-13-4
| 3+11-13-3
r [—0.5
ro| = 0.1
T3 _0.2
2 2 2
RVISE = || 2018

0.52 4+ 0.12 +0.22

MSE =
s - [T

RMSE = v0.1 = 0.32

c) Bruk uendelighetsnormen (|| A||s) til & finne kondisjonstallet til A” A fra normalligningen i b).

Lgsning: Kondisjonstallet til AT A, cond(AT A), er gitt ved |[|ATAl|,||[(ATA)~1|, hvor p gir
typen matrisenorm. Nar man bruker uendelighetsnormen, p = oo, er matrisenormen lik maksimal
absolutt radsum.

T, |11 17
ATA = l17 29
det ATA=11-29—-172 =30
1 [20 —17
AT R
(474) 30 l—l? 11]
29 17
30 30

|AT Al|oo = max{11 4 17,17 + 29} = 46
20417 11417, 46
T A\—1 _ -
4
cond(ATA) = 3% - 46 =~ 70.5
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Finn en lgsning av fglgende differenslikning ved hjelp av iterasjonsmetoden, og bevis at lgsningen er
korrekt ved induksjon.

ap = ap_1 + 28, Vk>2

a1:1

Du vil kunne f& bruk for rekkforenklingen:

k ar"tt —q
S art =

=0 r—1
L@sning: Vi skriver setter opp fglgen fra 1 og oppover og prgver a finne et mgnster:
a]p = 1
as =1+ 22

a3 = (1+2%) +23
ag=(1+224+2% 424
as = (1+2% +2° +2%) 4+ 2°

k
ap =1+ 2"
n=2

Uttrykket kan forenkles:

k k—2 ) ) k-2
2" =) 2" =2 2"

n ar"tl — ¢
fra oppgaveteksten: Z arfk ==~
o r—1
k§2" _ el
o 2—-1
=2kt

ap =14222F1 1) =2k1 _3
Vi vil sa bevise var hypotese om at uttrykket vart er en eksplisitt lgsning vha. induksjon:
Basissteg:
al = 1
ag=2"1-3=4-3=1
Basissteget er stemmer. Vi ma na vise at dersom:
ap = 2]€+1 -3

S& er:
Ap+1 = 2k+2 -3

Vi ma her vise at V.S er lik H.S, og velger 4 jobbe med venstresiden. Fgrst setter vi inn axyq fra
differenslikningen:

ag1 = aj, + 21

ap 4+ 2 = 9k+2 _ 3
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Deretter setter vi inn for a; fra induksjonshypotesen, som vi antar er sann:
ap = 2k+1 -3
(28 —3) +2F! =22 3
22k+1_3:2]€+2_3

ok+2 _ g _ ok+2 _ g

H.S = V.S, og vi har bevist at den eksplisitte lgsningen var er sann vha. matematisk induksjon.

Newtons flervariabel metode

Vi har fglgende ikke-linezere likingssystem:
sin?z = 7 COS T

2 +y* =5

Figur 1: Plot av likingssystemet i xy-planet

a) Dersom vi vil lgse likningssystemet, kan vi gjore det ved & finne rottene til en vektorfunksjon
F(x). Finn denne funksjonen.

Lgsning;: Vi ma omforme hver likning slik at de kommer pa formen f(x,y) = 0. Vi flytter alle
ledd over til venstre side, og far:

sin2x—ycos:E:0

2+t —-5=0
Vi ser né at lgsningen av ligningssystemet er likt rgttene til vektorfunksjonen
2

sin“x — ycosx
F(X):[ :c3+y2—5 1

14. august 2023 Side 5 av 10



eksamen i IMAA2150,IMAG2150 og IMAT2150Hgst 2021

b) Finn F1(x) ~ F(x), lineariseringen av F' rundt xq.

Lgsning: For & oppgi Fr(x) trenger vi jacobimatrisen DF
of  oh
0 0
pF=| Y
oh  of
Ox oy
8f1 — 9 . afl _
—— =2sinxcosx + ysinx —— = —COSZ
ox Jy
afZ 2 af2
72 -3 —= =2
Ox v oy Y
Det gir
_ |2sinxcosx +ysinx —cosx
DF = [ 32 2y ]

Fr(x) rundt x¢ er da gitt ved:
Fr(x) = F(x0) + DF(x¢)(x — x0)

Fr(x) = sin? 2o — yo cos zg " 2sinxgcosxo +yosinzg —cosxo| |x— Zo
g+ =5 322 200 Y — 1o

c) Utfor 1 iterasjon av Newtons flervariabel metode med startverdi xo = [1, 1]. Den trigonometriske
identiteten sin? x = 2sinx cosz, kan lette utregningen litt. (Skulle veere sin 2z = 2sin z cos .
Dette ble opplyst om pa eksamen.)

Lgsning:
X1 = Xg — DFil(Xo)F(XQ)
X0 = (1, 1)
[sin21 —1-cos1 0.1678
Flxo)=1"45 12 5 [=| _3
[2sin1cos 1 +1-sinl —cosl
DF(xg) = 512 5.1 ]
~ [1.7508 —0.5403
o 3 2

det DF (x) = 1.7508 - 2 + 0.5403 - 3 = 5.1225

DF(x)) = 1 2 0.5403| | 0.3904 0.1054
0/ 7 51225 | =3 1.7508| ~ |—0.5857 0.3418

o _ [1] _[ 03904 0.1054] [0.1678
71 —0.5857 0.3418 -3

o _ [1] _ [F02s07
=11 —1.1237

. 1.2507
1= 12,1237
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Halv-presisjon bingert flyttall-format. (IEEE 754) Hensikten med denne oppgaven er a vise at
du er i stand til & lese og forsta informasjon om tallformater. All informasjon som er ngdvendig for
a besvare oppgaven er inkludert i teksten.

I et flyttall-format skrives et tall som
+m x 2°,

der m er et reelt tall mellom 1 og 2, inkludert 1 men ikke 2 og e er et heltall. Antall bits som brukes
til & representere tallet m varierer mellom ulike formater.

Halv-presisjons binaere flyttall-format bruker 16 bit til & lagre et tall, som opptar 2 byte i alle moderne
datamaskiner. Det mest signifikante bitet brukes for fortegnet. Verdien av fortegnsbitet er 0 for
positive tall og 1 for negative tall. De neste 5 bitene brukes for eksponenten e. En bias pa 15 brukes,
slik at e = 0 svarer til verdien 0 4+ 15 = (01111)2 i maskinens minne. De siste 10 bitene brukes til
a lagre signifikanden (ogsa kalt mantissa). Tolkningen av alle disse bitene avhenger av verdien av
eksponent bitene. Det er tre tilfeller:

o Nar (exponentbits)s = 0 er formelen for tallet
(—1)stmbit s 9= 5 (0.significantbits)s.
o Nar 0 < (exponentbits)y < 31 er formelen for tallet
(—1)signbit o glezponentbits)o=15 y (1 giomi ficantbits)s.

o Nar (exponentbits)s = 31 er det ikke et reelt tall som er lagret. Da betyr (significantbits)s = 0
at verdien er co. Ellers er signalet NalN sendt til programmet.

Eksempel: Bit-strengen [1/01101|1100 0000 00] representerer tallet med signbit = 1, (exponentbits)y =
(01101)2 = 8 +4 + 1 = 13 og significantbits = 1100000000. Da 13 er mellom 0 and 31, bruker vi
den andre formelen. Tallet er derfor

—213715 5 (1.1100000000) = —272 x (1 +1/2+ 1/4) = —7/16.

a) Hvilken verdi har maskin epsilon for dette flyttall-formatet? Forklar hvordan du fant svaret.
Bruk gjerne bit-representasjonen for tallet i forklaringen.

Lg@sning: Maskin epsilon for dette formatet er forskjellen mellom 1 og det minste tallet stgrre
enn en som kan skrives i dette formatet. Det er i dette tilfellet (1.0000000001)y — 1 = 2710,

b) Hvilken verdi har det stgrste tallet som kan representeres i dette formatet? Forklar hvordan du
fant svaret. Bruk gjerne bit-representasjonen for tallet i forklaringen.

Ldsning: Den stgrste verdien for eksponenten er e = 30 — 15 = 15. Da har vi det stgrste tallet
er 215 (1.1111111111)5 = (1111111111100000) = 32768 + 16384 + 8192 + 4096 + 2048 + 1024 +
512 4+ 256 4 128 + 64 + 32 = 65504. Det kunne vaert raskere regnet ut ved & ta 2'6 — 31. Kan du se
hvordan du kunne kommet pa det?

c) Hvilken verdi har det minste positive tallet som kan skrives i dette formatet? Forklar hvordan
du fant svaret. Bruk gjerne bit-representasjonen for tallet i forklaringen.

Lgsning;: Det minste positive tallet vi kan skrive er 2714 . (0.0000000001)y = 2714 .2710 =
2724 ~ 5,960 - 1078..

d) Hvordan lagres 2051 = (10000000 0011) i dette formatet? Forklar hvordan du fant svaret. Bruk
gjerne bit-representasjonen for tallet i forklaringen.
(Hint: Tall med mange sifre for og etter komma ma rundes av for & lagres i formatet. Regelen
er at man runder av til nsermeste flyttall som kan lagres i formatet om mulig. Hvis avstanden
opp og ned til neermeste flyttall er lik, skal avrunding alltid gi null i siste bit.)
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Lgsning: Det er til sammen 12 bits i 2051 = (1000 00000011)y = 2'(1.00000000011). Siden
vi har 1410 bits tilgjengelig ma vi avrunde til 11 bits. Om vi runder ned s& far vi 1 i siste bit.
2050 = 2!1-(1.0000000001)s Om vi runder opp s& far vi null i siste bit 2052 = 211 - (1.0000 0000 10),.
Riktig svar er 2052.

a) La f(z) = 13 + 3sin? mx veere definert pa intervallet [0, 1]. Finn cosinusrekken til f(x).

2

Lgsning: Vi skriver forst om sin“ 7wz ved hjelp av formelarket.

sin? 7z = 3 (1 — cos 2m)
Vi setter det inn i f(x):

f(z) =13+ 3sin’ 7z = 13 + 3 (1 — cos2mz) = & — 3 cos 27z

Siden lengden av intervallet er L = 1 sa er cosinusrekken til f(z) en rekke pa formen.

(o]
ap + Z ap cos "TF
n=1

Vi kunne ha brukt integralformlene til & finne ag, a1, etc, men vi ser av forenklingen av f(z) at den
allerede er pa cosinus-rekkeformat. Vi ser at ag = % og az = —%. De resterende koeffisientene er lik

0. Her bruker vi teoremet om at cosinusrekke-representasjonen er unik.

Gitt en metallstav med lengde L som er isolert med et keramisk materiale mot varmetap langs
hele stavens lengde. I en forenklet matematisk modell lar vi lengden av staven veere L = 1 og
diffusjonskonstanten veere lik 2. Variabelen u(t, ) betegner temperaturen ved tiden ¢ > 0 i punktet
0 < x < 1. Det gir oss den partielle differensiallikningen

Up = 2Ugy, 20, 0< <1,

b) Sett u(t,x) = G(t)F(z) og separer likningen i to ordineere differensiallikninger i variablene t og
x, der G er den ukjente i den fgrste likningen og F' er den ukjente i den andre likningen.

Lgsning: Vi har u(t,z) = G'(t)F(z) og uyy(t,z) = G(t)F"(x). Setter vi det inn i likningen
far vi

G'(t)F(z) =2G(t)F" ().
For F(x) og G(t) forskjellig fra null er likningen ekvivalent med den vi far ved a dele begge sider med
2G(t)F(z).

G'(t)F(z)  2G(t)F"(x)

2G(t)F(z)  2G{#t)F(z)
Vi forkorter brgkene pa begge sider av likhetstegnet.

Q1) _ F'(2)
2G() ~ Flz)

Begge sider mé veere konstante med hensyn péa bade = og t.

F”(x) B
Fla) "
G
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Vi kan skrive disse om pa formen

F'(z) = kF ()
G'(t) = k2G(1).

Vi legger to andre foringer til det fysiske oppsettet. Bade venstre og hgyre ende er isolert med et
keramisk materiale. Det gir Von Neumann-randbetingelsene

ug(t,0) =0, wuz(t,1)=0.

Legg merke til at randbetingelsen gir en begrensning pa den deriverte og ikke pa verdien i endepunk-
tene.

c¢) Sett u(t,z) = G(t)F(x). Forklar hvorfor vi har randbetingelsene F’(0) = 0 og F'(1) = 0.
Lgsning: I punkt b krevde vi at G(t) # 0. Det betyr at for at u,(¢,0) = G(¢t)F'(0) = 0, s& ma
F’(0) = 0. P4 samme méate ma F'(1) = 0 for at u,(¢t,1) = G(t)F'(1) = 0.

d) Vis at Von Neumann-problemet F” = k F, F'(0) = F’(1) = 0 ikke har lgsning ulik nullfunksjo-
nen F(z) =0 nar k > 0.

Lgsning: For k > 0 har F"(z) = kF(z) generell lgsning
F(z) = AeVke 4 BeVhe
Den deriverte av lgsningen er
F(z) = VEAeV* — kB e Vhe
Randbetingelsene gir felgende likninger
F'(0) =VkA—-VEB =0

)
F'(1) =vVkAeV* - VEkBe VF = 0.

Systemets koeffisientmatrise er
1 -1
M—\/ELJE _6_\/4.

Denne har determinant |M| = k(e‘/E - e*‘/E). Determinanten er null hvis og bare hvis eV* = ¢=VF
som kun skjer nar k=0. Derfor har likningene for A og B kun den ene lgsningen A = B = 0.

Y

e) Finn alle lgsninger av Von Neumann-problemet F” =0, F'(0) = F'(1) = 0.

Lgsning;: Generell lgsning av F"(x) = 0 fas ved to ganger antiderivering. F'(x) = A, og
F(z) = Az + B. Fra bade F'(0) =0 og F'(1) =0 far vi F’(0) = A = 0. Lgsningen er derfor

F(z) = B.

f) Finn alle lgsninger av Von Neumann-problemet F” = —w? F, F'(0) = F'(1) = 0.
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Lg@sning: w = 0 ble behandlet i 5e. La oss se pa w # 0. Du kan anta at w > 0 siden negative
w gir ngyaktig de samme likningene som positive w.

Generell lgsning av likningen er
F(z) = Acoswz + Bsinwz.
Den deriverte av lgsningen er
F'(x) = —Awsinwzx + Bw cos wz.
Randbetingelsene gir to likninger. Den fgrste er
F'(0) = Bw = 0.

Siden w # 0, betyr at B = 0. Den andre randbetingelsen gir med B =0 F'(1) = —Awsinw = 0. Det
er tilfelle nar w = m, 2w, 37, ... eller wA = 0. Det siste gir F(z) = 0.

Vi har derfor lgsningene F(z) = F,(x) = A,, cos(nmwz), der n =0,1,2,3...

g) Finn en generell lgsning u(t, z) pa Von Neumann-problemet
Up = 2Ugy, Ug(t,0) =0, wuy,(t,1)=0.

Vis at w(0,2) = ag + > _p_y a, cosnm.

Lgsning;: Vi har at k = —n?n2, for n = 0,1,2,3,... Generell lgsning av G'(t) = 2kG(t) er
G(t) = konstant - e~ 2™t for n = 0,1,2,3,.... Losningene pé formen G(t)F(z) er derfor

5.2 2
un(t, ) = konstant - e~ > ™ t cos nrx

og ug = ag. Generell lgsning er en linezerkombinasjon av disse lgsningene
o 2.2
u(t,x) = ap + Z ane 2™ cosnr.
n=1

Setter vi inn ¢t = 0 far vi

o
u(0,z) = ap + Z Qy, COSNTX.
n=1

h) La temperaturen ved tidspunktet veere u(0,z) = 13 4+ 3sin? mx. Hva er temperaturen ved x = 0
ved tidspunktet ¢t = 07

Oppgaven skulle veere: Hva er temperaturen ved x ved tidspunktet ¢7 Dette ble opplyst pa eksamen.

Lgsning: Vi bruker resultatet fra forrige oppgave:

oo
u(0,2) = ag + Z ap, COSNTL.

n=1
Starteverdibetingeslsen gir ag = 29/2 og az = —3/2. Resten av a;-ene er null.
Det gir lgsningen
3
u(t,z) = 5 3 e 8™ cos 2.
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