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Oppgave 1 (20%)

a) La A=1{1,2,3}, B={1,{1,2},3} og C = {1, 2} veere mengder. Avgjor om pastandene under
er sanne eller usanne.

(i) AUC = A.

Oppgave 2 (20 %)

a) Lgs differenslikningen

ap + ag—1 = 6(1,k_2, apg = 5, ay = 0.

b) I landet Utopia har de bare penger med verdiene 3 Mark og 7 Mark. Prisen for den billigste
bussreise er 12 Mark. I Utopia er det uendelig mange bussruter Ry, k > 11. Rute R;, koster k
Mark. Pa bussene i Utopia krever man ngyaktig betaling.

i) Vis at det er mulig & betale biletter som koster 12, 13 og 14 Mark.

ii) Bevis ved hjelp av sterk induksjon at det er mulig & betale alle bussreiser i Utopia uten a
betale for mye. (Hint: Anta at det er mulig & betale alle biletter som koster fra 12 Mark
til og med k Mark for k& > 14.)
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Oppgave 3 (20 %)

a) i) Avgjor om 102 har en multiplikativ invers modulo 240, og hvis den har det, finn en slik
invers.

ii) Avgjer om 103 har en multiplikativ invers modulo 240, og hvis den har det, finn en slik
invers.

b) I denne oppgaven skal du jobbe med et RSA-kryptosystem basert pa primtallene p = 17 og
q = 31.

i) Finn en offentlig og en privat ngkkel for dette kryptosystemet (som hgrer sammen).
ii) Krypter meldingen 42 i kryptosystemet du har laget.
iii) Dekrypter meldingen fra b.ii) og vis at du far tilbake 42.

Oppgave 4 (20 %)

a) Finn gradienten til f(z,y,z) = zy + 2yz + 3zz.

b) Finn den retningsderiverte til f(z,y, z) i retningen u = (2,6, —3) i punktet (1,2, 1).
c) I hvilken retning gker f(z,vy,z) mest i punktet (1,2,1)7
)

¢) Finn en likning for tangentplanet til flaten f(x,y,z) = 9 i punktet (1,2,1).

Oppgave 5 (20 %)
Gitt funksjonen f(z,y) = 6z(z?* — 1)y* — 423 + 32° + 6.

a) Finn alle kritiske punkter til f(z,y). (Hint: det er 6 kritiske punkter.)

b) Klassifiser de kritiske punktene fra punkt a).

c¢) Finn absolutt maksimum og minimum pé kvadratet gitt ved D = [—1,1] x [-1,1] C R2.
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Logikklovene

Kommutative lover: PAG=qAp pVqg=qVp
Assosiative lover: (pAQQAr=pA(gAT) (pVgVr=pV(gVvr)
Distributive lover: pA(gVr)=(pAq)V(pAT) pVgAr)=(pVqg) AN(pVr)
Identitetslover: pAt=p pVCc=p
Negasjonslover: pV~p=t pA~p=C

Dobbel negativ-lov: ~(~p)=p

Idempotente lover: PAD=DpP pVDP=p
Universalgrenselover: pVt=t pAC=c

DeMorgans lover: ~(pANg=~pV~ygq ~(pVg=~pAn~gq
Absorpsjonslover: pV(pAg =p pA(pVg =p
Negasjon av t og c: ~t=c ~Cc=t

Mengdelovene

Alle mengder er inneholdt i en universalmengde U.

Kommutative lover: ANB=BnNA AUB=BUA

Assosiative lover: (ANB)NC=ANn(BNCQC) (AUB)UC =AU (BUCQC)
Distributive lover: AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC) Au(BNC)=(AUB)N(AUCQ)
Identitetslover: ANU=A AUpP=A

Negasjonslover: AUA=U ANA=10

Dobbel negativ-lov: (A=A

Idempotente lover: ANA=A AUA=A
Universalgrenselover: AuU=U ANnD=10

DeMorgans lover: (AN B)¢ = A°U B¢ (AUB) = A°NB°
Absorpsjonslover: AUANB)=4A AN(AuB)=A
Komplement av U og 0: Uue=10 pc=U
Mengdedifferensloven: A-B=ANB

Regneregler for rekker Noen kjente rekker
Hvis {ax} og {br} er folger av reelle tall og ¢ € R, har Summen av de n forste heltallene:
vi felgende for heltall n > m: N
n n n — T.
Zak+Zbk:Z(ak+bk) =1
h=m h=m h=m Summen av en endelig geometrisk rekke: For reelle tall
n n r 75 1ler
Y= Yo a) o e
k=m k=m r=-—1
, r—1
n n n 1=0
(T ax) - CTT bx) = T (ax - bs) ) ’
k=m k=m k=m
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Prinsippet for sterk matematisk induksjon

Prinsippet for matematisk induksjon

La P(n) vaere en pastand om heltall n, og a € Z. Anta
videre fplgende:

1) P(a) er sann. (Basissteg)

2) For ethvert heltall k& > a, hvis P(k) er sann sa er
P(k 4+ 1) sann. (Induktivt steg)

Da er P(n) sann for alle heltall n > a.

bestemte heltall slik at a < b. Anta videre folgende:

1) P(a),P(a+1),...,P(b) er sanne. (Basissteg)

2) For ethvert heltall & > b, hvis P(i) er sann
(Induktivt steg)

Da er P(n) sann for alle heltall n > a.

La P(n) veere en pastand om heltall n, og la a og b vaere

alle heltall ¢ slik at ¢ < ¢ < k, s& er P(k) sann.

for

Andreordens linesere homogene differensligninger med konstante koeffisienter

La fglgen ag, a1, as ... oppfylle differensligningen ay, = Aay_1 + Bay_o for alle heltall £k > 2 og A, B € R.

Tilfelle 1: Distinkte ratter
Hvis den karakteristiske ligningen

t2—At—B=0

har to forskjellige rgtter r og s, er faolgen
gitt ved
a, = Cr"™ + Ds™ for alle n > 0.

Tilfelle 2: Sammenfallende rgtter
Hvis den karakteristiske ligningen

t? —At—-B=0
har en dobbelrot ¢ = r, er folgen gitt ved

a, = Cr"™ + Dnr™ for alle n > 0.

Hvis intitalbetingelser er gitt kan C' og D bestemmes ut fra disse.

Aritmetikkens fundamentalteorem

Gitt et heltall n eksisterer det et positivt heltall k,
forskjellige primtall py, p2, ps3, ..., pr og positive heltall
e1,69,€3,...,¢ek slik at

€ € € (4
n=pi"-py®-p3¥-...-prk.

Videre er denne maten a skrive n som et produkt av
primtall pa unik bortsett fra rekkefglgen pa faktorene.

Regneregler for kongruenser

Euklids algoritme

Euklids algoritme brukes til 4 bestemme ged(A, B)
to heltall A og B, der vi antar at A > B > 0.

1. Hvis B =0, er gcd(A, B) = A.
2. Hvis ikke, finn ¢ og r slik at
A=Bqg+rslikat 0<r < B.
Da er ged(A, B) = ged(B, ).
3. Sett A:= B og B :=r og ga tilbake til trinn 1.

for

La a, b, c,d,n veere heltall slik at n > 1, slik at a = ¢ (mod n) og b =d (mod n). Da har vi at

m m

= ¢™ (mod n) for alle positive heltall m.
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RSA

RSA er offentlig ngkkel-kryptografi. Et RSA-kryptosystem er basert pa to (store) primtall p og q.

Kryptering og dekryptering
Prosedyre for & finne ngkler Du gnsker a sende en melding M, og kjenner mottakerens

offentlige npkkel (n,e).
1. Finn et tall e som er relativt primisk med (p—1)(g—1)

og finn sa en positiv invers d til dette tallet modulo - Den krypterte meldingen C' er gitt ved
(p—1)(g—1).

C = M° (mod n).
2. La n = pq. Da blir (n,e) offentlig nokkel og

- C dekrypt dab
3. (n,d) privat nokkel. CRIYPLEres ved a beregne

M =C?% (mod n).

Flervariabelanalyse — diverse formler

Likningen for sirkelen med radius r og sentrum i (zg, yo):
(x —20)* + (y — y0)* =17
Likningen for ellipsen med sentrum i (xg,yo) og halvakser a og b:

(v — 960)2 (y — y0)2
L= a2 + b2

Tangentplanet til funksjonen z = f(x,y) i punktet (xq, yo, 20):

z— 20 = fx(%0,y0)(® — 20) + £, (20, %0) (¥ — ¥o)
Linezerapproksimasjonen til funksjonen z = f(x,y) rundt punktet (zo, yo, f (20, %0)):
L(m7y) = f(xo,yO) + fw<.’1?0,y0)<.’17 - SL‘()) + fy($07y0)(y - yO)

Gradienten til en funksjon z = f(x,y):

V= fole,y)i+ fy(z,y)]

Den retningsderiverte til en funksjon z = f(x,y) i retningen gitt ved enhetsvektoren :

Dgf =Vf-u
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