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Figur 1: Funksjonen f(t¢) fra oppgave la).

a) Figur 1 viser grafen til funksjonen definert ved

b)

sindx ,0<z <27
J(@) = {0 ,2m < .
Vis at f(x) kan skrives pa formen
f(z) =sin 3z — u(x — 27) sin 3(x — 2m).
Lgsning: Hvis z < 2w, sd er x —27 < 0. Daer u(z—27) = 0 og f(x) = sin3x+0sin 3(x —27) =

sin3z. Hvis x > 2r sd er x — 2w > 0. Da er u(x —27) = 1 og f(z) = sin3x — sin3(z — 27) =
sin 3z — sin 3z = 0.

Vis enten ved direkte regning eller ved & benytte tabellen i formelsamlingen at
3
_ _ _ ,—27s
F(s) = 2 (f(2)) = (1 - e72) et
Lgsning: La g(t) = sin 3¢. Vi har fra formelsamlingen at G(s) = .Z (¢(t)) = ﬁ.
Z(f(t) = Z (sin3x — u(zx — 27)sin 3(z — 27)) = £ (sin3x) — Z (u(t — 2m) sin 3(x — 2)) .
Vi bruker formel 22 i tabellen i formelsamlingen til & skrive om siste ledd i uttrykket over.

Z(f(t) = Z (sin3z) — L (u(t — 2n)sin 3(z — 27)) = G(s) + e 2™ G(s) = (3 — 36_2%8)32 :_ -

Vis at lgsningen til startverdiproblemet
y'+2y +2y = f(t), y(0)=0,4'(0)=0
har Laplace-transform

3 —3e72ms L s+l
94+s)((s+1)2+1) (s+1)2+1

Y(s)=

Lasning: Vi tar laplace av begge sider av ligningen

L (Y +2y +2y) = F(s)
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Vi bruker at Laplace transformen er linezer.

L") +22 ) +22 (y) = F(s)
Vi bruker at Z (y') = sZ (y) — y(0).

sZ (y') —y'(0) + 252 (y) — 29(0) + 2.2 (y) = F(s)
Vi bruker at .Z (y') = s.Z (y) — y(0) og setter .Z (y) =Y (s).
s(sY (s) — y(0)) — ¢/ (0) + 25Y (s) — 2y(0) + 2Y (s) = F(s).
Vi samler Y (s) leddene, setter fellesfaktoren Y (s) utenfor en parentes
(52 425 +2)Y (s) — sy(0) —4/(0) — 2y(0) = F(s).

og erstatter y(0) med 1 og 3/(0) med -1. (P& eksamen fikk dere oppgitt nye startbetingelser.)

(s 425 +2)Y(s) —s — 1 = F(s).
Vi legger til s + 1 pa begge sider.

(2 + 25 +2)Y(s) = F(s) + s+ 1.
N4 deler vi med s? 4 25 +2 = (s + 1)2 + 1 pa begge sider.

F(s) s+1
(s+1)24+1 (s+1)22+1

Y(s) =

Vi setter inn for utrykket til F'(s) i punkt b).

3(1 — e7279) L st 1
G+ +102+1)  (s+12+1°
d) Bruk delbrgksoppspalting til & forenkle uttrykket

Y(s) =

1
9+ ) ((1+5)* +1)°

Lgsning: Delbrgksoppspalting gar ut pa & bestemme reelle tall A, B, C, D slik at

1 _A+BS+C+D(S+1)
(s24+1)((1—5)2+4)  9+s2 (14s)24+1"

Vi multipliserer med nevneren til utrykket til venstre for =-tegnet og ekspanderer.
1=(B+ D)s*+ (A+2B+C + D)s* + (2A + 2B +9D)s + 24 + 9C + 9D.
Det gir systemet av likninger

B+D =
A+2B+C+D
2A+2B+9D
2A+9C+9D =

Il
_ o o o
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Vi skriver opp den augmenterte matrisen og Gauss-eliminerer

01 01 =20 (-2) 1(-2) 010 1 =20
1211:03+ 101 -1 = 0] —(2 (-2
2209 = 0 +N2007:03+
2099 = 1 209 9 = 1 +
01 0 1 =0 10 1 -1 = 0
101—1:02 01 0 1 =0
“loo 2 9 =0 —®» “|loo 2 9 =0
00711_13+ 00138—13
10 1 =0 . 100 -39 = —1
01 0 1 =0 010 1 = 0
“lo o 38 = 1 @d-y oo 1 38 = 1
00—29:03+ 000 8 = 2

Vi gjor tilbakeinnsetting. 85D = 2 gir D = 2/85. C + 38D =1 gir C = 9/85. B+ D = 0 gir
B=-D=-2/85. A—39D = —1 gir A = —7/85. Vi har derfor

1 7 3 2 s 9 1 2 s+1

9+s)((1+s)2+1)  85-3 0+’ R0+ S (1+s2+1 3BU1sP+1

e) Lgs startverdiproblemet i punkt c¢) ved & finne invers Laplace til Y(s) i punkt c¢). (Hint. Bruk
delbrgksoppspaltingen i punkt d))

Lgsning: La H(s) = m. Delbrgksoppspaltingen og tabellen gir oss
ht) = L1 (H(s)) == —5k=sin3t — Z cos3t + e 'sint + Ze ' cost.
0og
271 (3 (1= ™) H(s)) = 3h(t) — Bu(t — 2m)h(t — 2r).
Videre er

1 s+ 1 _
g (m) = ¢ tcost.

y(t) = 3h(t) — 3u(t — 2m)h(t — 27) + e ' cost,

Lgsningen er derfor

der h(t) = —% sin 3t — 82_5 cos 3t + S%G_t sint + %e‘t cost.

a) Vis at

F(z,y,2) = 2zy +22)i+ (22 +29)j+ 2zz + 1)k
er et konservativt felt og at
E(z,y,2) = 2ay + 22 +y)i+ (2 + 2y +2)j+ ez + 2 + 1)k

ikke er et konservativt felt.

Lgsning: Vi regner ut curl til feltene:

curl F = (8(2““) — 8("”25;23/)) i+ (3(2wy+z2) _ 3(2:13z+1)) j+ (8(:c2+2y) 3(2:1:y+z2)) &

oy 0z ox ox B y

=[0—0]i+ [22 —22]j + [2z — 2z] k = 0.
Siden curl F = 0 og F er definert pa hele R? sa er F konservativt.
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curl B = (8(2:rz+:13+1) . 8(x2+2y+z)) i+ (8(21y+z2+y) 8(2:13z+m+1)) i+ (8(x2+2y+z) _ 8(21y+z2+y)) i

oy 0z 0z ox ox

=[0—-0—1]i+[2z -2z —1]j+ [22 — 2z — 1]k # 0.
Siden curl E # 0 sa er F ikke konservativt.

b) Finn en funksjon f(z,y,z) slik at F = V f der
F(z,y,2) = 2zy + 22) i+ (22 +2y)j + 2zz + 1) k.

Lgsning: Vi lgser

fo(@,y,2) = 22y + 2
og far f(x,y,2) = 2%y + 2%z + g(y, 2).
Vi setter f(z,y,2) = 2%y + 2%z + g(y, 2) inn i

fy(x7y7 Z) = 12 + 2y

og far
9(y, z) = 2y.

Oy

Vi lgser likningen for g og far g(y, z) = y? + h(2) og derfor f(z,y,2) = 2%y + 2%z + y? + h(2).

Vi setter f(z,y,2) = 2%y + 2%z +y? + h(z) inn i
fo(z,y,2) =222+ 1

og far h(z) = 1 som har spesiell lgsning h(z) = z.

Vi her derfor
f(z,y,2) = 22y + 22z + % + 2.

/F-dr

C

/E-dr7
C

der C er en lukket kurve med parametrisering

c) Finn verdien til linjeintegralene

og

A

r(t) = )i+ B -0)j+ -k, 0<t<1.
Lgsning: Siden F er konservativt og kurven er lukket er

/F-dr:().
c

Siden E =F + (y1+ zJ + xl;) og F er konservativt og kurven er lukket er
/ E-dr:/ F-dr—i—/(yi—i—zj—}—xf()-dr:O—i—/(yi—i—zj—i—xlA()-dr.
C C C C
Vihar r'(t) = (2t —1)i+ (32— 1)j+ (4> — 1)k, 0<t<1.Daer

/ E.-dr— / (y(£)i + 2(t)j + z(t)k) - ' (t)dt
C C

= /1(163 )2t —1) + =)t — 1) + (£ — t)(4t® — 1)dt = /1 3t6 415 — 3t — 4t® —
0 0

1
= [37/7+2/3 - 375 — 1 —* 4 3t2/2]0 = —1/210.
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d) Regn ut divF til funksjonen gitt i oppgave 2a). Kan F skrives som curl til et vektorfelt. Forklar

hvorfor eller hvorfor ikke!

Lgsning: Divergensen av
F(z,y,2) = ey + 2)i+ (@2 +29)j+ 2z + 1k
er

divF(z,y,2) = (2zy + %), + (2% + 2y), + (202 + 1), = 2y + 2 + 2.

Det finnes ikke noe felt G(z,y, z) slik at F(z,y, z) = curl G fordi da ma
divF = divcurl G = 0.

Figur 2: Funksjonen g(t) fra oppgave 3a).

a) Finn sinusrekken til funksjonen
g(z) =sin*mz, D, =10,1].

Lgsning: Vi skal altsa finne en sinusrekke > >° ; b, sin nmz. For vi skriver opp integralene som vil
gi oss koefisientene by, by og sa videre skriver vi om funksjonen g(z) ved hjelp av trigonometriske

identiteter.

g(x) = sin® 7z = sin? rrsinmr = (1 — cos 2mz) sin
= 1sinmz — § sinma cos 2mx = $sinwz — L(sin(ra — 272) + sin(rz + 27z))
= s sinmz — 5 (sin(—mx) + sin37z) = $ sinwx — 7 sin 37z

4

1

Her stopper vi siden %sin mx — 7 sin 37w er en sinusrekke og derfor er sinusrekken til g(x) lik

3 & _ 1
7sin7x — 7 sin 3rx.

b) Finn alle lgsninger pa formen u(z,t) = F(x)G(t) av den partielle differensiallikningen

Up = gy
med randbetingelser «(0,¢) = 0 og u(m,t) = 0.

Lgsning: Vi setter u(z,t) = F(2)G(t) inn i likningen og far
F(z)G'(t) = 4F" (2)G(t)

som vi separerer
G'(t) _ F'(x)
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Siden variabelen x ikke finnes pa venstre side er I;”(%) = k en konstant. Vi skriver om likningen til

F'"(z) = kF(z).
Vi vil finne alle lgsninger for F'(x) som er forskjellig fra null. Vi deler opp i tre tilfeller
1. Hvis k = 0 har vi lgsningen F(x) = A + Bz. Innsatt randbetingelsene gir F/(0) = A = 0 og
F(1) = A+ B =0 som vi lgser for A og B og far A = B = 0.

2. Hvis k = o > 0 har vi Igsningen F(r) = Ae®® + Be . Innsatt randbetingelsene gir F(0) =
A+ Bog F(1) = Ae® + Be™® = 0 som vi lgser for A og B og far A = B = 0.

3. Hvis k = —w? < 0 har vi lgsningen F(z) = Acoswz + Bsinwz. Innsatt randbetingelsene gir
F(0) = A=0o0g F(1) = Bsinwz = 0 som er ekivalent med B = 0 eller w = n.
Vi ser at lgsninger forskjellig fra null er F,,(x) = sinnmz der n = 1,2,3,.. ..
Vi finner den G(t) som hgrer til F,(z). Det gjor vi ved a lgse likningen
G'(t) = 4kG(t)
med k = —w? = —n272. Denne har lgsning G(t) = G, (t) = e 4#"°™"t, Lgsningene pa formen u(z, ) =
F(z)G(t) er
un(x,t) = BpFy(z)Gy(t) = By, e~ 4T gin .

c) Finn Igsningen av differensiallikningen u; = 4u,, med startbetingelse u(x,0) = sin® 7z og rand-
betingelser u(0,t) = 0 og u(w,t) = 0.

Lgsning: Generell lgsning av differensiallikningen med randbetingelsene oppfylt er

o0
u(z,t) = Z By e "™t sin nra.

n=1
Vi bruker startbetingelsen

o

u(z,0) = Z By, sin nmwa = sin® .

n=1
som vi gjennkjenner som sinusrekken fra punkt a). Det gir By = 3/4 og B3 = —1/4 og resten av
By,-ene er lik null. Lgsningen er

u(z,t) = %674”2tsin T — %ef%ﬂ%sin 3rx.

a) Skriv om startverdiproblemet i oppgave 1 ¢) til et startverdisystem med to variabler z; = y og
29 = yl.
Lgsning: Vi erstatter ¢’ i startverdiproblemet i oppgave 1 ¢) med 2s.
2y 4220+ 2y = f(t), y(0)=1,20(0)=0
vi erstatter s y med z;.
2h 4229 + 221 = f(t), 21(0) =1,29(0) =0
Vi deriverer z; og z9
4=y
Zé — "
Vi erstatter ¢y’ med 29 og lgser
Zh 4+ 229 + 221 = f(t)
m.h.p. 2.
Zl — z9
2 = =2z — 22+ f(t)
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b) Bruk Eulers metode med steglengde 0.1 til & finne for lgsning av startverdisystemer i to variabler
til & finne en tilngerming av y1(0.3) og y2(0.3) der y1(t) og y2(t) er lgsningen av startverdisystemet

v = Y1 — Cosys
Yy = cosy; — Y2

med startbetingelser y;1(0) = y2(0) = 1.

Lgsning: Vi lar v; ; veere tilnserming av den eksakte lgsningen y;(t;) der t; = 0.1 - j. Vi skal altsa
finne v 3 ~ y1(0.3) og va,3 ~ y2(0.3)

vy = 1

1)270 =1
Vilar fi1(y1,y2) = y1 — 2y2 og f2(y1,y2) = 2y1 — yo Forste trinn gir

v, = vio0+ h fl(vl,077}2,0) =1+40.1- (1 — COS 1) = 1.0460
v21 = V20t h fQ(U170,UQ7Q) =1+40.1- (COS 1-— 1) = 0.9540

Andre trinn gir

vi2 = v+ h fl(’l)l’l,'UQJ) = 1.0460 + 0.1 - (10460 — C06(09540)) = 1.0928
a1+ h fa(vr1,v21) = 0.9540 + 0.1 - (cos(1.0460) — 0.9540) = 0.9087

V2,2
Tredje trinn gir

V1,3 = V1,2 + h fl(’Ul,Q,UZQ) = 1.0928 + 0.1 (10928 - C06(09087)) = 1.1406
Va3 = Vg2t h f2(’l}1’2,v272) = 0.9087 +0.1- (C05(10928) — 09087) = 0.8638

Vi har derfor at y;(0.3) ~ 1.1406 og y2(0.3) ~ 0.8638.

Varmeledningsligningen u; = Du,, med rand- og startbetingelser u(0,t) = u(1,t) = 0 og u(x,0) =
sin® 7z lgses ved hjelp av foroverdifferansemetoden med 10 steg i z-retning:

Wij4l — Wiy _ 5 Wi-1j — 2Wij + Wit1,j
k h2

a) Hva star h for og hvilken verdi har h?
Lgsning: h star for steglengden i z-retningen. Siden det er 10 steg og x gar fra 0 til 1 s& er

===

h 0.1.

b) Hva star k og w; ; for?

Lgsning: k star for steglengden i tids-retningen. w; ; ~ u(x;,t;) der ; =i-h og t; = j- k. I resten
av oppgaven er D = 4.

c) Hvilken verdi kan £ ha for at metoden skal veere stabil? (Hint: Du vil fa bruk for o = lz—f)

Lgsning: For at metoden skal veere stabil ma o < 1/2. Vi finner verdier for k der metoden er stabil
ved & lgse % < 1/2 for k.

d) La k£ = 0.001. Finn en tilngermet verdi av «(0.1,0.001) der u(z,t) er lgsningen til varmelednings-
ligningen over med de gitte betingelsene.
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Lgsning: Vi skal finne w;; som er tilngermet verdi av «(0.1,0.001) = u(h, k). Vi setter i = 1 og
j=01i

Wil — W10 _ oy Woo — 2w, + wa o
k h? '
Vi lgser for wy 1
Dk
wi = ﬁ(wo,o —2w1,0 + wa,0) + wip.

Vi bruker startbetingelsen u(x,0) = sin® 7z til & finne w,0, W1,0, OF W2 0.

wop = u(0.0,0) = sin®0.0m = 0
wip = u(0.1,0) = sin®0.17r = 0.029508497187474
wep = u(0.2,0) = sin®0.2r = 0.203074810145566

Vi setter inn i uttrykket for wy 1

wyy = 0.4-(0—2sin®0.17 + sin® 0.27) + sin® 0.17 = 0.087131623495721.
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