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Figur 1: Funksjonen f(t) fra oppgave 1a).

1 a) Figur 1 viser grafen til funksjonen definert ved

f(x) =

{

sin 3x , 0 ≤ x < 2π

0 , 2π ≤ x.

Vis at f(x) kan skrives på formen

f(x) = sin 3x− u(x− 2π) sin 3(x− 2π).

Løsning: Hvis x < 2π, så er x−2π < 0. Da er u(x−2π) = 0 og f(x) = sin 3x+0 sin 3(x−2π) =
sin 3x. Hvis x ≥ 2π så er x − 2π ≥ 0. Da er u(x − 2π) = 1 og f(x) = sin 3x − sin 3(x − 2π) =
sin 3x− sin 3x = 0.

b) Vis enten ved direkte regning eller ved å benytte tabellen i formelsamlingen at

F (s) = L (f(x)) =
(

1− e−2πs
) 3

9 + s2
.

Løsning: La g(t) = sin 3t. Vi har fra formelsamlingen at G(s) = L (g(t)) = 3
s2+9 .

L (f(t)) = L (sin 3x− u(x− 2π) sin 3(x− 2π)) = L (sin 3x)−L (u(t− 2π) sin 3(x− 2π)) .

Vi bruker formel 22 i tabellen i formelsamlingen til å skrive om siste ledd i uttrykket over.

L (f(t)) = L (sin 3x)−L (u(t− 2π) sin 3(x− 2π)) = G(s) + e−2πsG(s) = (3− 3e−2πs)
1

s2 + 9
.

c) Vis at løsningen til startverdiproblemet

y′′ + 2y′ + 2y = f(t), y(0) = 0, y′(0) = 0

har Laplace-transform

Y (s) =
3− 3e−2πs

(

9 + s2
)(

(s + 1)2 + 1
) +

s + 1

(s + 1)2 + 1
.

Løsning: Vi tar laplace av begge sider av ligningen

L
(

y′′ + 2y′ + 2y
)

= F (s)
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Vi bruker at Laplace transformen er lineær.

L
(

y′′
)

+ 2L
(

y′
)

+ 2L (y) = F (s)

Vi bruker at L (y′) = sL (y)− y(0).

sL
(

y′
)

− y′(0) + 2sL (y)− 2y(0) + 2L (y) = F (s)

Vi bruker at L (y′) = sL (y)− y(0) og setter L (y) = Y (s).

s(sY (s)− y(0)) − y′(0) + 2sY (s)− 2y(0) + 2Y (s) = F (s).

Vi samler Y (s) leddene, setter fellesfaktoren Y (s) utenfor en parentes

(s2 + 2s + 2)Y (s)− sy(0)− y′(0)− 2y(0) = F (s).

og erstatter y(0) med 1 og y′(0) med -1. (På eksamen fikk dere oppgitt nye startbetingelser.)

(s2 + 2s + 2)Y (s)− s− 1 = F (s).

Vi legger til s + 1 på begge sider.

(s2 + 2s + 2)Y (s) = F (s) + s + 1.

Nå deler vi med s2 + 2s + 2 = (s + 1)2 + 1 på begge sider.

Y (s) =
F (s)

(s + 1)2 + 1
+

s + 1

(s + 1)2 + 1
.

Vi setter inn for utrykket til F (s) i punkt b).

Y (s) =
3(1 − e−2πs)

(s2 + 9)((s + 1)2 + 1)
+

s + 1

(s + 1)2 + 1
.

d) Bruk delbrøksoppspalting til å forenkle uttrykket

1
(

9 + s2
)(

(1 + s)2 + 1
) .

Løsning: Delbrøksoppspalting går ut på å bestemme reelle tall A, B, C, D slik at

1
(

s2 + 1
)(

(1− s)2 + 4
) =

A + Bs

9 + s2
+

C + D(s + 1)

(1 + s)2 + 1
.

Vi multipliserer med nevneren til utrykket til venstre for =-tegnet og ekspanderer.

1 = (B + D)s3 + (A + 2B + C + D)s2 + (2A + 2B + 9D)s + 2A + 9C + 9D.

Det gir systemet av likninger

B + D = 0

A + 2B + C + D = 0

2A + 2B + 9D = 0

2A + 9C + 9D = 1
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Vi skriver opp den augmenterte matrisen og Gauss-eliminerer
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Vi gjør tilbakeinnsetting. 85D = 2 gir D = 2/85. C + 38D = 1 gir C = 9/85. B + D = 0 gir
B = −D = −2/85. A− 39D = −1 gir A = −7/85. Vi har derfor

1
(

9 + s2
)(

(1 + s)2 + 1
) = −

7

85 · 3

3

9 + s2
−

2

85

s

9 + s2
+

9

85

1

(1 + s)2 + 1
+

2

85

s + 1

(1 + s)2 + 1
.

e) Løs startverdiproblemet i punkt c) ved å finne invers Laplace til Y (s) i punkt c). (Hint. Bruk
delbrøksoppspaltingen i punkt d))

Løsning: La H(s) = 1
(s2+9)((1+s)2+1) . Delbrøksoppspaltingen og tabellen gir oss

h(t) = L
−1 (H(s)) == − 7

255 sin 3t− 2
85 cos 3t + 9

85e−t sin t + 2
85e−t cos t.

og

L
−1

(

3
(

1− e−2πs
)

H(s)
)

= 3h(t) − 3u(t− 2π)h(t− 2π).

Videre er

L
−1

(

s + 1

(s + 1)2 + 1

)

= e−t cos t.

Løsningen er derfor
y(t) = 3h(t)− 3u(t− 2π)h(t − 2π) + e−t cos t,

der h(t) = − 7
255 sin 3t− 2

85 cos 3t + 9
85e−t sin t + 2

85e−t cos t.

2 a) Vis at

F(x, y, z) = (2xy + z2) ı̂ + (x2 + 2y) ̂ + (2xz + 1) k̂

er et konservativt felt og at

E(x, y, z) = (2xy + z2 + y) ı̂ + (x2 + 2y + z) ̂ + (2xz + x + 1) k̂

ikke er et konservativt felt.

Løsning: Vi regner ut curl til feltene:

curl F =
(

∂(2xz+1)
∂y

−
∂(x2+2y)

∂z

)

ı̂ +
(

∂(2xy+z2)
∂z

−
∂(2xz+1)

∂x

)

̂ +
(

∂(x2+2y)
∂x

−
∂(2xy+z2)

∂y

)

k̂

= [0− 0] ı̂ + [2z − 2z] ̂ + [2x− 2x] k̂ = 0.

Siden curl F = 0 og F er definert på hele R
3 så er F konservativt.
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curl E =
(

∂(2xz+x+1)
∂y

−
∂(x2+2y+z)

∂z

)

ı̂ +
(

∂(2xy+z2+y)
∂z

−
∂(2xz+x+1)

∂x

)

̂ +
(

∂(x2+2y+z)
∂x

−
∂(2xy+z2+y)

∂y

)

k̂

= [0− 0− 1] ı̂ + [2z − 2z − 1] ̂ + [2x− 2x− 1] k̂ 6= 0.

Siden curl E 6= 0 så er F ikke konservativt.

b) Finn en funksjon f(x, y, z) slik at F = ∇f der

F(x, y, z) = (2xy + z2) ı̂ + (x2 + 2y) ̂ + (2xz + 1) k̂.

Løsning: Vi løser
fx(x, y, z) = 2xy + z2

og får f(x, y, z) = x2y + z2x + g(y, z).

Vi setter f(x, y, z) = x2y + z2x + g(y, z) inn i

fy(x, y, z) = x2 + 2y

og får
g(y, z) = 2y.

Vi løser likningen for g og får g(y, z) = y2 + h(z) og derfor f(x, y, z) = x2y + z2x + y2 + h(z).

Vi setter f(x, y, z) = x2y + z2x + y2 + h(z) inn i

fz(x, y, z) = 2xz + 1

og får h(z) = 1 som har spesiell løsning h(z) = z.

Vi her derfor
f(x, y, z) = x2y + z2x + y2 + z.

c) Finn verdien til linjeintegralene
∫

C
F · dr

og
∫

C
E · dr,

der C er en lukket kurve med parametrisering

r(t) = (t2 − t) ı̂ + (t3 − t) ̂ + (t4 − t) k̂, 0 ≤ t ≤ 1.

Løsning: Siden F er konservativt og kurven er lukket er
∫

C
F · dr = 0.

Siden E = F + (yı̂ + z̂ + xk̂) og F er konservativt og kurven er lukket er
∫

C
E · dr =

∫

C
F · dr +

∫

C
(yı̂ + z̂ + xk̂) · dr = 0 +

∫

C
(yı̂ + z̂ + xk̂) · dr.

Vi har r′(t) = (2t− 1) ı̂ + (3t2 − 1) ̂ + (4t3 − 1) k̂, 0 ≤ t ≤ 1.. Da er
∫

C
E · dr =

∫

C
(y(t)̂ı + z(t)̂ + x(t)k̂) · r′(t)dt

=

∫ 1

0
(t3 − t)(2t− 1) + (t4 − t)(3t2 − 1) + (t2 − t)(4t3 − 1)dt =

∫ 1

0
3t6 + 4t5 − 3t4 − 4t3 − 3t2 + 3tdt

=
[

3t7/7 + 2t6/3− 3t5/5− t4 − t3 + 3t2/2
]1

0
= −1/210.
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d) Regn ut div F til funksjonen gitt i oppgave 2a). Kan F skrives som curl til et vektorfelt. Forklar
hvorfor eller hvorfor ikke!

Løsning: Divergensen av

F(x, y, z) = (2xy + z2) ı̂ + (x2 + 2y) ̂ + (2xz + 1) k̂

er
div F(x, y, z) = (2xy + z2)x + (x2 + 2y)y + (2xz + 1)z = 2y + 2 + 2x.

Det finnes ikke noe felt G(x, y, z) slik at F(x, y, z) = curl G fordi da må

div F = div curl G = 0.

1

2

1

Figur 2: Funksjonen g(t) fra oppgave 3a).

3 a) Finn sinusrekken til funksjonen

g(x) = sin3 πx, Dg = [0, 1].

Løsning: Vi skal altså finne en sinusrekke
∑

∞

n=1 bn sin nπx. Før vi skriver opp integralene som vil
gi oss koefisientene b1, b2 og så videre skriver vi om funksjonen g(x) ved hjelp av trigonometriske
identiteter.

g(x) = sin3 πx = sin2 πx sin πx = 1
2(1− cos 2πx) sin πx

= 1
2 sin πx− 1

2 sin πx cos 2πx = 1
2 sin πx− 1

4(sin(πx− 2πx) + sin(πx + 2πx))

= 1
2 sin πx− 1

4 (sin(−πx) + sin 3πx) = 3
4 sin πx− 1

4 sin 3πx.

Her stopper vi siden 3
4 sin πx− 1

4 sin 3πx er en sinusrekke og derfor er sinusrekken til g(x) lik

3
4 sin πx− 1

4 sin 3πx.

b) Finn alle løsninger på formen u(x, t) = F (x)G(t) av den partielle differensiallikningen

ut = 4uxx

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(π, t) = 0.

Løsning: Vi setter u(x, t) = F (x)G(t) inn i likningen og får

F (x)G′(t) = 4F ′′(x)G(t)

som vi separerer
G′(t)

4G(t)
=

F ′′(x)

F (x)
.
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Siden variabelen x ikke finnes på venstre side er F ′′(x)
F (x) = k en konstant. Vi skriver om likningen til

F ′′(x) = kF (x).

Vi vil finne alle løsninger for F (x) som er forskjellig fra null. Vi deler opp i tre tilfeller

1. Hvis k = 0 har vi løsningen F (x) = A + Bx. Innsatt randbetingelsene gir F (0) = A = 0 og
F (1) = A + B = 0 som vi løser for A og B og får A = B = 0.

2. Hvis k = α2 > 0 har vi løsningen F (x) = Aeαx + Be−αx. Innsatt randbetingelsene gir F (0) =
A + B og F (1) = Aeα + Be−α = 0 som vi løser for A og B og får A = B = 0.

3. Hvis k = −ω2 < 0 har vi løsningen F (x) = A cos ωx + B sin ωx. Innsatt randbetingelsene gir
F (0) = A = 0 og F (1) = B sin ωx = 0 som er ekivalent med B = 0 eller ω = nπ.

Vi ser at løsninger forskjellig fra null er Fn(x) = sin nπx der n = 1, 2, 3, . . ..

Vi finner den G(t) som hører til Fn(x). Det gjør vi ved å løse likningen

G′(t) = 4kG(t)

med k = −ω2 = −n2π2. Denne har løsning G(t) = Gn(t) = e−4n2π2t. Løsningene på formen u(x, t) =
F (x)G(t) er

un(x, t) = BnFn(x)Gn(t) = Bn e−4n2π2t sin nπx.

c) Finn løsningen av differensiallikningen ut = 4uxx med startbetingelse u(x, 0) = sin3 πx og rand-
betingelser u(0, t) = 0 og u(π, t) = 0.

Løsning: Generell løsning av differensiallikningen med randbetingelsene oppfylt er

u(x, t) =
∞

∑

n=1

Bn e−4n2π2t sin nπx.

Vi bruker startbetingelsen

u(x, 0) =
∞

∑

n=1

Bn sin nπx = sin3 πx.

som vi gjennkjenner som sinusrekken fra punkt a). Det gir B1 = 3/4 og B3 = −1/4 og resten av
Bn-ene er lik null. Løsningen er

u(x, t) = 3
4e−4π2t sin πx− 1

4e−36π2t sin 3πx.

4 a) Skriv om startverdiproblemet i oppgave 1 c) til et startverdisystem med to variabler z1 = y og
z2 = y′.

Løsning: Vi erstatter y′ i startverdiproblemet i oppgave 1 c) med z2.

z′

2 + 2z2 + 2y = f(t), y(0) = 1, z2(0) = 0

vi erstatter så y med z1.

z′

2 + 2z2 + 2z1 = f(t), z1(0) = 1, z2(0) = 0

Vi deriverer z1 og z2

z′

1 = y′

z′

2 = y′′

Vi erstatter y′ med z2 og løser
z′

2 + 2z2 + 2z1 = f(t)

m.h.p. z′

2.

z′

1 = z2

z′

2 = −2z2 − 2z1 + f(t)
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b) Bruk Eulers metode med steglengde 0.1 til å finne for løsning av startverdisystemer i to variabler
til å finne en tilnærming av y1(0.3) og y2(0.3) der y1(t) og y2(t) er løsningen av startverdisystemet

y′

1 = y1 − cos y2

y′

2 = cos y1 − y2

med startbetingelser y1(0) = y2(0) = 1.

Løsning: Vi lar vi,j være tilnærming av den eksakte løsningen yi(tj) der tj = 0.1 · j. Vi skal altså
finne v1,3 ≈ y1(0.3) og v2,3 ≈ y2(0.3)

v1,0 = 1

v2,0 = 1

Vi lar f1(y1, y2) = y1 − 2y2 og f2(y1, y2) = 2y1 − y2 Første trinn gir

v1,1 = v1,0 + h f1(v1,0, v2,0) = 1 + 0.1 · (1− cos 1) = 1.0460

v2,1 = v2,0 + h f2(v1,0, v2,0) = 1 + 0.1 · (cos 1− 1) = 0.9540

Andre trinn gir

v1,2 = v1,1 + h f1(v1,1, v2,1) = 1.0460 + 0.1 · (1.0460 − cos(0.9540)) = 1.0928

v2,2 = v2,1 + h f2(v1,1, v2,1) = 0.9540 + 0.1 · (cos(1.0460) − 0.9540) = 0.9087

Tredje trinn gir

v1,3 = v1,2 + h f1(v1,2, v2,2) = 1.0928 + 0.1 · (1.0928 − cos(0.9087)) = 1.1406

v2,3 = v2,2 + h f2(v1,2, v2,2) = 0.9087 + 0.1 · (cos(1.0928) − 0.9087) = 0.8638

Vi har derfor at y1(0.3) ≈ 1.1406 og y2(0.3) ≈ 0.8638.

5 Varmeledningsligningen ut = Duxx med rand- og startbetingelser u(0, t) = u(1, t) = 0 og u(x, 0) =
sin3 πx løses ved hjelp av foroverdifferansemetoden med 10 steg i x-retning:

wi,j+1 −wi,j

k
= D

wi−1,j − 2 wi,j + wi+1,j

h2
.

a) Hva står h for og hvilken verdi har h?

Løsning: h står for steglengden i x-retningen. Siden det er 10 steg og x går fra 0 til 1 så er

h =
1− 0

10
= 0.1.

b) Hva står k og wi,j for?

Løsning: k står for steglengden i tids-retningen. wi,j ≈ u(xi, tj) der xi = i · h og tj = j · k. I resten
av oppgaven er D = 4.

c) Hvilken verdi kan k ha for at metoden skal være stabil? (Hint: Du vil få bruk for σ = Dk
h2 .)

Løsning: For at metoden skal være stabil må σ ≤ 1/2. Vi finner verdier for k der metoden er stabil
ved å løse Dk

h2 ≤ 1/2 for k.

k ≤
h2

2D
=

0.01

8
= 0.00125.

d) La k = 0.001. Finn en tilnærmet verdi av u(0.1, 0.001) der u(x, t) er løsningen til varmelednings-
ligningen over med de gitte betingelsene.
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Løsning: Vi skal finne w1,1 som er tilnærmet verdi av u(0.1, 0.001) = u(h, k). Vi setter i = 1 og
j = 0 i

w1,1 − w1,0

k
= D

w0,0 − 2 w1,0 + w2,0

h2
.

Vi løser for w1,1

w1,1 =
Dk

h2
(w0,0 − 2 w1,0 + w2,0) + w1,0.

Vi bruker startbetingelsen u(x, 0) = sin3 πx til å finne w0,0, w1,0, og w2,0.

w0,0 = u(0.0, 0) = sin3 0.0π = 0

w1,0 = u(0.1, 0) = sin3 0.1π = 0.029508497187474

w2,0 = u(0.2, 0) = sin3 0.2π = 0.203074810145566

Vi setter inn i uttrykket for w1,1

w1,1 = 0.4 · (0− 2 sin3 0.1π + sin3 0.2π) + sin3 0.1π = 0.087131623495721.
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