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Oppgave 1

1

−1
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Figur 1: Funksjonen f(t) fra oppgave 1a).

a) Figur 1 viser grafen til funksjonen definert ved

f(x) =







sin 3x , 0 ≤ x < 2π

0 , 2π ≤ x.

Vis at f(x) kan skrives på formen

f(x) = sin 3x − u(x − 2π) sin 3(x − 2π).

b) Vis enten ved direkte regning eller ved å benytte tabellen i formelsamlingen at

F (s) = L (f(x)) =
(

1 − e−2πs
) 3

9 + s2
.

c) Vis at løsningen til startverdiproblemet

y′′ + 2y′ + 2y = f(t), y(0) = 0, y′(0) = 0

har Laplace-transform

Y (s) =
3 − 3e−2πs

(

9 + s2
)(

(s + 1)2 + 1
) +

s + 1

(s + 1)2 + 1
.

d) Bruk delbrøksoppspalting til å forenkle uttrykket

1
(

9 + s2
)(

(1 + s)2 + 1
) .

e) Løs startverdiproblemet i punkt c) ved å finne invers Laplace til Y (s) i punkt c). (Hint. Bruk
delbrøksoppspaltingen i punkt d))

Oppgave 2

a) Vis at

F(x, y, z) = (2xy + z2) ı̂ + (x2 + 2y) ̂ + (2xz + 1) k̂

er et konservativt felt og at

E(x, y, z) = (2xy + z2 + y) ı̂ + (x2 + 2y + z) ̂ + (2xz + x + 1) k̂

ikke er et konservativt felt.
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b) Finn en funksjon f(x, y, z) slik at F = ∇f der

F(x, y, z) = (2xy + z2) ı̂ + (x2 + 2y) ̂ + (2xz + 1) k̂.

c) Finn verdien til linjeintegralene
∫

C
F · dr

og
∫

C
E · dr,

der C er en lukket kurve med parametrisering

r(t) = (t2
− t) ı̂ + (t3

− t) ̂ + (t4
− t) k̂, 0 ≤ t ≤ 1.

d) Regn ut div F til funksjonen gitt i oppgave 2a). Kan F skrives som curl til et vektorfelt. Forklar
hvorfor eller hvorfor ikke!

Oppgave 3

1

2

1

Figur 2: Funksjonen g(t) fra oppgave 3a).

a) Finn sinusrekken til funksjonen

g(x) = sin3 πx, Dg = [0, 1].

b) Finn alle løsninger på formen u(x, t) = F (x)G(t) av den partielle differensiallikningen

ut = 4uxx

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(π, t) = 0.

c) Finn løsningen av differensiallikningen ut = 4uxx med startbetingelse u(x, 0) = sin3 πx og
randbetingelser u(0, t) = 0 og u(π, t) = 0.
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Oppgave 4

a) Skriv om startverdiproblemet i oppgave 1 c) til et startverdisystem med to variabler z1 = y
og z2 = y′.

b) Bruk Eulers metode med steglengde 0.1 til å finne for løsning av startverdisystemer i to
variabler til å finne en tilnærming av y1(0.3) og y2(0.3) der y1(t) og y2(t) er løsningen av
startverdisystemet

y′
1 = y1 − cos y2

y′
2 = cos y1 − y2

med startbetingelser y1(0) = y2(0) = 1.

Oppgave 5 Varmeledningsligningen ut = Duxx med rand- og startbetingelser u(0, t) = u(1, t) =
0 og u(x, 0) = sin3 πx løses ved hjelp av foroverdifferansemetoden med 10 steg i x-retning:

wi,j+1 − wi,j

k
= D

wi−1,j − 2 wi,j + wi+1,j

h2
.

a) Hva står h for og hvilken verdi har h?

b) Hva står k og wi,j for?

I resten av oppgaven er D = 4.

c) Hvilken verdi kan k ha for at metoden skal være stabil? (Hint: Du vil få bruk for σ = Dk
h2 .)

d) La k = 0.001. Finn en tilnærmet verdi av u(0.1, 0.001) der u(x, t) er løsningen til varmeled-
ningsligningen over med de gitte betingelsene.



Tillegg A

Formelark for eksamen i TDAT3024,
matematikkdelen

A.1 Fourierrekker

A.1.1 Fourierrekker

a0 +
∞

∑

n=1

(

an cos πnx
L

+ bn sin πnx
L

)

,

a0 =
1

2L

∫ L

−L
f(x) dx

an =
1

L

∫ L

−L
f(x) cos πnx

L
dx

bn =
1

L

∫ L

−L
f(x) sin πnx

L
dx.

A.1.2 Sinusrekker

∞
∑

n=1

bn sin πnx
L

,

bn =
2

L

∫ L

0
f(x) sin πnx

L
dx.

A.1.3 Cosinusrekker

a0 +
∞

∑

n=1

an cos πnx
L

,

a0 =
1

L

∫ L

0
f(x) dx

an =
2

L

∫ L

0
f(x) cos πnx

L
dx

A.2 Vektoranalyse

Vektorfelt

F(x, y, z) = P (x, y, z) ı̂ + Q(x, y, z) ̂ + R(x, y, z) k̂.

Gradient

grad f =

∇f = ∂f

∂x
ı̂ + ∂f

∂y
̂ + ∂f

∂z
k̂

Curl

curl F =

∇ × F =
(

∂R
∂y

−
∂Q

∂z

)

ı̂ +
(

∂P
∂z

− ∂R
∂x

)

̂ +
(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

k̂

Divergens

div F =

∇ · F = ∂P
∂x

+ ∂Q

∂y
+ ∂R

∂z

Formler

div(curl F) = 0

curl(grad f) = 0

i
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A.3 Laplace-transformasjon

f(t) L (f) (s)

1 1
1

s

2 t
1

s2

3 tn
n!

sn+1

4 cos ωt
s

s2 + ω2

5 sin ωt
ω

s2 + ω2

6 u(t − a)
1

s
e−as

7 δ(t − a) e−as

8 u(t − a)(t − a)
1

s2
e−as

9 u(t − a)(t − a)n
n!

sn+1
e−as

10 u(t − a) cos ω(t − a)
s

s2 + ω2
e−as

11 u(t − a) sin ω(t − a)
ω

s2 + ω2
e−as

12 eat
1

s − a

13 teat
1

(s − a)2

14 tneat
n!

(s − a)n+1

15 eat cos ωt
s − a

(s − a)2 + ω2

16 eat sin ωt
ω

(s − a)2 + ω2

17 t cos ωt
s2 − ω2

(s2 + ω2)2

18 t sin ωt
2sω

(s2 + ω2)2

19 y′(t) sY (s) − y(0)

20 y′′(t) s2Y (s) − sy(0) − y′(0)

21 eb(t−a)u(t − a)
1

s − b
e−as

22 g(t − a)u(t − a) G(s)e−as

23 f(t)eat F (s − a)

A.4 Trigonometriske identite-

ter

cos2 x + sin2 x = 1

cos 2x = cos2 x − sin2 x

sin 2x = 2 cos x sin x

cos2 x =
1

2
(1 + cos 2x)

sin2 x =
1

2
(1 − cos 2x)

cos(π/2 − x) = sin x

sin(π/2 − x) = cos x

cos(x + y) = cos x cos y − sin x sin y

sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y

cos x cos y =
1

2

(

cos(x − y) + cos(x + y)
)

sin x sin y =
1

2

(

cos(x − y) − cos(x + y)
)

sin x cos y =
1

2

(

sin(x − y) + sin(x + y)
)

1

−1

1−1

b

30
◦

(

√

3/2, 1/2

)

b

4
5
◦

(

√

2/2,
√

2/2

)b
6
0

◦

(

1/2,
√

3/2

)

b

1
2
0
◦

(

−1/2,
√

3/2

)

b

1
3
5 ◦

(

−

√

2/2,
√

2/2

)

b

150 ◦

(

−

√

3/2, 1/2

)

b

210
◦

(

−

√

3/2, −1/2

)

b

2
2
5
◦

(

−

√

2/2, −

√

2/2

)

b

2
4
0

◦

(

−1/2, −

√

3/2

)
b

3
0
0
◦

(

1/2, −

√

3/2

)

b

3
1
5 ◦

(

√

2/2, −

√

2/2

)

b

330 ◦

(

√

3/2, −1/2

)

x cos x sin x

0 1 0
π
12

= 15◦
√

6+
√

2
4

√
6−

√
2

4
π
10

= 18◦
√

5+
√

5
8

√
5−1
4

π
6

= 30◦
√

3
2

1
2

π
5

= 36◦
√

5+1
4

√

5−
√

5
8

π
4

= 45◦
√

2
2

√
2

2

3π
10

= 54◦
√

5−
√

5
8

√
5+1
4

π
3

= 60◦ 1
2

√
3

2

2π
5

= 72◦
√

5−1
4

√

5+
√

5
8

5π
12

= 75◦
√

6−
√

2
4

√
6+

√
2

4
π
2

= 90◦ 0 1
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A.5 Nummeriske skjema

Eulers metode

w0 = y(t0)

wn+1 = wn + h f(tn, wn)

Trapesmetoden

w0 = y(t0)

s1 = f(tn, wn)

s2 = f(tn + h, wn + hs1)

wn+1 = wn +
h

2
(s1 + s2)

Midtpunktsmetoden

w0 = y(t0)

s1 = f(tn, wn)

s2 = f(tn + h/2, wn + (h/2)s1)

wn+1 = wn + hs2

Runge Kutta RK4

w0 = y(t0)

s1 = f(tn, wn)

s2 = f(tn + h/2, wn + (h/2)s1)

s3 = f(tn + h/2, wn + (h/2)s2)

s4 = f(tn + h, wn + h s3)

wn+1 = wn +
h

6
(s1 + 2s2 + 2s3 + s4)

Foroverdifferanse for førstederivert

ut(x, t) ≈
1

k

(

u(x, t + k) − u(x, t)
)

Bakoverdifferanse for førstederivert

ut(x, t) ≈
1

k

(

u(x, t) − u(x, t − k)
)

Sentrert differanse for andrederivert

uxx(x, t) ≈
1

h2

(

u(x + h, t) − 2u(x, t) + u(x − h, t)
)


