BNTNU

Kunnskap for en bedre verden

Institutt for datateknologi og informatikk

Eksamensoppgave i
TDAT3024 A S2 Matematikk- og Fysikk valgfag (Matematikk)

Faglig kontakt under eksamen: Hans Jakob Rivertz
TIf: 93832172

Eksamensdato: 13. desember 2019
Eksamenstid (fra—til): 09:00-13:00
Hjelpemiddelkode/Tillatte hjelpemidler: Godkjent kalkulator emnetype 1

Annen informasjon:
Husk: For a fa full uttelling ma du alltid ha med nok begrunnelse/utregning til at det ikke er
tvil om hvordan du har lost oppgaven!

Malform/sprak: bokmal
Antall sider (uten forside): 3
Antall sider vedlegg: 3

Kontrollert av:

Dato Sign

Merk! Studenter finner sensur i Studentweb. Har du sparsmal om din sensur ma du kontakte instituttet ditt.
Eksamenskontoret vil ikke kunne svare pa slike sparsmal.



TDAT3024 Matematikkdelen 13. desember 2019 Side 1 av 3

Oppgave 1
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Figur 1: Funksjonen f(t) fra oppgave 1a).

a) Figur 1 viser grafen til funksjonen definert ved

fz) =

sindr ,0< <27
0 2m < .

Vis at f(x) kan skrives pa formen
f(z) = sin 3z — u(x — 27) sin 3(z — 2m).

b) Vis enten ved direkte regning eller ved & benytte tabellen i formelsamlingen at

Fs) = £ (f(2) = (1 - e2) 9+332'

c) Vis at lgsningen til startverdiproblemet
y"+2y +2y = f(t), y(0)=0,y(0)=0
har Laplace-transform

3 — 3¢2m L sl
(9+s2)((s+1)241)  (s+1)2+1

Y(s) =

d) Bruk delbrgksoppspalting til & forenkle uttrykket

1
(9+ ) ((1+9)2+1)

e) Lgs startverdiproblemet i punkt c) ved & finne invers Laplace til Y'(s) i punkt c). (Hint. Bruk
delbrgksoppspaltingen i punkt d))

Oppgave 2

a) Vis at
F(z,y,2) = 2oy + 2°)1+ (2® +29)j + 22z + 1)k
er et konservativt felt og at

E(z,y,2) = ey + 22 +y)i+ (@® + 20+ 2)j+ ez + 2+ 1)k

ikke er et konservativt felt.
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b) Finn en funksjon f(x,y, z) slik at F = V f der
F(z,y,2) = oy + 22 i+ (2® +2y)j+ (222 + 1) k.

c) Finn verdien til linjeintegralene
0g

der C' er en lukket kurve med parametrisering
r(t)= (- )i+E-Dj+ -k, 0<t<1.

d) Regn ut div F til funksjonen gitt i oppgave 2a). Kan F skrives som curl til et vektorfelt. Forklar
hvorfor eller hvorfor ikke!

Oppgave 3

Figur 2: Funksjonen g¢(t) fra oppgave 3a).

a) Finn sinusrekken til funksjonen
g(x) =sin’ 7z, D, =][0,1].
b) Finn alle lgsninger pa formen u(x,t) = F(z)G(t) av den partielle differensiallikningen
U = QUyy
med randbetingelser u(0,t) = 0 og u(m,t) = 0.

c) Finn Igsningen av differensiallikningen u; = 4u,, med startbetingelse u(x,0) = sin® 2 og

randbetingelser u(0,t) = 0 og u(m,t) = 0.
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Oppgave 4

a) Skriv om startverdiproblemet i oppgave 1 ¢) til et startverdisystem med to variabler z; = y
og 2z =Y.

b) Bruk Eulers metode med steglengde 0.1 til & finne for lgsning av startverdisystemer i to
variabler til & finne en tilngerming av 3;(0.3) og y2(0.3) der y;(t) og y2(t) er lgsningen av
startverdisystemet

Y= Y1 — cosy
Yo = cosyr —  y

med startbetingelser y;(0) = y2(0) = 1.

Oppgave 5 Varmeledningsligningen u; = Du,, med rand- og startbetingelser w(0,¢) = u(1,t) =
0 og u(z,0) = sin® rx lgses ved hjelp av foroverdifferansemetoden med 10 steg i z-retning:

Wigl = Wij _ 5 Wity = 2Wij + Wit

k h?

a) Hva star h for og hvilken verdi har h?
b) Hva star k og w; ; for?
I resten av oppgaven er D = 4.
c) Hvilken verdi kan k ha for at metoden skal vaere stabil? (Hint: Du vil f& bruk for o = 2F))

d) La k = 0.001. Finn en tilnsermet verdi av «(0.1,0.001) der u(x,t) er lgsningen til varmeled-
ningsligningen over med de gitte betingelsene.



Tillegg A

Formelark for eksamen i TDAT3024,

matematikkdelen

A.1 Fourierrekker

A.1.1 Fourierrekker

ag + Z (an cos T + by, sin TF

n=1
1 L
ARl

ag =
.
= L
A.1.2 Sinusrekker
Zb sin ™2,
= 2] s
A.1.3 Cosinusrekker

0. ]
a(ﬁ—z:ancosm

Lt
w = g e

L/ f(x) cos 732 d

a, =

),

A.2 Vektoranalyse

Vektorfelt
F(z,y,2) = P(z,y,2)i+ Q(z,y,2)j + Rl(z,y, 2) k.
Gradient
grad f =
Vi = i+ i+ %k
Curl
curl F =
OR 8 dP _ 8R 9 P
VxF = (ay ;Zg) +(E 81‘) +(a§ By
Divergens
divF =
V-F = 480100
Formler

div(curl F) = 0
curl(grad f) = 0



TDAT3024 Matematikkdelen 13. desember 2019

A.3 Laplace-transformasjon

f(t) Z(f)(s)
1
1 1 -
i
2 t —
Sl
n!
3 t gntl
s
4 t
cos w 2 tjwz
5 inwt
sin w "
6 u(t —a) —e %
s
7 it —a) e
1
8 u(t —a)(t —a) ?e_‘”
n!
9| wu(t—a)(t—a)" pres e
s
10 t— t— —as
u(t —a) cosw(t — a) 2 + —
11 | u(t —a)sinw(t — a) e e 9
12 e
s—a
13 te™
‘ (s —a)?
n!
14 +n at
‘ (s —a)rt!
ot s—a
15 e coswt G +w
w
16 e sin wt
(s —a)? + w?
s? — w?
17 t coswt RN
2
18 t sin wt it
(52 + w?)?
19 y'(1) sY(s) —y(0)
20 y"(t) s?Y (s) — sy(0) = y/'(0)
1
21 =Dyt — a) e
S —
22| g(t—a)u(t—a) G(s)e
23 f(t)e™ F(s—a)

Side ii av iii

A.4 Trigonometriske identite-

ter

cos’r +sinz =

(—\/5/2,\/5/2)
(—\/5/2,1/2)

cos2x =

sin2r =

cosr =

sinfr =
cos(m/2 —x) =
sin(n/2 —x) =
cos(zr+y) =
sin(x +y) =

COSTCOSY =
sinrsiny =

sinzcosy =

(71/2, \/5/2)

1
cos?x — sin?z
2cosxsinx

1
5(1 + cos 2x)

1

—(1 — cos2x)

2

sin x

CoS T

COS T cosy — sin x sin y

sin z cos y + cos z siny

%(cos(:c — y) + cos(x + y))
%(COS(ZE —y) — cos(z + y))

% (sin(x —y) +sin(z + y))

(1/2, \/5/2)
(v2r2var)

(\/§/2, 1/2)

(—\/5/2, —1/2)
(—\/5/2,7\/5/2)

(71/2,—\/5/2)

(\/§/2, —1/2)
(\/5/2, 7\/5/2)

T CoS & sin x

0 1 0
T — 15° V6+v2 V6—v2
12 4 4
s o 5+\/5 \/571
10 18 \/\/5 4
s o 3 1
6 30° ) 5 3
T o V541 5—/5
5 36 \4[ \/ ]
L o 2 2
T = 457 5 5
3t __ o 5—+v/5 V5+1
10— 54 \/ 8 \4/
T o 1 3
3 60 3 5
2T o \/571 5 \/_
5 72 4 +85
5m 7m0 | M6=V2 | V6+V2
12 4 4
% = 90° 0 1
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A.5 Nummeriske skjema

Eulers metode

wy = y(to)
Wn+1 = wn+hf(tnawn)

Trapesmetoden
wy = y(to)
S1 = f(tTu wn)
Sg = f(tn + h,w, + hsy)
Wpy1 = Wy + 5(81 + s9)
Midtpunktsmetoden
wy = y(to)

S1 = f(tTuwn)
S = f(tn+h/2>wn+
Wpy1 = Wy + hsy

(h/2)s1)

Side iii av 1ii

Runge Kutta RK4

wy = y(to)

S1 = f(tn )

so = f(tw+h/2,w,+ (h/2)s1)
s3 = [f(tn+h/2,w, + (h/2)s2)
sy = [f(tn+ h,w, + hss)

h
Wpe1 = Wy + 6(81 + 259 + 283 + S4)

Foroverdifferanse for forstederivert

u(z,t) ~ (u(az, t+k)—u(x, t))

| =

Bakoverdifferanse for forstederivert

1

uy(x,t) ~ E(u(m, t) —u(z,t — k:))

Sentrert differanse for andrederivert

U (2, 1) & h12 (u(z + h,t) — 2u(z, 1) + u(z — h,t))



