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1 Lgsningsforslag versjon 1

(30%)

Gitt funskjonen f(t) definert ved

1, 0<t<?
ft) =
cos(2t—4), t>2

a) Bevis at f(t) kan skrives pa formen
f@)=14u(t—2)cos(2t—4)—u(t—2).

Lgsning: Vi lgser oppgaven ved & vise at funksjonene er like pa hvert intervall. La ¢ < 2. Da er
u(t—2) =0 og derforer f(t)=1+u(t—2)cos(2t—4)—u(t—2)=1+0—-0=1.Lat>2 Daer
u(t—2) = 1 ogderforer f(t) = 1+u(t —2) cos (2t —4)—u(t —2) = 1+cos (2t —4)—1 = cos (2t — 4).

b) Lag en skisse av funksjonen f(t) med 0 < ¢ < 8.
1 4
% | | | /\ % /
5 7 8

c) Vis at Laplace-transformasjonen til f(¢) er

Lgsning:

1

Lgsning: Vi bruker lineariteten til Laplace-transformasjonen:
Z(f) =21 +ZL(u(t—2)cos(2t—4))—Z(u(t—2))

Vi finner forste ledd ved a benytte formel for Laplace av 1 som er £ (1) = % Vi regner ut andre ledd

ved & kombinere formel for Laplace av cos (2¢) som er .2 (cos (2t)) = %5 med skiftteoremet.

2 (9(t — a)u(t — a)) = e~ L(g(1)).

Det gir
_9s ] _9s S
&L (cos (2t — 4 u(t — 2)) = e 2. L(cos (2t)) = e 2 IR

—2s

Vi finner fgrste ledd ved & benytte formel for Laplace av u(t — 2) som er & (u(t—2)) = <
Kombinerer vi det vi har regnet ut far vi

20 =5+ (Fg-1)

s2+4 s
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d) Gitt folgende differensialligning
y' — 6y +8y = f(t)
med startbetingelser y(0) = —2 og y/(0) = —8.
Vis at startverdiproblemet har folgende lgsning etter Laplace-transformasjon av ligningen.

<L) 2
(s —2)(s—4) s—4

Lasning: Vi tar laplace av begge sider av ligningen.
Ly -6y +8y) = ZL(f(t)
Laplace-transformasjonen er lineser.
L") —6Ly) +8L(y) = L(f(t))
Formlene 19 og 20 i formelsamlingen gir
L) =3sY —y(0) =Y s+2.

og
L") =5Y —y(0)s —9/(0) =Y s> + 25+ 8.

Vi setter dette inn i venstresiden i ligningen og far
s°Y — 6sY +8Y + (25 —4) = Z(f(t)).
Vi samler Y-leddene utenfor en parantes og trekker fra 2 s — 4 pa begge sider.
(2 =65 +8)Y = 2(f(t) — (25 —4)
Vi deler pa s? — 6 s + 8 pa begge sider av ligningen.

Z(f()) 254
s2—6s5s+8 s2—6s+8

Y =

N4 faktoriserer vi nevneren i det andre leddet: s> —6 s+8 = (s—2)(s—4). Telleren er 2s—4 = 2(s—2).
Vi kan da forkorte brgken og vi far
Z (f(t)) 2

Y:(s—z)(s—4)_s_4'

e) Fullfor delbrgksoppspaltingene.

0g

(244 (5-2) (5—4) £14 52 54
(Fasit:A:%,B:—i,C:%,K:%,szm,
Lasning: Fgste delbrgksoppspalting:
1 A B C
s(s—2)(s—4) s +s—2+s—4

Vi ganger med s pa begge sider,

1 . Bs n Cs
(s—2) (s —4) s—2 s—4’
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og setter s = 0. Det gir A = 5. V1 ganger med s — 2 pa begge sider,
0. Det gir A = %. Vi ds—2pab id

1 A(s—2 C(s—2
3(3—4): (s )+B+s(f4)’
og setter s = 2. Det gir B = —i. Vi ganger med s — 2 pa begge sider,
s (51— 2) = (SS 2 * BS(S— 24) +G
og setter s = 4. Det gir C = %.
Andre delbrgksoppspalting:
S 2L+ Ks M N

(s244) (s—2) (s—4)  s2+4 R R
Vi ganger med s — 2 pa begge sider,

s 2L+ Ks) (s—2 N (s—2
2 _@LEES (-2 N(-2)
(s2+4) (s—4) s2+4 s—4
og setter s = 2. DetgirM:—%.
Vi ganger med s — 4 pa begge sider,
s 2L+ Ks) (s—4 M (s—4
2 _CLEE) (o) M-
(s2+4) (s—2) s2+4 s—2
og setter s = 4. Det girN:%.
Vi ganger med s? 4 4 pa begge sider,
s M (s>4+4) N (s>+4)
—— =2L+ K
(s —2) (s —4) R R R
og setter s = 21. DetgirL—i—iK:—%—F%i.
2] (15%)
Gitt systemet
- $2+y/—2
y' = 2 —-2xy+3

med startbetingelsene x(0) = 0, 2/(0) = 1, y(0) = —2 og ¢/(0) = —1.

a) Skriv om systemet til et linesert system med 4 ukjente funksjoner 21 = x, 29 = 2/, 23 = y og

!
24 =Y.

Lgsning: Definisjonen av z; og zp gir 29 = 2’ = 2/ og definisjonen av z3 og z4 gir z4 = ¢y = 4. Vi
g ) g g 1 08 J| 3 0g g Yy 3

erstatter 2" med 2z} og y” med 2] i ligningene. Vi har derfor forelgpig

21 = 22

zh = 224y —2
2 o= 2z

zy = 2 —2zxy+3

Vi erstatter si x med 21, ' med 23 og si videre.

2 )

zp, = 212+ 24 — 2

Zé = Z4

zzt = 2z9—22z123+3

21(0) = z(0) = 0, 22(0) = 2'(0) = 1, 23(0) = y(0) = —2 og 24(0) = ¢ (0) = —1.
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b) Utfer en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til & finne en tilnszerming av x(0.1)
og y(0.1).
Lgsning: Vi bruker Eulers metode for & lgse ligningsystemet. Startbetingelsene gir
wo,1 = 1‘(0) = 0.00
wo,2 = 1"(0) = 1.00
wo,3 = y(O) = —2.00
Wo4 = y/(O) =—1.00

Forste steg i metoden gir

wi,1 = wo +h-wyo = 0.10

w2 = woa+h- (w0712 +wp 4 —2) =0.70

wi3 = w3+ h-wys=—2.10

w4 = wo4+h-(wo2—2wo1woz+3)=—0.60

Vi har derfor 2(0.1) ~ w;; = 0.10 og y(0.1) =~ w; 3 = —2.10.

(25%)

Y
En funksjon f(x) som er definert pa intervallet [0, L], kalles sy- 9 |
metrisk om = = L/2 hvis f(L —z) = f(z) for alle z € [0, L]. I
denne oppgaven vil du fa nytte av en setning om sinusrekken til L1

slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er symetrisk om
x = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den vertikale linjen x

med x = 2. I dette eksempelet er L = 4.

Setning 1 La f(x), Dy = [0, L], vere kontinuerlig og symetrisk om x = L/2 pd intervallet [0, L] Da
er koeffisientene b,, n =1,2,3,... til sinusrekken

o
f~ Z bnsinm
n=1 L

lik
0 , for jevne n

by =144 [L/2
/s (x) sin n_z:c dz , for odde n

Gitt funksjonen f definert pa intervallet [0, 4] ved

2x 0<x<2
f(z) =
8—2x ,2<x<A4

a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om x = L/2.

Lgsning: Funksjonen er definert pa intervallet [0, 4]. Derfor er L = 4. Vi viser né at f(x) er symetrisk
omz = 2. Lax€0,2). Daer 4 —z € (2,4]. Folgeliger f(4—2) =8—-2(4—2z) =2z = f(z). La
x € (2,4]. Daer4—xz €[0,2). Folgeliger f(4—xz)=2(4—x) =8—2x = f(z).
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b) Benytt setningen til & regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: by = Si’72r2)

Lgsning: Vi bruker setningen fordi f tilfredstiller betingelsen i setningen. For jevne n er b, = 0. For

odde n er L2 )
bn:—/ 2xsinwdx:/ 2xsin@dx.
4 Jo 4 0 4

mTnT
4005( 1 )
nmw

Vi bruker delvis integrasjon. La u = 22 og v/ = sin (™4%) Daer v/ =2 og v = —

by — l__Sw cos(“zﬂr_/?_sscos(%”) ds
0 0

TnT
4

nm nm

16 cos (”2—") l 32 sin (”Tm)r

nm n? 72

0
Det forste leddet er lik null fordi n er odde. Derfor er

_ 32sin (%)

" n2 w2
Siden n er odde har vi at )
32(—-1)272

bn = n? w2

c) Finn alle lgsninger pa formen wu(z,t) = F(z)G(t) til den partielle differensialligningen
Ut = 2Upy — 2U
med randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(4,t) = 0.
Lgsning: Vi setter inn F(z)G(t) for w inn i likningen.
F(x)G'(t) =2 F"(2)G(t) — 2 F(z)G(t).
Deler vi pa F(x)G(t), far vi
G'(t) _, F'(x)

) 2 FR@ -

Vi har derfor F”/ = kF for en konstant k. Randbetingelsene for u gir randbetingelser for F'.
F(0)=F(4)=0.

For k = 0 har vi lgsningen F'(z) = Ax + B. Randbetingelsene gir F'(0) = B =0 og F(4) = 4A = 0.
Det gir F(z) = 0.

For k = A2 > 0 har vi lgsningen F(x) = Ae*® + Be **. Randbetingelsene gir F'(0) = A+ B = 0 og
F(4) = A(e** — e = 0. Det gir F(z) = 0.

For k = —w? < 0 har vi Igsningen F(z) = Acoswz + Bsinwzr Randbetingelsene gir F(0) = A =0
og F(4) = Bsin(4w) = 0. For & unga at F(z) = 0 sa ma B # 0. Da ma 4w =nm der n = 1,2,3, ...

Vi far derfor at
TN

F(x):Bsin(T),n:1,2,3,...

Vi har da at k = —w? = —%gz. Ligningen for G er da
G'(t) _772 n? .
Gt) 8 '

Denne har lgsning

Ldsningene er
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d) Bruk svaret fra oppgave c) til a lgse den partielle differensialligningen
Ut = 2Upr — 27U

med randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(4,t) = 0 og startbetingelse u(z,0) = f(z).
Lgsning: Fra punkt ¢) far vi generell lgsning

> >0 x2 n? mTnx
w@,t) =D up(z,t) =Y Bpelm® lsin <T> .
n=1 n=1

Vi setter t = 0 og bruker startbetingelen

u(z,0) = ianin (sz) )

n=1

Vi far derfor at B, = b,,. Lgsningen er derfor

u(z,t) = i Ll)n_l 6(—%-% sin Tz (2n+1) .
’ 72 (2n —1)2 4

n=1

(15%)

I denne oppgaven er fglgende vektorfelt gitt.

F=22—y)i+Qeyz®+2)j+ Bzy?2+yk

a) Regn ut curlF. Er F et konservativt vektorfelt?
Lgsning: Vi har
F(z,y,2) = P(z,y,2)1+ Q(z,y,2)1+ R(z,y, 2)i,
der P(x,y,2) =y* 2% —y, P(z,y,2) =22y 2>+ 2z og P(z,y,2) = 22y 2> + 2. Formelen for curl er

A

curlF = (Ry — Q)1+ (P, — R.)j + (Qz — Py) k.

Vi har
Ry,—Q, = (6ryz?+1)—(6zyz*+1)=0
P.—R, = (322 -(3y*2?) =0
Q—Py = (2y2°) -2y -1)=1

Curl til vektorfeltet er curl F = k. Vektorfeltet er ikke konservativt fordi curl F £ 0.

/F~dr
Jc

b) Regn ut linjeintegralet

langs kurven C' som er parametrisert ved
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Lgsning: Vi kan ikke bruke fundamentalsetningen for linjeintegraler da vektorfeltet ikke er konser-
vativt. Derfor ma vi bruke formelen

/F-dr:/de+/Qdy+/Rdz
C C C C

Vi regner ut

1 dzx 1 1 1
[ paz= [ P, v, 20 = [\~ vihmar= ['@ - viar= -1
/CQdy:/Olg(x(t),y(t),z(t))%dt:/01(t1/3+2t5/2)(2i\/z)dt:/01(t2+2%/6)dt:%.
1 z 1 1
[ raz= [ Ry, 200 Fat = [ (300 omdae= [0+ =3

Folgelig har vi

4
F-dr=-.
/c T3

(15%)

I denne oppgaven skal vi se pa numerisk lgsning av differensialligningen
us = Dug, + FEu.

med randbetingelser u(a,t) = 0 og u(b,t) = 0 og startbetingelse u(x,0) = f(x). Diskretiseringen med
M intervaller i z-retning og N intervaller i t-retning og 0 <t < T gir steglengdene h = (b —a)/M og
k = T/N. Fremover-differanse metoden har matriseform

Wit = Aw;

der A er (M —1) x (M — 1)-matrisen

[1— 20+ kE o 0 0
o 1—20+kFE o
A= o 1—-20+kE 0
: o
i 0 0 o 1—-20+kE|
Egenverdiene til A er gitt ved
A =20cos®T + 120 +kE, k=1,2...,M—1.

a) Bruk opplysningen til & vise at metoden er stabil nar £ < 0 og

Dk
h2

EE 1
=<
4 — 2

(Hint: Egenverdiene til A m4 ligge mellom -1 og 1.)

Lgsning: For at metoden skal vaere stabil ma egenverdiene til A vaere mellom -1 og 1. Siden verdiene

til cos(%) ligger jevnt mellom —1 og 1 saligger egenverdiene mellom A\_ = —20 + 1 — 20 + kE og
A =20+1—20+kE. Derfor ma 1 > Ay =20+ 1—20 + kF, som gir 0 > kF. Siden k£ > 0 far vi
E <0. Kravet —1 < A_giross —1 < A_ =—-20+1—20+kFE, som gir —2 < —40 + kFE. Vi deler pa
—4 og far

2., kB

4~ 4
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b) Laa=0,b=2,D =2, E=—4 0og M = 10. Hva er den stgrste verdien k£ kan ha om metoden
skal veere stabil?

Lgsning: Forst ser vi at £ = —4 < 0. Vi har at h = (b —a)/M = 2/10 = 1/5. Vi setter vi inn for h,
D og FE i formelen far vi

DN | =

50k + 1k <

Vi lgser og far

S
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2 Lgsningsforslag versjon 2

[1] (30%)

Gitt funskjonen f(t) definert ved

1, 0<t<?
ft) =
cos(3t—6), t>2

a) Bevis at f(t) kan skrives pa formen
f&)=14u(t—2)cos(3t—6) —u(t—2).

Lgsning: Vi lgser oppgaven ved & vise at funksjonene er like pa hvert intervall. La ¢ < 2. Da er
u(t—2) =0 og derforer f(t)=1+u(t—2)cos(3t—6)—u(t—2)=1+0—-0=1.Lat>2 Daer
u(t—2) = 1 ogderforer f(t) = 1+u(t —2) cos (3t —6)—u(t —2) = 14cos (3t —6)—1 = cos (3t — 6).

b) Lag en skisse av funksjonen f(t) med 0 < ¢ < 8.

1 4
| ‘/\ —
12 \s [ YL/G Yu/g
-1 4

c) Vis at Laplace-transformasjonen til f(¢) er

Lgsning:

1

Lgsning: Vi bruker lineariteten til Laplace-transformasjonen:
Z(f) =21 +ZL(u(t—2)cos(3t—6))—Z(u(t—2))

Vi finner forste ledd ved a benytte formel for Laplace av 1 som er £ (1) = % Vi regner ut andre ledd

ved & kombinere formel for Laplace av cos (3¢) som er .2 (cos (3t)) = 5 med skiftteoremet.

2 (9(t — a)u(t — a)) = e~ L(g(1)).

Det gir

5

249

Vi finner fgrste ledd ved & benytte formel for Laplace av u(t — 2) som er & (u(t —2)) =
Kombinerer vi det vi har regnet ut far vi

Z (cos (3t —6)u(t —2)) = e 2*ZL(cos (3t)) = e *

6725

S

2 =5+ (Fg-7)
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d) Gitt folgende differensialligning
y" =Ty + 10y = [(t)
med startbetingelser y(0) = —3 og y'(0) = —15.
Vis at startverdiproblemet har folgende lgsning etter Laplace-transformasjon av ligningen.

< (f(1)) 3

(s—2)(s—=5) s—5

Lasning: Vi tar laplace av begge sider av ligningen.
L' =Ty +10y) = 2(f(1))
Laplace-transformasjonen er lineser.
L") 1Ly +10L(y) = L (f(t))
Formlene 19 og 20 i formelsamlingen gir
L) =sY —y(0) =Y s+ 3.

og
L") =Y —y(0)s —y/(0) =Y s> + 35 + 15.

Vi setter dette inn i venstresiden i ligningen og far
§2Y — 7sY +10Y + (35 — 6) = Z(f(1)).
Vi samler Y-leddene utenfor en parantes og trekker fra 3s — 6 pa begge sider.
(s> =75+ 10)Y = Z(f(t)) — (35— 6)
Vi deler pa s?> — 7s + 10 pa begge sider av ligningen.

Z(f(®)) 356
s2—-Ts+10 s2—-7s+10

Y =

N4 faktoriserer vi nevneren i det andre leddet: s> —7 s+10 = (s—2)(s—5). Telleren er 3 s—6 = 3(s—2).
Vi kan da forkorte brgken og vi far
Z (f() 3

Y:(s—2)(s—5)_s—5'

e) Fullfor delbrgksoppspaltingene.

s(s—2)(s—5) s+sf2 s—5

1 A B C
+

0g
5 3L+Ks M N

(s249) (s—2) (s—5) 5249 R
L =

(Fasit: A= 55, B=—%,C =&, K = 113, —2LM=-2 N=:)

39 102

Lasning: Fgste delbrgksoppspalting:
1 A B C

s(s—2)(s—5) s+s—2+s—5

Vi ganger med s pa begge sider,

;_A_i_ Bs +£
(s—2) (s—5) s—2 s-5’
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og setter s = 0. Det gir A = . Vi ganger med s — 2 pa begge sider,
10

1 A(s—2 C(s—2
3(3—5): (s )+B+s(f5)’
og setter s = 2. Det gir B = —%. Vi ganger med s — 2 pa begge sider,
s (51— 2) = (SS 2 * BS(S— 25) +C,
og setter s = 5. Det gir C = 1—15
Andre delbrgksoppspalting:
S 3L+ Ks M N

(s249) (s—2) (s—5) 5249 +5—2+5—5

Vi ganger med s — 2 pa begge sider,

3L+ K -2 N (s —2
s _GIAE9 -2, Ne-2)
(s?+9) (s —5) 5249 5s—5
ogsetters:Q.DetgirM:—%.
Vi ganger med s — 5 pa begge sider,
S 3L+ K -5 M (s—5
( D=5 Me=5
(s249) (s—2) s2+9 s—2
og setter s = 5. DetgirN:%Q.
Vi ganger med s? 4+ 9 pa begge sider,
s M (s>4+9) N (s>+9)
———=3L+ K
(s —2) (s—5) thst T s—5

og setter s = 3i. Det gir L +1K = —% + ﬁi.

(15%)
Gitt systemet
' = 224y +3

y' = 2 —xy+2
med startbetingelsene z(0) = —2, 2/(0) =0, y(0) = 1 og ¢'(0) = —1.

a) Skriv om systemet til et linesert system med 4 ukjente funksjoner 21 = x, 29 = 2/, 23 = y og

24 = y/.

Lgsning: Definisjonen av z1 og 23 gir 20 = 2/ = 2| og definisjonen av z3 og z4 gir z4 = ¢y = z5. Vi
erstatter 2" med 2z} og y” med 2] i ligningene. Vi har derfor forelgpig

21 = 22
2 = 2 4+y +3
2 o= oz
2y = 2 —xy+2
Vi erstatter si x med 21, ' med 23 og si videre.
Zi = Z9
zé = z12 +2z4+3
Zé = Z4
zfl = 2z9—2123+2

21(0) = 2(0) = =2, 22(0) = 2/(0) = 0, 23(0) = y(0) =1 og 24(0) = y'(0) = —1.
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b) Utfer en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til & finne en tilnszerming av x(0.1)
og y(0.1).

Lgsning: Vi bruker Eulers metode for & lgse ligningsystemet. Startbetingelsene gir
wo,1 = 1‘(0) = —2.00
wo,2 = 1"(0) = 0.00
wo,3 = y(O) =1.00
Wo4 = y/(O) =—1.00

Forste steg i metoden gir

wi,1 = wo,1 +h-wy2 = —2.00

wip = w2+ h- (w0,12 + wo 4 + 3) = 0.60

wy3 = w3+ h-wyqs=0.90

wia = woa+h-(wo2— woiwoz+2)=—0.60

Vi har derfor 2(0.1) ~ w;; = —2.00 og y(0.1) ~ w; 3 = 0.90.

(25%)

Y
En funksjon f(x) som er definert pa intervallet [0, L], kalles sy- 9 |
metrisk om = = L/2 hvis f(L —z) = f(z) for alle z € [0, L]. I
denne oppgaven vil du fa nytte av en setning om sinusrekken til L1

slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er symetrisk om
x = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den vertikale linjen x

med x = 2. I dette eksempelet er L = 4.

Setning 2 La f(x), Dy = [0, L], vere kontinuerlig og symetrisk om x = L/2 pd intervallet [0, L] Da
er koeffisientene b,, n =1,2,3,... til sinusrekken

o
f~ Z bnsinm
n=1 L

lik
0 , for jevne n

by =144 [L/2
/s (x) sin n_z:c dz , for odde n

Gitt funksjonen f definert pa intervallet [0, 6] ved
2 0<z<3
flz) =
12-22 ,3<2<6
a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om x = L/2.
Lgsning: Funksjonen er definert pa intervallet [0, 6]. Derfor er L = 6. Vi viser né at f(x) er symetrisk
om x =3.Laxz €[0,3). Daer 6 —z € (3,6]. Folgelig er f(6 —2) =12—-2(6 —x) =2z = f(z). La

x € (3,6]. Daer 6 —x € [0,3). Folgeliger f(6 —x)=2(6—x)=12—-2z = f(z).
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b) Benytt setningen til & regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: by = 2%7?2)
Lgsning: Vi bruker setningen fordi f tilfredstiller betingelsen i setningen. For jevne n er b, = 0. For

odde n er

4 3 34
bn:—/ 2xsinwdx: —xsin@dx.
6 Jo 6 0o 3 6
Vi bruker delvis integrasjon. La u = 4£ og v/ = sin (2£) Daer ' =1 og v = —%.
3
8z cos (T3~ 3 8cos (I3~
bn:l_ (6)] _/_ (G)dx
nw o Jo nm

24 cos (”2—") l 48 sin (%gm)r

nm n? 72

0
Det forste leddet er lik null fordi n er odde. Derfor er

_ 48sin (%)

" n2 w2
Siden n er odde har vi at )
48 (—1)2"2

bn = n? w2

c) Finn alle lgsninger pa formen wu(z,t) = F(z)G(t) til den partielle differensialligningen
Ut = 3Upze — 2U
med randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(6,t) = 0.
Lgsning: Vi setter inn F(z)G(t) for w inn i likningen.
F(x)G'(t) =3 F"(2)G(t) — 2 F(z)G(t).

Deler vi pa F(x)G(t), far vi
) _, ')
G(t) = F(z)
Vi har derfor F”/ = kF for en konstant k. Randbetingelsene for u gir randbetingelser for F'.

F(0) = F(6) = 0.

— 2.

For k = 0 har vi lgsningen F(z) = Az + B. Randbetingelsene gir F'(0) = B = 0 og F(6) = 6A = 0.
Det gir F(z) = 0.

For k = A2 > 0 har vi lgsningen F(x) = Ae*® + Be **. Randbetingelsene gir F'(0) = A+ B = 0 og
F(6) = A(e5* — e76%) = 0. Det gir F(z) = 0.

For k = —w? < 0 har vi Igsningen F(z) = Acoswz + Bsinwzr Randbetingelsene gir F(0) = A =0
og F(6) = Bsin(6w) = 0. For & ungd at F(z) =0 sd ma B # 0. Da mé 6w = nmw der n = 1,2,3,...

Vi far derfor at
TN

F(x):Bsin(T),n:LZ&...

Vi har da at k = —w? = —%. Ligningen for G er da
G'(t) _7T2’I’L2 .
Gt) 12 '

Denne har lgsning
2.2

G(t) = et~ =321
Ldsningene er

2,2

U (2,t) = Bpel = 12 "Dtgin (%) ,n=1,273,...
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d) Bruk svaret fra oppgave c) til a lgse den partielle differensialligningen
Ut = 3Upzr — 2U

med randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(6,t) = 0 og startbetingelse u(z,0) = f(z).
Lgsning: Fra punkt ¢) far vi generell lgsning

> >0 x2 n? m™Tnx
w@,t) =D up(z,t) =Y Bpelm 12 Dlsin <T> .
n=1 n=1

Vi setter t = 0 og bruker startbetingelen

u(z,0) = ianin (ng) )

n=1

Vi far derfor at B, = b,,. Lgsningen er derfor

-1
uwt) = 3 DT ey, (T2 Gnt 1)
’ 72 (2n —1)2 6 :

n=1

(15%)

I denne oppgaven er fglgende vektorfelt gitt.

F=(22—yi+Bry’22+2)j+Q2zzy®+yk

a) Regn ut curlF. Er F et konservativt vektorfelt?
Lgsning: Vi har
F(z,y,2) = P(z,y,2)1+ Q(z,y,2)1+ R(z,y, 2)i,
der P(x,y,2) =322 —y, P(z,y,2) = 32 y? 22 + 2 og P(z,y, 2) = 3z %> 2% + 2. Formelen for curl er

A

curlF = (Ry — Q)1+ (P, — R.)j + (Qz — Py) k.

Vi har
Ry~ Q. = (6rzy*+1)—(6z2y*+1)=0
P.—R, = (2y%2)—(2y%2)=0
Q= Py = By - By -1)=1

Curl til vektorfeltet er curl F = k. Vektorfeltet er ikke konservativt fordi curl F £ 0.

/F~dr
Jc

o(t) = t,y(t) = t'/3,2(t) = Vt,t € [0,1].

b) Regn ut linjeintegralet

langs kurven C' som er parametrisert ved
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Lgsning: Vi kan ikke bruke fundamentalsetningen for linjeintegraler da vektorfeltet ikke er konser-
vativt. Derfor ma vi bruke formelen

/F-dr:/de+/Qdy+/Rdz
C C C C

Vi regner ut

_[! de M2 Y Y N 3
/dem_/o P(x(t),y(t),z(t))dtdt—/o (2 —t )(1)dt—/0 (2~ 1) dt = ——.
e dy .. 1 8/3y, 1 (e 1 _u
L@y = [ Q.= Gha = [ (Vi+stP)gmat= [ @+ e = 1.
/[ Az (Mmoot e [ L yge 1
/CRdz—/O R(x(t),y(t),z(t))dtdt—/o (/3 4 2¢ )(zﬁ)dt—/o (F+ ) dt = .
Folgelig har vi
/F-drzi
C 4

(15%)

I denne oppgaven skal vi se pa numerisk lgsning av differensialligningen
us = Dug, + FEu.

med randbetingelser u(a,t) = 0 og u(b,t) = 0 og startbetingelse u(x,0) = f(x). Diskretiseringen med
M intervaller i z-retning og N intervaller i t-retning og 0 <t < T gir steglengdene h = (b —a)/M og
k = T/N. Fremover-differanse metoden har matriseform

Wit = Aw;

der A er (M —1) x (M — 1)-matrisen

[1— 20+ kE o 0 0
o 1—20+kFE o
A= o 1—-20+kE 0
: o
i 0 0 o 1—-20+kE|
Egenverdiene til A er gitt ved
A =20cos®T + 120 +kE, k=1,2...,M—1.

a) Bruk opplysningen til & vise at metoden er stabil nar £ < 0 og

Dk
h2

EE 1
=<
4 — 2

(Hint: Egenverdiene til A m4 ligge mellom -1 og 1.)

Lgsning: For at metoden skal vaere stabil ma egenverdiene til A vaere mellom -1 og 1. Siden verdiene
til cos(%) ligger jevnt mellom —1 og 1 saligger egenverdiene mellom A_ =
A =20+1—20+kE. Derfor ma 1 > Ay =20+ 1—20 + kF, som gir 0 > kF. Siden k£ > 0 far vi

E <0. Kravet —1 < A_giross —1 < A_ =—-20+1—20+kFE, som gir —2 < —40 + kFE. Vi deler pa
—4 og far

2 S kE

->0—-—.

4~ 4

28. november 2020

—20+1—20+ kFE og

Side 16 av 49



LF Hgst 2020 Versjon 2

b) Laa=0,b=3,D =2, E = -3 0og M = 15. Hva er den stgrste verdien k kan ha om metoden
skal veere stabil?

Lgsning: Forst ser vi at £ = —3 < 0. Vi har at h = (b—a)/M = 3/15 = 1/5. Vi setter vi inn for h,
D og FE i formelen far vi

50k + —k <

>
N | =

Vi lgser og far
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3 Lgsningsforslag versjon 3

(30%)

Gitt funskjonen f(t) definert ved

1, 0<t<3

ft) =
cos(4t—12), t>3
a) Bevis at f(t) kan skrives pa formen
f&)=14u(t—3)cos(4t—12) —u(t—3).

Lgsning: Vi lgser oppgaven ved & vise at funksjonene er like pa hvert intervall. La ¢ < 3. Da er
u(t —3) =0 og derfor er f(t) =14+u(t—3)cos(4t—12) —u(t—3)=140-0=1.Lat >3.Da

er u(t —3) =1 og derfor er f(t) =14+ u(t—3)cos(4t—12) —u(t—3) =1+ cos(4t—12) -1 =
cos (4t —12).

b) Lag en skisse av funksjonen f(t) med 0 < ¢ < 9.

LMD
AR

c) Vis at Laplace-transformasjonen til f(¢) er

Lgsning:

20 =5+ (3

Lgsning: Vi bruker lineariteten til Laplace-transformasjonen:
Z(ft) =2 1)+ L (u(t—3)cos(4t—12)) — L (u(t—3))

Vi finner forste ledd ved a benytte formel for Laplace av 1 som er £ (1) = % Vi regner ut andre ledd
ved & kombinere formel for Laplace av cos (4t) som er .Z (cos (4t)) = med skiftteoremet.

2 (g9(t — a)u(t — a)) = e~ L(g(1)).

S
52+16

Det gir
S

s24+16°

Vi finner fgrste ledd ved & benytte formel for Laplace av u(t — 3) som er £ (u(t—3)) = <
Kombinerer vi det vi har regnet ut far vi

Z (cos (4t — 12) u(t — 3)) = e 735 L(cos (4t)) = e73*

—3s

S

20 =5+ (5 3):
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d) Gitt folgende differensialligning
y"' =8y + 12y = [(t)
med startbetingelser y(0) = —4 og y'(0) = —24.
Vis at startverdiproblemet har folgende lgsning etter Laplace-transformasjon av ligningen.

<L) 4
(s—2)(s—6) s—6

Lasning: Vi tar laplace av begge sider av ligningen.
Ly -8y +12y) = L (f(1))
Laplace-transformasjonen er lineser.
L") —8L ) +122L(y) = L (f(t))
Formlene 19 og 20 i formelsamlingen gir
L) =3sY —y(0) =Y s +4.

og
L") =52 —y(0)s —y'(0) = Y s> + 45+ 24.

Vi setter dette inn i venstresiden i ligningen og far
s°Y — 8sY + 12V + (45 — 8) = Z(f(t)).
Vi samler Y-leddene utenfor en parantes og trekker fra 4 s — 8 pa begge sider.
(s =85+ 12)Y = Z(f(t)) — (45 —8)
Vi deler pa s?> — 8 s + 12 pa begge sider av ligningen.

2(1w) 45—
s2—-8s5+12 s2—-8s+12

N4 faktoriserer vi nevneren i det andre leddet: s> —8 s+12 = (s—2)(s—6). Telleren er 4 s—8 = 4(s—2).
Vi kan da forkorte brgken og vi far
Z (f(t)) 4

Y:(s—2)(s—6)_s—6'

e) Fullfor delbrgksoppspaltingene.

1 A B C
s(s—2)(s—6) s s5s—2 s5—6
og
s 74L—|—Ks+ M n N

(s24+16) (s—2) (s—6) s2+16 s—2 s—6

(Fasit: A= 5, B=—3,C=5;, K=—55, L=—& M =—4, N =13
Lasning: Fgste delbrgksoppspalting:
1 A B C

s(s—2)(s—6) s +s—2+s—6
Vi ganger med s pa begge sider,

;_A_i_ Bs +£
(s—2) (s—6) s—2 s—6’
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og setter s = 0. Det gir A = % Vi ganger med s — 2 pa begge sider,

1 A(s—2 C(s—2
3(3—6): (s )+B+s(f6)’
og setter s = 2. Det gir B = —%. Vi ganger med s — 2 pa begge sider,
s (51— 2) = (SS 2 * BS(S— 26) +C,
og setter s = 6. Det gir C' = ﬁ.
Andre delbrgksoppspalting:
S 4L+ Ks M N

(s2416) (s—2) (s—6)  s2+16 T2t e
Vi ganger med s — 2 pa begge sider,

s 4L+ Ks) (s—2 N (s—2
2 _ULEE9 (-2 N(-2)
(s2+16) (s —6) 54416 s—6
og setter s = 2. DetgirM:—%.
Vi ganger med s — 6 pa begge sider,
s 4L+ Ks)(s—6 M (s—6
2 _ULEE) (-6 M0
(s24+16) (s —2) 52+ 16 5—2
og setter s = 6. Det girN:ﬁ.
Vi ganger med s? 4 16 pa begge sider,
s M (s> +16) N (s*>+16)
——=4L+ K
(s —2) (s—6) thst T Tt s—6 7
og setter s = 4s. DetgirL%—iK:—%—ﬁi.
2] (15%)
Gitt systemet
2 = 2224y -1
y' = 2 +3zy+1

med startbetingelsene z(0) = —1, 2/(0) = —2, y(0) = 0 og ¥/(0) = 1.
a) Skriv om systemet til et linesert system med 4 ukjente funksjoner 21 = x, 29 = 2/, 23 = y og
Z4 = y/.
Lgsning: Definisjonen av z1 og 23 gir 20 = 2/ = 2| og definisjonen av z3 og z4 gir z4 = ¢y = z5. Vi
erstatter 2" med 2z} og y” med 2] i ligningene. Vi har derfor forelgpig

z1 = 22
zh = 222 +4/ — 1
2 o= 2z
2y = 2 +3zy+1

Vi erstatter si x med 21, ' med z3 og si videre.

Zl - Z9
/ 2
Zy = 221" +24—1
Zé = Z4
zzt = 2z9+32z123+1

21(0) = z2(0) = —1, 22(0) = 2/(0) = —2, 23(0) = y(0) = 0 og 24(0) = ¢/ (0) = 1.
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b) Utfer en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til & finne en tilnszerming av x(0.1)
og y(0.1).

Lgsning: Vi bruker Eulers metode for & lgse ligningsystemet. Startbetingelsene gir
wo,1 = 1‘(0) = —1.00
wo,2 = 1"(0) = —2.00
wo,3 = y(O) = 0.00
Wo4 = y/(O) =1.00

Forste steg i metoden gir

wi,1 = w1 +h-wy2=—1.20
wip = wo2+h- (2w +wes—1) =—1.80
w3z = wo3z+h-wys=0.10

wig = woa+h-(wo2+ 3weywoz+1)=0.90

Vi har derfor 2(0.1) ~ w;; = —1.20 og y(0.1) =~ w; 3 = 0.10.

(25%)

Y
En funksjon f(x) som er definert pa intervallet [0, L], kalles sy- 9 |
metrisk om = = L/2 hvis f(L —z) = f(z) for alle z € [0, L]. I
denne oppgaven vil du fa nytte av en setning om sinusrekken til L1

slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er symetrisk om
x = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den vertikale linjen x

med x = 2. I dette eksempelet er L = 4.

Setning 3 La f(x), Dy = [0, L], vere kontinuerlig og symetrisk om x = L/2 pd intervallet [0, L] Da
er koeffisientene b,, n =1,2,3,... til sinusrekken

o
f~ Z bnsinm
n=1 L

lik
0 , for jevne n

by =144 [L/2
/s (x) sin n_z:c dz , for odde n

Gitt funksjonen f definert pa intervallet [0, 4] ved
3z 0<x <2
fz) =
12-3z ,2<x<4

a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om x = L/2.

Lgsning: Funksjonen er definert pa intervallet [0, 4]. Derfor er L = 4. Vi viser né at f(x) er symetrisk
omx =2. Laxz€[0,2). Daer4—x € (2,4]. Folgelig er f(4 —2) =12—-3(4 —2) =3z = f(z). La
x € (2,4]. Daer 4 —x €[0,2). Folgeliger f(4—x)=3(4—x)=12—-3z = f(x).
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b) Benytt setningen til & regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: by = 2%7?2)

Lgsning: Vi bruker setningen fordi f tilfredstiller betingelsen i setningen. For jevne n er b, = 0. For

odde n er L2 )
bn:Z/(] 3xsin7ﬂ%xdx:/0 3xsinn4imdx.

mTnT
4005( 1 )
nmw

Vi bruker delvis integrasjon. La u = 3z og v/ = sin (™4%) Daer v/ =3 og v = —

by = [J?wcos(%r_/z_lz cos (747)
0 0

TnT
4

nm nm

24 cos (T3) l 48 sin (”Tm)r
nm n2 2 0
Det fgrste leddet er lik null fordi n er odde. Derfor er
48 sin (75)

" n2 w2
Siden n er odde har vi at )
48 (—1)2"2

bn = n? w2

c) Finn alle lgsninger pa formen wu(z,t) = F(z)G(t) til den partielle differensialligningen
U =4 Upe —2u
med randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(4,t) = 0.
Lgsning: Vi setter inn F(z)G(t) for w inn i likningen.
F(x)G'(t) =4 F"(2)G(t) — 2 F(2)G(t).

Deler vi pa F(x)G(t), far vi
¢, P
G(t) ~ F(z)
Vi har derfor F”/ = kF for en konstant k. Randbetingelsene for u gir randbetingelser for F'.

F(0) = F(4) = 0.

— 2.

For k = 0 har vi lgsningen F'(z) = Ax + B. Randbetingelsene gir F'(0) = B =0 og F(4) = 4A = 0.
Det gir F(z) = 0.

For k = A2 > 0 har vi lgsningen F(x) = Ae*® + Be **. Randbetingelsene gir F'(0) = A+ B = 0 og
F(4) = A(e** — e = 0. Det gir F(z) = 0.

For k = —w? < 0 har vi Igsningen F(z) = Acoswz + Bsinwzr Randbetingelsene gir F(0) = A =0
og F(4) = Bsin(4w) = 0. For & unga at F(z) = 0 sa ma B # 0. Da ma 4w =nm der n = 1,2,3, ...

Vi far derfor at
TN

F(x):Bsin(T),n:1,2,3,...

Vi har da at k = —w? = —%gz. Ligningen for G er da
G'(t) _772 n? .
Gty 4 '

Denne har lgsning

Ldsningene er
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d) Bruk svaret fra oppgave c) til a lgse den partielle differensialligningen
U =4 gy — 2u

med randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(4,t) = 0 og startbetingelse u(z,0) = f(z).
Lgsning: Fra punkt ¢) far vi generell lgsning

> >0 x2 n? mTnx
w@,t) =D up(z,t) =Y Bpelm 7 lsin <T> .
n=1 n=1

Vi setter t = 0 og bruker startbetingelen

u(z,0) = ianin (sz) )

n=1

Vi far derfor at B, = b,,. Lgsningen er derfor

u(x, t) = i M 6(—%-% sin Tz (2n+1) .
’ 72 (2n —1)2 4

n=1

(15%)

I denne oppgaven er fglgende vektorfelt gitt.

F=Q2ryz>—y)i+ @22 +2)j+Bya®22+yk

a) Regn ut curlF. Er F et konservativt vektorfelt?
Lgsning: Vi har
F(z,y,2) = P(z,y,2)1+ Q(z,y,2)1+ R(z,y, 2)i,
der P(x,y,2) =2xy 23—y, P(z,y,2) = 2223 + 2 og P(x,y,2) = 2% 2> + 2. Formelen for curl er

A

curlF = (Ry — Q)1+ (P, — Ry)j + (Qz — Py) k.

Vi har
R,—Q., = (32222 +1)—(322224+1)=0
P.—R, = (6zyz?)—(6xyz*) =0
Q:—P, = (222%) - (222 -1)=1

Curl til vektorfeltet er curl F = k. Vektorfeltet er ikke konservativt fordi curl F £ 0.

/F~dr
Jc

o(t) = Vi, y(t) = t,2(t) = t'3 t € [0,1].

b) Regn ut linjeintegralet

langs kurven C' som er parametrisert ved
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Lgsning: Vi kan ikke bruke fundamentalsetningen for linjeintegraler da vektorfeltet ikke er konser-
vativt. Derfor ma vi bruke formelen

/F-dr:/de+/Qdy+/Rdz
C C C C

Vi regner ut

1 T 1 1
/dex:/o P(m(t),y(t),z(t))i—tdt:/o (2t5/2—t)(ziﬁ)dt:/o (t2—g)dt:0.
1 1 1
|aw-[ QUe(t), u(t), =(1)) St = [+ emmar= [+ eya— .
1 . 1 1 1/3
/CRdz:/O R(x(t),y(t),z(t))%dt:/o (t+3t8/3)(3t12/3)dt:/0 (t2+%)dt:1—72.

Folgelig har vi

/F-dr:i
C 3

(15%)

I denne oppgaven skal vi se pa numerisk lgsning av differensialligningen
us = Dug, + FEu.

med randbetingelser u(a,t) = 0 og u(b,t) = 0 og startbetingelse u(x,0) = f(x). Diskretiseringen med
M intervaller i z-retning og N intervaller i t-retning og 0 <t < T gir steglengdene h = (b —a)/M og
k = T/N. Fremover-differanse metoden har matriseform

Wj+1 = AWj

der A er (M —1) x (M — 1)-matrisen

[1—20+kE o 0 0
o 1—20+kFE o
A= o 1—-20+kE 0
: . o
0 0 o 1—20+kE|
Egenverdiene til A er gitt ved
Ao =20cos®E +1-20+kE, k=1,2...,M—1.

a) Bruk opplysningen til & vise at metoden er stabil nar £ < 0 og

Dk
h?

Ek

- =<

1
4 2

(Hint: Egenverdiene til A méa ligge mellom -1 og 1.)

Lgsning: For at metoden skal vaere stabil ma egenverdiene til A vaere mellom -1 og 1. Siden verdiene

til cos(%r) ligger jevnt mellom —1 og 1 saligger egenverdiene mellom A_ = —20 + 1 — 20 + kE og
A =20+1—20+kE. Derfor mad 1 > Ay =20+ 1—20 + kFE, som gir 0 > kFE. Siden k£ > 0 far vi
E <0. Kravet —1 < A_giross —1 < A_ =-20+1—20+kF, som gir —2 < —40 + kFE. Vi deler pa
—4 og far

2 hE

4= 4
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b) Laa=0,b=4, D =2, E = —2 og M = 20. Hva er den stgrste verdien k kan ha om metoden
skal veere stabil?

Lgsning: Forst ser vi at £ = —2 < 0. Vi har at h = (b —a)/M = 4/20 = 1/5. Vi setter vi inn for h,
D og FE i formelen far vi

50k + -k <

N | —
N | —

Vi lgser og far
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4 Lgsningsforslag versjon 4

[1] (30%)

Gitt funskjonen f(t) definert ved

1, 0<t<3
ft) =
cos(2t—6), t>3

a) Bevis at f(t) kan skrives pa formen
f&)=14u(t—3)cos(2t—6) —u(t—3).

Lgsning: Vi lgser oppgaven ved & vise at funksjonene er like pa hvert intervall. La ¢ < 3. Da er
u(t—3) =0 og derforer f(t)=1+u(t—3)cos(2t—6)—u(t—3)=1+0—-0=1.Lat>3. Daer
u(t—3) = 1 ogderforer f(t) = 1+u(t —3) cos (2t —6)—u(t —3) = 14cos (2t — 6)—1 = cos (2t — 6).

b) Lag en skisse av funksjonen f(t) med 0 < ¢ < 9.
1
% % \ % % /\ 1 %
1 2 3 5 6

c) Vis at Laplace-transformasjonen til f(¢) er

Lgsning:

20 =5+ (T 1)

Lgsning: Vi bruker lineariteten til Laplace-transformasjonen:
Z(ft)=21)+ZL(u(t—3)cos(2t—6)) —Z (u(t—3))

Vi finner forste ledd ved a benytte formel for Laplace av 1 som er £ (1) = % Vi regner ut andre ledd
ved & kombinere formel for Laplace av cos (2¢) som er .2 (cos (2t)) = %5 med skiftteoremet.

2 (9(t — a)u(t — a)) = e~ L(g(1)).

Det gir
S

Z (cos (2t — 6) u(t — 3)) = e 3*.L(cos (2t)) = e_gsm.

6735

S

Vi finner fgrste ledd ved & benytte formel for Laplace av u(t — 3) som er & (u(t —3)) =
Kombinerer vi det vi har regnet ut far vi

20 =5+ (T 1)
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d) Gitt folgende differensialligning
y' =Ty +12y = f(t)
med startbetingelser y(0) = 2 og 3'(0) = 8.
Vis at startverdiproblemet har folgende lgsning etter Laplace-transformasjon av ligningen.

Z (f(t) 2
G-3)s—4) s-4

Lasning: Vi tar laplace av begge sider av ligningen.
L =Ty +12y) = L(f (1))
Laplace-transformasjonen er linezer.
L") -T1Ly) +122(y) = Z(f(1))
Formlene 19 og 20 i formelsamlingen gir
L) =sY —y(0) =Y s—2.

og
L") =Y —y(0)s — ' (0) =Y s> — 25— 8.

Vi setter dette inn i venstresiden i ligningen og far
s2Y — TsY +12Y 4 (6 — 25) = Z(f(t)).
Vi samler Y-leddene utenfor en parantes og trekker fra 6 — 2 s pa begge sider.
(s2 —7s+12)Y = 2(f(t)) — (6 —25)
Vi deler pa s — 7s + 12 pa begge sider av ligningen.

EAGIO)) _ 6-2s
$2—Ts+12 s2—-T7s+12

Y:

N& faktoriserer vi nevneren i det andre leddet: s — 75+ 12 = (s — 3)(s — 4). Telleren er 6 — 25 =
—2(s —3). Vi kan da forkorte brgken og vi far
< (f(1) 2

Y= G- Tsoa

e) Fullfor delbrgksoppspaltingene.
1 A B C

s(s—3)(s—4) s+s—3+s—4

og
s 72L+Ks M N

(s24+4) (s—3) (s—4)  s2+4 +373 s—4
cre A — L __1 _1 2 _ T _ 3 _1
(Fa&lt.A—ﬁ,B—*g,C—Z,K %,L—*W,M—*E,N—g)
Lasning: Faste delbrgksoppspalting:

Vi ganger med s pa begge sider,

1 . Bs n Cs
(s—3) (s—4) s—3 s—4’
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og setter s = 0. Det gir A = % Vi ganger med s — 3 pa begge sider,

1 A(s—3 C(s—3
3(3—4): (s )+B+s(f4)’
og setter s = 3. Det gir B = —%. Vi ganger med s — 3 pa begge sider,
s (51— 3) - . (SS . * BS(S— 34) +C,
og setter s = 4. Det gir C = %.
Andre delbrgksoppspalting:
S 2L+ Ks M N

(s24+4) (s—3) (s—4)  s2+4 +5—3 s—4
Vi ganger med s — 3 pa begge sider,

s 2L+ Ks)(s—3 N (s—3
(82+4)(s_4):( +32+)4( )+M+%’
og setter s = 3. DetgirM:—l?’—g.
Vi ganger med s — 4 pa begge sider,
s 2L+ Ks)(s—4) M (s—4)
(52—|—4)(5—3): s2+4 s—3 N,
og setter s = 4. Det girN:é.
Vi ganger med s? 4 4 pa begge sider,
s M (s*4+4) N (s*+4
G o3 (4 Lthst s(—; L i_Z 2

og setter s = 2¢. Det gir L +iK = —% + %i.

(15%)
Gitt systemet

2 = 2224y +1
y' = 2 —2xy+3
med startbetingelsene z(0) = —2, 2/(0) = —1, y(0) =1 og 3/(0) = 0.

a) Skriv om systemet til et linesert system med 4 ukjente funksjoner 21 = x, 29 = 2/, 23 = y og

Z4 = y/.

Lgsning: Definisjonen av z1 og 23 gir 20 = 2/ = 2| og definisjonen av z3 og z4 gir z4 = ¢y = z5. Vi
erstatter 2" med 2z} og y” med 2] i ligningene. Vi har derfor forelgpig

Z1 = 22
zh = 222 +4 +1
2y o= 2z
2y = ' —xy+3

Vi erstatter si x med 21, ' med 23 og si videre.

Zl = 29
! 2
Zg = 221" 4+24+1
Zé = 2z
zfl = z9—2z123+3

21(0) = z2(0) = =2, 22(0) = 2/(0) = —1, 23(0) = y(0) = 1 og 24(0) = ¢/ (0) = 0.

28. november 2020 Side 28 av



LF Hgst 2020 Versjon 4

b) Utfer en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til & finne en tilnszerming av x(0.1)
og y(0.1).

Lgsning: Vi bruker Eulers metode for & lgse ligningsystemet. Startbetingelsene gir
wo,1 = 1‘(0) = —2.00
wo,2 = 1"(0) = —1.00
wo,3 = y(O) =1.00
Wo4 = y/(O) = 0.00

Forste steg i metoden gir

wi,1 = wo,1 +h-wyo=—2.10

w2 = wo2+h-(2 w0712 +wp4 +1) =—0.10
w3z = wo3z+h-wys=1.00

w4 = wo4+h-(wo2 —wo1wos+3)=0.40

Vi har derfor 2(0.1) ~ w;; = —2.10 og y(0.1) =~ w; 3 = 1.00.

(25%)

Y
En funksjon f(x) som er definert pa intervallet [0, L], kalles sy- 9 |
metrisk om = = L/2 hvis f(L —z) = f(z) for alle z € [0, L]. I
denne oppgaven vil du fa nytte av en setning om sinusrekken til L1

slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er symetrisk om
x = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den vertikale linjen x

med x = 2. I dette eksempelet er L = 4.

Setning 4 La f(x), Dy = [0, L], vere kontinuerlig og symetrisk om x = L/2 pd intervallet [0, L] Da
er koeffisientene b,, n =1,2,3,... til sinusrekken

o
f~ Z bnsinm
n=1 L

lik
0 , for jevne n

by =144 [L/2
/s (x) sin n_z:c dz , for odde n

Gitt funksjonen f definert pa intervallet [0, 6] ved
3z ,0<x<3
flz) =
18—-3z2 ,3<2<6
a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om x = L/2.
Lgsning: Funksjonen er definert pa intervallet [0, 6]. Derfor er L = 6. Vi viser né at f(x) er symetrisk
om x =3. Laxz €[0,3). Daer 6 —z € (3,6]. Folgelig er f(6 —2) =18 —-3(6 —x) =3z = f(z). La

x € (3,6]. Daer 6 —x € [0,3). Folgeliger f(6 —x) =3(6—x) =18 -3z = f(x).
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b) Benytt setningen til & regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: by = %)

Lgsning: Vi bruker setningen fordi f tilfredstiller betingelsen i setningen. For jevne n er b, = 0. For

odde n er L3 5
bn:—/ 3xsinwdx:/ 2xsin@dx.
6 Jo 6 0 6

6005(”21)

Vi bruker delvis integrasjon. La v = 2z og v/ = sin (73%) Daer v’ =2 og v = ————
3
12x cos (Z2% 3 12 cos (FRE
b, = l_—(ﬁ)] _/ 12cos(%FF)
nm o Jo nm

36 cos (”2—") l 72 sin (%gm)r

nm n? 72

0
Det forste leddet er lik null fordi n er odde. Derfor er

_ T2sin (%)

" n2 w2
Siden n er odde har vi at )
72(—1)2"2

bn = n? w2

c) Finn alle lgsninger pa formen wu(z,t) = F(z)G(t) til den partielle differensialligningen
Ut = 2Upye — 3U
med randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(6,t) = 0.
Lgsning: Vi setter inn F(z)G(t) for w inn i likningen.
F(x)G'(t) =2 F"(2)G(t) — 3 F(z)G(t).
Deler vi pa F(x)G(t), far vi
G'(t) _, F'(x)

) P FR@

Vi har derfor F”/ = kF for en konstant k. Randbetingelsene for u gir randbetingelser for F'.
F(0) = F(6) =0.

For k = 0 har vi lgsningen F(z) = Az + B. Randbetingelsene gir F'(0) = B = 0 og F(6) = 6A = 0.
Det gir F(z) = 0.

For k = A2 > 0 har vi lgsningen F(x) = Ae*® + Be **. Randbetingelsene gir F'(0) = A+ B = 0 og
F(6) = A(e5* — e76%) = 0. Det gir F(z) = 0.

For k = —w? < 0 har vi Igsningen F(z) = Acoswz + Bsinwzr Randbetingelsene gir F(0) = A =0
og F(6) = Bsin(6w) = 0. For & ungd at F(z) =0 sd ma B # 0. Da mé 6w = nmw der n = 1,2,3,...

Vi far derfor at
TN

F(x):Bsin(T),n:LZ&...

Vi har da at k = —w? = —%. Ligningen for G er da
G'(t) _7T2’I’L2 5
Gt) 18 '

Denne har lgsning
2.2

G(t) = et~ ==
Ldsningene er

2,2

U (2,1) = Bpel =" ~3tgin (%) ,n=1,273,...
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d) Bruk svaret fra oppgave c) til a lgse den partielle differensialligningen
Ut = 2Upy — 3U

med randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(6,t) = 0 og startbetingelse u(z,0) = f(z).
Lgsning: Fra punkt ¢) far vi generell lgsning

> >0 x2 n? m™Tnx
w@,t) =D up(z,t) =Y Bpelm 1 lsin <T> .
n=1 n=1

Vi setter t = 0 og bruker startbetingelen

u(z,0) = ianin (ng) )

n=1

Vi far derfor at B, = b,,. Lgsningen er derfor

~1
u(a,t) = 3 TN gy g (T2 @t DY
’ 72 (2n —1)2 6

n=1

(15%)

I denne oppgaven er fglgende vektorfelt gitt.

F=Q2zy’z—9)i+ Bz +2)j+ (24> + k.

a) Regn ut curlF. Er F et konservativt vektorfelt?
Lgsning: Vi har
F(z,y,2) = P(z,y,2)i + Q(x,y, 2)i + R(z, y, 2)3,

der P(x,y,2) =2zy3z —y, P(x,y,2) = 3z22y% + z og P(x,y,2) = 3zx2y? + 2. Formelen for curl

er
curl F = (R, — Q.)i+ (P, — R.)j+ (Q: — P) k.
Vi har
R,—Q., = (32%y*+1)—(B32%¢*+1)=0
P.—R, = (2z9°)—2zy*) =0
Q:—P, = (6ry*z)— (6ry*z—-1)=1

Curl til vektorfeltet er curl F = k. Vektorfeltet er ikke konservativt fordi curl F £ 0.

/F-dr
C

o(t) = Vi, y(t) = t'/3, 2(t) = t,t € [0,1].

b) Regn ut linjeintegralet

langs kurven C' som er parametrisert ved
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Lgsning: Vi kan ikke bruke fundamentalsetningen for linjeintegraler da vektorfeltet ikke er konser-
vativt. Derfor ma vi bruke formelen

/F-dr:/de—i—/Qdy—i-/Rdz
C C C C

/Cde:/OlP(x(t),y(t) () Sodt =

[ av= [ Q..

Vi regner ut

/1(2t5/2_t1/3)(i)dt_/l(tQ 1 )dt_—i
0 2Vt o 2¢1/6 15

APt = [ e st = [ @

! dz Yo s Yo s 13
[ Rz = [ R0y, 20) Gt = [ @+ 0dt= [+ ae= T
c 0 0 0
Folgelig har vi
/ F.dr = z
c 5

[5] (15%)

I denne oppgaven skal vi se pa numerisk lgsning av differensialligningen
us = Dug, + FEu.

med randbetingelser u(a,t) = 0 og u(b,t) = 0 og startbetingelse u(x,0) = f(x). Diskretiseringen med
M intervaller i z-retning og N intervaller i t-retning og 0 <t < T gir steglengdene h = (b —a)/M og
k = T/N. Fremover-differanse metoden har matriseform

Wit = Aw;
der A er (M —1) x (M — 1)-matrisen
[1—20+kE o 0 0
o 1—20+kFE o
A= o 1—-20+kE 0
: B o
0 0 o 1—20+kE]
Egenverdiene til A er gitt ved
A\ =20cos®T 4120 +kE, k=1,2...,M—1.

a) Bruk opplysningen til & vise at metoden er stabil nar £ < 0 og

Dk
2

EE 1
< -
4 T2

(Hint: Egenverdiene til A méa ligge mellom -1 og 1.)

L(zssning For at metoden skal veaere stabil ma egenverdiene til A vaere mellom -1 og 1. Siden verdiene

til cos( 7) ligger jevnt mellom —1 og 1 saligger egenverdiene mellom A= = —20 + 1 — 20 + kE og
At :20+1—20+kE. Derfor ma 1 > Ay =20+ 1—20 + kF, som gir 0 > kF. Siden k£ > 0 far vi
E <0.Kravet —1 < A_giross —1 < A_ =—-20+1—20+kFE, som gir —2 < —40 + kFE. Vi deler pa
—4 og far

2., kB

4~ 4
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b) Laa=0,b=2, D=3, E=—4 0g M = 10. Hva er den stgrste verdien k£ kan ha om metoden
skal veere stabil?

Lgsning: Forst ser vi at £ = —4 < 0. Vi har at h = (b —a)/M = 2/10 = 1/5. Vi setter vi inn for h,
D og FE i formelen far vi

DN | =

5k 4+ 1k <

Vi lgser og far

3|~

28. november 2020 Side 33 av



LF Hgst 2020 Versjon 5

5 Lgsningsforslag versjon 5

[1] (30%)

Gitt funskjonen f(t) definert ved

1, 0<t<4
ft) =
cos(3t—12), t>4

a) Bevis at f(t) kan skrives pa formen
f@)=14+u(t—4)cos(3t—12) —u(t—4).

Lgsning: Vi lgser oppgaven ved & vise at funksjonene er like pa hvert intervall. La ¢ < 4. Da er
u(t —4) =0 og derfor er f(t) =14+u(t—4) cos(3t—12) —u(t—4)=140—-0=1.Lat > 4. Da
er u(t —4) =1 og derfor er f(t) =14+u(t—4)cos(3t—12) —u(t—4) =1+cos(3t—12) -1 =
cos (3t —12).

b) Lag en skisse av funksjonen f(t) med 0 < ¢ < 10.
Lgsning:

—_
[\
w +

A V

c) Vis at Laplace-transformasjonen til f(¢) er

1

Lgsning: Vi bruker lineariteten til Laplace-transformasjonen:
Z(ft) =21+ ZL(u(t—4) cos(3t—12)) — L (u(t—4))

Vi finner forste ledd ved a benytte formel for Laplace av 1 som er £ (1) = % Vi regner ut andre ledd

ved & kombinere formel for Laplace av cos (3¢) som er .2 (cos (3t)) = 5 med skiftteoremet.

2 (9(t — a)u(t — a)) = e~ L(g(1)).

Det gir
_ds 45 S
Z(cos(3t—12)u(t —4)) =e 43(608(3@):@ 4 e

—4s

Vi finner fgrste ledd ved & benytte formel for Laplace av u(t — 4) som er £ (u(t —4)) = <
Kombinerer vi det vi har regnet ut far vi

20 =5+ (Fg-3)

249 s
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d) Gitt folgende differensialligning
y" =8y + 15y = [(t)
med startbetingelser y(0) = 3 og v/(0) = 15.
Vis at startverdiproblemet har folgende lgsning etter Laplace-transformasjon av ligningen.

Z (f(t) 3
G-3)(5—5) s-5

Lasning: Vi tar laplace av begge sider av ligningen.
L — 8y +15y) = L(f(t))
Laplace-transformasjonen er linezer.
L") -8L(y) +15.2(y) = Z(f(1))
Formlene 19 og 20 i formelsamlingen gir
L) =sY —y(0) =Y s—3.

og
2" =% —y(0)s —y'(0) = Y s> — 35— 15.

Vi setter dette inn i venstresiden i ligningen og far
s*Y — 8sY +15Y + (9 — 35) = Z(f(1)).
Vi samler Y-leddene utenfor en parantes og trekker fra 9 — 3 s pa begge sider.
(s> =85+ 15)Y = Z(f(t)) — (9 — 35)
Vi deler pa s> — 8 s + 15 pa begge sider av ligningen.

2(@) __9-3s
s2—-8s+15 s2—-8s+15

Y:

N& faktoriserer vi nevneren i det andre leddet: s — 85+ 15 = (s — 3)(s — 5). Telleren er 9 — 35 =
—3(s — 3). Vi kan da forkorte brgken og vi far
< (f(1) 3

Y:(s—3)(s—5)+s—5'

e) Fullfor delbrgksoppspaltingene.

1 A B C
s(s—3)(s—=5) s s—3 s—5
0g
s _3L+Ks M N

(s249) (s—3) (s—5)
(Fasit: A=, B=—%,C=4%, K=1,L=-%
Lasning: Faste delbrgksoppspalting:

Vi ganger med s pa begge sider,

1 . Bs n Cs
(s—3)(s—5) s—3 s—5’
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og setter s = 0. Det gir A = % Vi ganger med s — 3 pa begge sider,

1 A(s—3 C(s—3
3(3—5): (s )+B+s(f5)’
og setter s = 3. Det gir B = —%. Vi ganger med s — 3 pa begge sider,
s (51— 3) - . (SS ? * BS(S— 35) +C,
og setter s = 5. Det gir C = %.
Andre delbrgksoppspalting:
S 3L+ Ks M N

(249) (5-3) (5-5)  _£+9 s-3 5-5

Vi ganger med s — 3 pa begge sider,

3L+ K -3 N (s—3
s _GIAEG-8) N 6-8)
(s?+9) (s —5) 5249 5s—5
og setter s = 3. DetgirM:—%.
Vi ganger med s — 5 pa begge sider,
s 3L+ Ks)(s—5 M (s—5
2 _BLEKS (-5 M-8
(s2+9) (s—3) s2+9 s—3
og setter s = 5. DetgirN:%.
Vi ganger med s? 4+ 9 pa begge sider,
s M (s>4+9) N (s>+9)
———— = =3L+K
(5-3) (5—5) TRst T Ty T s

og setter s = 3i. Det gir L +1K = —5—21 + ﬁi.

(15%)

Gitt systemet
2 = 3224y -1
y' = 2 +2xy+1
med startbetingelsene x(0) = 0, 2/(0) = 1, y(0) = —2 og ¢/(0) = —1.
a) Skriv om systemet til et linesert system med 4 ukjente funksjoner 21 = x, 29 = 2/, 23 = y og
Z4 = y/.
Lgsning: Definisjonen av z1 og 23 gir 20 = 2/ = 2| og definisjonen av z3 og z4 gir z4 = ¢y = z5. Vi
erstatter 2" med 2z} og y” med 2] i ligningene. Vi har derfor forelgpig

z1 = 22
zy = 324y —1
2 o= 2z
2y = 2 +2zxy+1

Vi erstatter si x med 21, ' med z3 og si videre.

Zl - Z9
/ 2
Zy = 321" +2z4—1
Zé = Z4
2y = 2+2223+1

21(0) = z(0) = 0, 22(0) = 2'(0) = 1, 23(0) = y(0) = —2 og 24(0) = ¥'(0) = —1.
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b) Utfer en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til & finne en tilnszerming av x(0.1)
og y(0.1).
Lgsning: Vi bruker Eulers metode for & lgse ligningsystemet. Startbetingelsene gir
wo,1 = 1‘(0) = 0.00
wo,2 = 1"(0) = 1.00
wo,3 = y(O) = —2.00
Wo4 = y/(O) =—1.00

Forste steg i metoden gir

wi,1 = wo +h-wyo = 0.10

w2 = wo2+h-(3 w0712 +wp 4 — 1) =0.80

wi3 = w3+ h-wys=—2.10

wia = woa+h-(wo2+ 2wy woz+ 1) =-0.80

Vi har derfor 2(0.1) ~ w;; = 0.10 og y(0.1) =~ w; 3 = —2.10.

(25%)

Y
En funksjon f(x) som er definert pa intervallet [0, L], kalles sy- 9 |
metrisk om = = L/2 hvis f(L —z) = f(z) for alle z € [0, L]. I
denne oppgaven vil du fa nytte av en setning om sinusrekken til L1

slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er symetrisk om
x = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den vertikale linjen x

med x = 2. I dette eksempelet er L = 4.

Setning 5 La f(x), Dy = [0, L], vere kontinuerlig og symetrisk om x = L/2 pd intervallet [0, L] Da
er koeffisientene b,, n =1,2,3,... til sinusrekken

o
f~ Z bnsinm
n=1 L

lik
0 , for jevne n

by =144 [L/2
/s (x) sin n_z:c dz , for odde n

Gitt funksjonen f definert pa intervallet [0, 4] ved
4z 0<x <2
fz) =
16 -4z ,2<x<4

a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om x = L/2.

Lgsning: Funksjonen er definert pa intervallet [0, 4]. Derfor er L = 4. Vi viser né at f(x) er symetrisk
omz =2 Laxe€l0,2). Daer4d—ux e (2,4]. Folgeliger f(4d—x) =16—-4(4—z) =4z = f(x). La
x €(2,4]. Daer4—x €[0,2). Folgeliger f(4—x)=4(4—x) =16 —4z = f(z).
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b) Benytt setningen til & regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: by = 8%2)

Lgsning: Vi bruker setningen fordi f tilfredstiller betingelsen i setningen. For jevne n er b, = 0. For

odde n er L2 )
bn:—/ 4xsinwdx:/ 4xsin@dx.
4 Jo 4 0 4

mTnT
4005( 1 )
nm :

Vi bruker delvis integrasjon. La u = 42 og v/ = sin (™4%) Daer v/ =4 og v = —

by = [_wwcos(%r_/z_w cos (747)
0 0

TnT
4

nm nm

32 cos (”2—") l 64 sin (”Tm)r

nm n? 72

0
Det forste leddet er lik null fordi n er odde. Derfor er

_ 64 sin (%)

" n2 w2
Siden n er odde har vi at )
64(—1)2"2

bn = n? w2

c) Finn alle lgsninger pa formen wu(z,t) = F(z)G(t) til den partielle differensialligningen
Ut = 3Upzr — 3U
med randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(4,t) = 0.
Lgsning: Vi setter inn F(z)G(t) for w inn i likningen.
F(x)G'(t) =3 F"(x)G(t) — 3F(z)G(t).

Deler vi pa F(x)G(t), far vi
) _, ')
G(t) = F(z)
Vi har derfor F”/ = kF for en konstant k. Randbetingelsene for u gir randbetingelser for F'.

F(0) = F(4) = 0.

- 3.

For k = 0 har vi lgsningen F(z) = Az + B. Randbetingelsene gir F'(0) = B =0 og F(4) = 4A = 0.
Det gir F(z) = 0.

For k = A2 > 0 har vi lgsningen F(x) = Ae*® + Be **. Randbetingelsene gir F'(0) = A+ B = 0 og
F(4) = A(e** — e = 0. Det gir F(z) = 0.

For k = —w? < 0 har vi Igsningen F(z) = Acoswz + Bsinwzr Randbetingelsene gir F(0) = A =0
og F(4) = Bsin(4w) = 0. For & unga at F(z) = 0 sa ma B # 0. Da ma 4w =nm der n = 1,2,3, ...

Vi far derfor at
TN

F(x):Bsin(T),n:1,2,3,...

Vi har da at k = —w? = —%gz. Ligningen for G er da
G'(t) _371'2712 5
Gt) 16 '

Denne har lgsning
2 2

G(t) = e~

Ldsningene er
up(z,t) = Bne(_3 - gin (WTM) ,n=1,23,...
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d) Bruk svaret fra oppgave c) til a lgse den partielle differensialligningen
Ut = 3Upzr — 3U

med randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(4,t) = 0 og startbetingelse u(z,0) = f(z).
Lgsning: Fra punkt ¢) far vi generell lgsning

s > 3m2n? 3 mTnox
w,t) = up(w,t) =Y B 1 lsin <T> .
n=1 n=1

Vi setter t = 0 og bruker startbetingelen

u(z,0) = ianin (sz) )

n=1

Vi far derfor at B, = b,,. Lgsningen er derfor

-1
u(a )= 3 DT el gy o (T2 20t )
’ 72 (2n —1)? 4 .

n=1

(15%)

I denne oppgaven er fglgende vektorfelt gitt.

F=0322yz2—y)i+@®22+2)j+ Q2uza+9yk

a) Regn ut curlF. Er F et konservativt vektorfelt?
Lgsning: Vi har
F(z,y,2) = P(z,y,2)1+ Q(z,y,2)1+ R(z,y, 2)i,
der P(x,y,2) =322y 2? —y, P(z,y,2) = 2% 22 + z og P(x,y,2) = 23 2% + 2. Formelen for curl er

A

curlF = (Ry — Q)1+ (P, — Ry)j + (Qz — Py k.

Vi har
Ry—Q, = (222°4+1)—(222°+1) =0
P,—R, = (62%yz)— (622y2)=0
Q:—P, = (32*2%) - (32722 -1)=1

Curl til vektorfeltet er curl F = k. Vektorfeltet er ikke konservativt fordi curl F £ 0.

/F~dr
Jc

w(t) =13 y(t) = t,2(t) = Vt,t € [0,1].

b) Regn ut linjeintegralet

langs kurven C' som er parametrisert ved
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Lgsning: Vi kan ikke bruke fundamentalsetningen for linjeintegraler da vektorfeltet ikke er konser-
vativt. Derfor ma vi bruke formelen

/F-dr:/de+/Qdy+/Rdz
C C C C

Vi regner ut

1 " 1 1 1/3
/Cde:/O P(x(t),y(t),z(t))i—tdt:/o (3t8/3—t)(3t12/3)dt:/0 (tQ—%)dtzl—z.
[L@av= [ Qto.p. 0% a = [+ vimar= [ @+ viar=1.

_ [ de i [ 2y g o [faz g Vg - 2
/CRdz_/O R(m(t),y(t),z(t))adt—/o (t +26° 2)(2\/z)dt_/0 (2 + ) dt ==

Folgelig har vi

(15%)

I denne oppgaven skal vi se pa numerisk lgsning av differensialligningen
us = Dug, + FEu.

med randbetingelser u(a,t) = 0 og u(b,t) = 0 og startbetingelse u(x,0) = f(x). Diskretiseringen med
M intervaller i z-retning og N intervaller i t-retning og 0 <t < T gir steglengdene h = (b —a)/M og
k = T/N. Fremover-differanse metoden har matriseform

Wj+1 = AWj

der A er (M —1) x (M — 1)-matrisen

[1—20+kE o 0 0
o 1—20+kFE o
A= o 1—-20+kE 0
: . o
0 0 o 1—20+kE|
Egenverdiene til A er gitt ved
Ao =20cos®E +1-20+kE, k=1,2...,M—1.

a) Bruk opplysningen til & vise at metoden er stabil nar £ < 0 og

Dk
h?

Ek

- =<

1
4 2

(Hint: Egenverdiene til A méa ligge mellom -1 og 1.)

Lgsning: For at metoden skal vaere stabil ma egenverdiene til A vaere mellom -1 og 1. Siden verdiene

til cos(%r) ligger jevnt mellom —1 og 1 saligger egenverdiene mellom A_ = —20 + 1 — 20 + kE og
A =20+1—20+kE. Derfor mad 1 > Ay =20+ 1—20 + kFE, som gir 0 > kFE. Siden k£ > 0 far vi
E <0. Kravet —1 < A_giross —1 < A_ =-20+1—20+kF, som gir —2 < —40 + kFE. Vi deler pa
—4 og far

2 hE

4= 4
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b) Laa=0,b=3,D =3, E= -3 0g M = 15. Hva er den stgrste verdien k kan ha om metoden
skal veere stabil?

Lgsning: Forst ser vi at £ = —3 < 0. Vi har at h = (b—a)/M = 3/15 = 1/5. Vi setter vi inn for h,
D og FE i formelen far vi

3
kE+ -k <
75 +4 <

N | =

Vi lgser og far

g 2
=303
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6 Lgsningsforslag versjon 6

(30%)

Gitt funskjonen f(t) definert ved

1, 0<t<4

ft) =
cos(4t—16), t>4
a) Bevis at f(t) kan skrives pa formen
f&)=14u(t—4) cos(4t—16) —u(t—4).

Lgsning: Vi lgser oppgaven ved & vise at funksjonene er like pa hvert intervall. La ¢ < 4. Da er
u(t —4) = 0 og derfor er f(t) =14+ u(t—4) cos(4t—16) —u(t—4)=140—-0=1.Lat > 4. Da

er u(t —4) =1 og derfor er f(t) =14+ u(t—4) cos(4t—16) —u(t—4) =1+ cos(4t—16) — 1 =
cos (4t — 16).

b) Lag en skisse av funksjonen f(t) med 0 < ¢ < 10.

| M
AR

20 =5+ (3

Lgsning:

—_
[\
w +

Lgsning: Vi bruker lineariteten til Laplace-transformasjonen:
Z(ft) =2 1)+ ZL(u(t—4) cos(4t—16)) — L (u(t —4))

Vi finner forste ledd ved a benytte formel for Laplace av 1 som er £ (1) = % Vi regner ut andre ledd
ved & kombinere formel for Laplace av cos (4t) som er .Z (cos (4t)) = med skiftteoremet.

2 (g9(t — a)u(t — a)) = e~ L(g(1)).

S
52+16

Det gir
S

s24+16°

Vi finner ferste ledd ved & benytte formel for Laplace av u(t — 4) som er £ (u(t —4)) = <
Kombinerer vi det vi har regnet ut far vi

Z (cos (4t — 16) u(t — 4)) = e 45 L(cos (4t)) = e

—4s

S

20 =5+ (5 3)-
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d) Gitt folgende differensialligning
y" =9y + 20y = [(t)
med startbetingelser y(0) = 4 og v/(0) = 20.
Vis at startverdiproblemet har folgende lgsning etter Laplace-transformasjon av ligningen.

Z (f()) 4

Y = -5 Ts-5

Lasning: Vi tar laplace av begge sider av ligningen.
L — 9% +20y) = ZL(f(t))
Laplace-transformasjonen er linezer.
L") - 9L(y) +20L(y) = Z(f(1))
Formlene 19 og 20 i formelsamlingen gir
L) =sY —y(0) =Y s —4.

og
L") = s —y(0)s — y/(0) =Y s2 — 45 — 20.

Vi setter dette inn i venstresiden i ligningen og far
s2Y — 9sY +20Y + (16 — 45) = .Z(f(t)).
Vi samler Y-leddene utenfor en parantes og trekker fra 16 — 4 s pa begge sider.
(2 =95+ 20)Y = Z(f(t)) — (16 — 45)
Vi deler pa s — 95 + 20 pa begge sider av ligningen.

Z(f() 16 —4s
§2—-954+20 s2—-9s5+4+20

Y:

N& faktoriserer vi nevneren i det andre leddet: s — 95 + 20 = (s — 4)(s — 5). Telleren er 16 — 45 =
—4(s —4). Vi kan da forkorte brgken og vi far

1 A+ B N C
s(s—4)(s—=5) s s—4 s-5

og
s _4L—|—Ks M N

(s24+16) (s —4) (s—5)  s2+16 +s—4 s—5
TR | _ 1 _1 _ 1 __ 9 _ 1 _ 5
(Fasit: A= 55, B=—7,C=3%, K= L=-3M=—4, N=73)

Lasning: Faste delbrgksoppspalting:

328°

1 —é-i- B N C
s(s—4)(s—5) s s—4 s—5

Vi ganger med s pa begge sider,

1 . Bs n Cs
(s—4) (s—5) s—4 s-=5’
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og setter s = 0. Det gir A = =~. Vi ganger med s — 4 pa begge sider,
20

1 A(s—4 C(s—4
3(3—5): (s )+B+s(f5)’
og setter s = 4. Det gir B = —i. Vi ganger med s — 4 pa begge sider,
s (51— 4) = (SS 2 * BS(S— 45) +C,
og setter s = 5. Det gir C = é
Andre delbrgksoppspalting:
S 4L+ Ks M N

(s24+16) (s—4) (s—5)  s2+16 +s—4 s—5
Vi ganger med s — 4 pa begge sider,

4L+ K —4 N (s—4
s _ULEES () NGt
(s> +16) (s —5) 2416 s—5
og setter s = 4. Det girM:—%.
Vi ganger med s — 5 pa begge sider,
4L+ K -5 M (s—5
s _@L+Ks)(s=5) M(s=5)
(s2416) (s —4) s+ 16 s—4
og setter s = 5. Det girN:%.
Vi ganger med s? 4 16 pa begge sider,
s M (s> +16) N (s*>+16)
— Y =4L+ K
(s —4) (s—5) thst— Tt s—5 7

og setter s = 41. Det gir L +iK = —% + 3—%8i.

(15%)

Gitt systemet
2 = 3224y +2
y' = 2 —zy+1
med startbetingelsene x(0) = 1, 2/(0) = 0, y(0) = —1 og ¥'(0) = —2.

a) Skriv om systemet til et linesert system med 4 ukjente funksjoner 21 = x, 29 = 2/, 23 = y og
24 = y/.
Lgsning: Definisjonen av z1 og 23 gir 20 = 2/ = 2| og definisjonen av z3 og z4 gir z4 = ¢y = z5. Vi
erstatter 2" med 2z} og y” med 2] i ligningene. Vi har derfor forelgpig

Z1 = 22
zy = 32249y +2
2y o= 2z
2y = o —zy+1

Vi erstatter si x med 21, ' med 23 og si videre.

21 = 22
zé = 3212 + 24 + 2
Zé = 2z
zfl = z9—2z123+1

21(0) = z(0) =1, 22(0) = 2(0) = 0, 23(0) = y(0) = —1 og 24(0) = ¥ (0) = —2.
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b) Utfer en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til & finne en tilnszerming av x(0.1)
og y(0.1).

Lgsning: Vi bruker Eulers metode for & lgse ligningsystemet. Startbetingelsene gir
wo,1 = 1‘(0) =1.00
wo,2 = 1"(0) = 0.00
wo,3 = y(O) = —1.00
Wo4 = y/(O) = —2.00

Forste steg i metoden gir

wi,1 = wo, +h-woo = 1.00

wiy = woa+h-(Bwoa? +wos+2)=0.30
wi3 = w3+ h-wys=—1.20

w4 = wo4+h-(wo2 —wo1woz+1)=—-1.80

Vi har derfor 2(0.1) ~ w;; = 1.00 og y(0.1) ~ w; 3 = —1.20.

(25%)

Y
En funksjon f(x) som er definert pa intervallet [0, L], kalles sy- 9 |
metrisk om = = L/2 hvis f(L —z) = f(z) for alle z € [0, L]. I
denne oppgaven vil du fa nytte av en setning om sinusrekken til L1

slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er symetrisk om
x = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den vertikale linjen x

med x = 2. I dette eksempelet er L = 4.

Setning 6 La f(x), Dy = [0, L], vere kontinuerlig og symetrisk om x = L/2 pd intervallet [0, L] Da
er koeffisientene b,, n =1,2,3,... til sinusrekken

o
f~ Z bnsinm
n=1 L

lik
0 , for jevne n

by =144 [L/2
/s (x) sin n_z:c dz , for odde n

Gitt funksjonen f definert pa intervallet [0, 6] ved
4z ,0<2 <3
fz) =
24 -4z ,3<z2<6

a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om x = L/2.

Lgsning: Funksjonen er definert pa intervallet [0, 6]. Derfor er L = 6. Vi viser né at f(x) er symetrisk
om x =3. Laxz €[0,3). Daer 6 —z € (3,6]. Folgelig er f(6 —x) =24 —4(6 —x) =4z = f(z). La
x € (3,6]. Daer 6 —x € [0,3). Folgeliger f(6 —x) =4(6—x) =24 —4z = f(x).
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b) Benytt setningen til & regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: by = 2:7)’7%2)
Lgsning: Vi bruker setningen fordi f tilfredstiller betingelsen i setningen. For jevne n er b, = 0. For

odde n er

4 3 38
bn:—/ 4xsinwdx: —xsin@dx.
6 Jo 6 0o 3 6
Vi bruker delvis integrasjon. La u = 87“” og v/ =sin (T¢%) Daer v/ =3 og v = —%.
3
16 x cos (Z2% 3 16 cos (F2E
bn:l_ (6)]_/_ (6)dx
nm o Jo nm

48 cos (”2—") l 96 sin (%gm)r

nm n? 72

0
Det forste leddet er lik null fordi n er odde. Derfor er

_ 96 sin (%)

" n2 w2
Siden n er odde har vi at )
b - 96 (—1)2"2

e n? w2

c) Finn alle lgsninger pa formen wu(z,t) = F(z)G(t) til den partielle differensialligningen
U = 4duge — 3u
med randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(6,t) = 0.
Lgsning: Vi setter inn F(z)G(t) for w inn i likningen.
F(x)G'(t) =4 F"(2)G(t) — 3F(x)G(t).

Deler vi pa F(x)G(t), far vi
¢, P
G(t) ~ F(z)
Vi har derfor F”/ = kF for en konstant k. Randbetingelsene for u gir randbetingelser for F'.

F(0) = F(6) = 0.

- 3.

For k = 0 har vi lgsningen F(z) = Az + B. Randbetingelsene gir F'(0) = B = 0 og F(6) = 6A = 0.
Det gir F(z) = 0.

For k = A2 > 0 har vi lgsningen F(x) = Ae*® + Be **. Randbetingelsene gir F'(0) = A+ B = 0 og
F(6) = A(e5* — e76%) = 0. Det gir F(z) = 0.

For k = —w? < 0 har vi Igsningen F(z) = Acoswz + Bsinwzr Randbetingelsene gir F(0) = A =0
og F(6) = Bsin(6w) = 0. For & ungd at F(z) =0 sd ma B # 0. Da mé 6w = nmw der n = 1,2,3,...

Vi far derfor at
TN

F(x):Bsin(T),n:LZ&...

Vi har da at k = —w? = —%. Ligningen for G er da
G'(t) _772 n? 4
Gty 9 '

Denne har lgsning

Ldsningene er
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d) Bruk svaret fra oppgave c) til a lgse den partielle differensialligningen
U = 4dupe — 3u

med randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(6,t) = 0 og startbetingelse u(z,0) = f(z).
Lgsning: Fra punkt ¢) far vi generell lgsning

> >0 x2 n? mTnx
w@,t) =D up(z,t) =Y Bpelm 5 lsin <T> .
n=1 n=1

Vi setter t = 0 og bruker startbetingelen

u(z,0) = ianin (ng) )

n=1

Vi far derfor at B, = b,,. Lgsningen er derfor

0 n—1
ule,t) = 30 BEDT Pepnlgy g (mz @t )Y
’ 72 (2n —1)2 6

n=1

(15%)

I denne oppgaven er fglgende vektorfelt gitt.

F=0322y?z—y)i+Qyza®+2)j+ (2 + 9k

a) Regn ut curlF. Er F et konservativt vektorfelt?
Lgsning: Vi har
F(z,y,2) = P(z,y,2)1+ Q(z,y,2)1+ R(z,y, 2)i,
der P(z,y,2) =322y 2z —vy, P(x,y,2) =2y zx>+ 2 og P(x,y,z) = 2y zx3 + 2. Formelen for curl er

A

curlF = (Ry — Q)1+ (P, — R.)j + (Qz — Py) k.

Vi har
R,—Q. = (2ya*+1)—(2yz*+1)=0
P.—R, = (32°¢y%) —(32%4%) =0
Q:—P, = (62°yz)— (627yz—1)=1

Curl til vektorfeltet er curl F = k. Vektorfeltet er ikke konservativt fordi curl F £ 0.

/F~dr
Jc

w(t) = tY3 y(t) = Vi, 2(t) = t,t € [0,1].

b) Regn ut linjeintegralet

langs kurven C' som er parametrisert ved
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Lgsning: Vi kan ikke bruke fundamentalsetningen for linjeintegraler da vektorfeltet ikke er konser-
vativt. Derfor ma vi bruke formelen

/F-dr:/de—i—/Qdy—i-/Rdz
C C C C

Vi regner ut

1 T 1 1
[ Pae= [ Pt 20) = [ 680 —Vigmd= [ - o=
/CQoLy:/O1 Q(x(t),y(t),z(t))%dt:/01(t+2t5/2)(2i\/z)dt:/01(t2+g)dt:;.
/CRdz:/OIR(m(t),y(t),z(t))%dt:/Ol(t2+\/i)(1)dt:/01(t2+x/¥)dt:1.
Folgelig har vi
/F-dr: §
C 5

(15%)

I denne oppgaven skal vi se pa numerisk lgsning av differensialligningen
up = Dy, + Fu.

med randbetingelser u(a,t) = 0 og u(b,t) = 0 og startbetingelse u(x,0) = f(x). Diskretiseringen med
M intervaller i z-retning og N intervaller i t-retning og 0 <t < T gir steglengdene h = (b —a)/M og
k = T/N. Fremover-differanse metoden har matriseform

Wj+1 = AWj

der A er (M —1) x (M — 1)-matrisen

[1— 20+ kE o 0 0
o 1—20+kFE o
A= o 1—-20+kE 0
: o
i 0 0 o 1-20+kE|
Egenverdiene til A er gitt ved
A\ =20cos®T +1-20 +kE, k=1,2...,M—1.

a) Bruk opplysningen til & vise at metoden er stabil nar £ < 0 og

Dk
h2

Ek 1
=<z
4 — 2

(Hint: Egenverdiene til A méa ligge mellom -1 og 1.)

Lgsning: For at metoden skal vaere stabil ma egenverdiene til A vaere mellom -1 og 1. Siden verdiene

til cos(%) ligger jevnt mellom —1 og 1 séligger egenverdiene mellom A\_ = —20 + 1 — 20 + kFE og
A =20+1—20+kE. Derfor ma 1 > Ay =20+ 1—20 + kF, som gir 0 > kF. Siden k£ > 0 far vi
E <0.Kravet —1 < A_giross —1 < A_ =—-20+1—20+kFE, som gir —2 < —40 + kFE. Vi deler pa
—4 og far

2., kB

4~ 4
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b) Laa=0,b=4, D =3, E = -2 o0g M = 20. Hva er den stgrste verdien k£ kan ha om metoden
skal veere stabil?

Lgsning: Forst ser vi at £ = —2 < 0. Vi har at h = (b —a)/M = 4/20 = 1/5. Vi setter vi inn for h,
D og FE i formelen far vi

k4 -k <

N | —
N | —

Vi lgser og far
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