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LF Høst 2020 Versjon 1

1 Løsningsforslag versjon 1

1 (30%)

Gitt funskjonen f(t) definert ved

f(t) =

{

1, 0 ≤ t < 2

cos (2 t − 4) , t ≥ 2

a) Bevis at f(t) kan skrives på formen

f(t) = 1 + u (t − 2) cos (2 t − 4) − u (t − 2) .

Løsning: Vi løser oppgaven ved å vise at funksjonene er like på hvert intervall. La t < 2. Da er
u(t − 2) = 0 og derfor er f(t) = 1 + u (t − 2) cos (2 t − 4) − u (t − 2) = 1 + 0 − 0 = 1. La t ≥ 2. Da er
u(t−2) = 1 og derfor er f(t) = 1+u (t − 2) cos (2 t − 4)−u (t − 2) = 1+cos (2 t − 4)−1 = cos (2 t − 4).

b) Lag en skisse av funksjonen f(t) med 0 < t < 8.

Løsning:

1

−1

1 2 3 4 5 6 7 8

c) Vis at Laplace-transformasjonen til f(t) er

L (f(t)) =
1

s
+ e−2s

(

s

s2 + 4
− 1

s

)

.

Løsning: Vi bruker lineariteten til Laplace-transformasjonen:

L (f(t)) = L (1) + L (u (t − 2) cos (2 t − 4)) − L (u (t − 2))

Vi finner første ledd ved å benytte formel for Laplace av 1 som er L (1) = 1
s . Vi regner ut andre ledd

ved å kombinere formel for Laplace av cos (2 t) som er L (cos (2 t)) = s
s2+4

med skiftteoremet.

L (g(t − a)u(t − a)) = e−as
L (g(t)).

Det gir

L (cos (2 t − 4) u(t − 2)) = e−2s
L (cos (2 t)) = e−2s s

s2 + 4
.

Vi finner første ledd ved å benytte formel for Laplace av u(t − 2) som er L (u(t − 2)) = e−2 s

s .
Kombinerer vi det vi har regnet ut får vi

L (f(t)) =
1

s
+ e−2s

(

s

s2 + 4
− 1

s

)

.
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d) Gitt følgende differensialligning
y′′ − 6y′ + 8y = f(t)

med startbetingelser y(0) = −2 og y′(0) = −8.

Vis at startverdiproblemet har følgende løsning etter Laplace-transformasjon av ligningen.

Y =
L (f(t))

(s − 2)(s − 4)
− 2

s − 4
.

Løsning: Vi tar laplace av begge sider av ligningen.

L (y′′ − 6y′ + 8y) = L (f(t))

Laplace-transformasjonen er lineær.

L (y′′) − 6L (y′) + 8L (y) = L (f(t))

Formlene 19 og 20 i formelsamlingen gir

L (y′) = sY − y(0) = Y s + 2.

og
L (y′′) = s2Y − y(0)s − y′(0) = Y s2 + 2 s + 8.

Vi setter dette inn i venstresiden i ligningen og får

s2Y − 6sY + 8Y + (2 s − 4) = L (f(t)).

Vi samler Y -leddene utenfor en parantes og trekker fra 2 s − 4 på begge sider.

(s2 − 6 s + 8)Y = L (f(t)) − (2 s − 4)

Vi deler på s2 − 6 s + 8 på begge sider av ligningen.

Y =
L (f(t))

s2 − 6 s + 8
− 2 s − 4

s2 − 6 s + 8

Nå faktoriserer vi nevneren i det andre leddet: s2−6 s+8 = (s−2)(s−4). Telleren er 2 s−4 = 2(s−2).
Vi kan da forkorte brøken og vi får

Y =
L (f(t))

(s − 2)(s − 4)
− 2

s − 4
.

e) Fullfør delbrøksoppspaltingene.

1

s (s − 2) (s − 4)
=

A

s
+

B

s − 2
+

C

s − 4

og
s

(s2 + 4) (s − 2) (s − 4)
=

2 L + K s

s2 + 4
+

M

s − 2
+

N

s − 4

(Fasit: A = 1
8 , B = −1

4 , C = 1
8 , K = 1

40 , L = − 3
40 ,M = −1

8 , N = 1
10 .)

Løsning: Føste delbrøksoppspalting:

1

s (s − 2) (s − 4)
=

A

s
+

B

s − 2
+

C

s − 4

Vi ganger med s på begge sider,

1

(s − 2) (s − 4)
= A +

B s

s − 2
+

C s

s − 4
,
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og setter s = 0. Det gir A = 1
8 . Vi ganger med s − 2 på begge sider,

1

s (s − 4)
=

A (s − 2)

s
+ B +

C (s − 2)

s − 4
,

og setter s = 2. Det gir B = −1
4 . Vi ganger med s − 2 på begge sider,

1

s (s − 2)
=

A (s − 4)

s
+

B (s − 4)

s − 2
+ C,

og setter s = 4. Det gir C = 1
8 .

Andre delbrøksoppspalting:

s

(s2 + 4) (s − 2) (s − 4)
=

2 L + K s

s2 + 4
+

M

s − 2
+

N

s − 4

Vi ganger med s − 2 på begge sider,

s

(s2 + 4) (s − 4)
=

(2 L + K s) (s − 2)

s2 + 4
+ M +

N (s − 2)

s − 4
,

og setter s = 2. Det gir M = −1
8 .

Vi ganger med s − 4 på begge sider,

s

(s2 + 4) (s − 2)
=

(2 L + K s) (s − 4)

s2 + 4
+

M (s − 4)

s − 2
+ N,

og setter s = 4. Det gir N = 1
10 .

Vi ganger med s2 + 4 på begge sider,

s

(s − 2) (s − 4)
= 2 L + K s +

M
(

s2 + 4
)

s − 2
+

N
(

s2 + 4
)

s − 4
,

og setter s = 2i. Det gir L + iK = − 3
40 + 1

40 i.

2 (15%)

Gitt systemet
x′′ = x2 + y′ − 2
y′′ = x′ − 2 x y + 3

med startbetingelsene x(0) = 0, x′(0) = 1, y(0) = −2 og y′(0) = −1.

a) Skriv om systemet til et lineært system med 4 ukjente funksjoner z1 = x, z2 = x′, z3 = y og
z4 = y′.

Løsning: Definisjonen av z1 og z2 gir z2 = x′ = z′

1 og definisjonen av z3 og z4 gir z4 = y′ = z′

3. Vi
erstatter x′′ med z′

2 og y′′ med z′

4 i ligningene. Vi har derfor foreløpig

z′

1 = z2

z′

2 = x2 + y′ − 2

z′

3 = z4

z′

4 = x′ − 2 x y + 3

Vi erstatter så x med z1, x′ med z2 og så videre.

z′

1 = z2

z′

2 = z1
2 + z4 − 2

z′

3 = z4

z′

4 = z2 − 2 z1 z3 + 3

z1(0) = x(0) = 0, z2(0) = x′(0) = 1, z3(0) = y(0) = −2 og z4(0) = y′(0) = −1.
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b) Utfør en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til å finne en tilnærming av x(0.1)
og y(0.1).

Løsning: Vi bruker Eulers metode for å løse ligningsystemet. Startbetingelsene gir

w0,1 = x(0) = 0.00

w0,2 = x′(0) = 1.00

w0,3 = y(0) = −2.00

w0,4 = y′(0) = −1.00

Første steg i metoden gir

w1,1 = w0,1 + h · w0,2 = 0.10

w1,2 = w0,2 + h · (w0,1
2 + w0,4 − 2) = 0.70

w1,3 = w0,3 + h · w0,4 = −2.10

w1,4 = w0,4 + h · (w0,2 − 2 w0,1 w0,3 + 3) = −0.60

Vi har derfor x(0.1) ≈ w1,1 = 0.10 og y(0.1) ≈ w1,3 = −2.10.

3 (25%)

En funksjon f(x) som er definert på intervallet [0, L], kalles sy-
metrisk om x = L/2 hvis f(L − x) = f(x) for alle x ∈ [0, L]. I
denne oppgaven vil du få nytte av en setning om sinusrekken til
slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er symetrisk om
x = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den vertikale linjen
med x = 2. I dette eksempelet er L = 4.

1

2

1 2 3 4

x

y

Setning 1 La f(x), Df = [0, L], være kontinuerlig og symetrisk om x = L/2 på intervallet [0, L] Da

er koeffisientene bn, n = 1, 2, 3, . . . til sinusrekken

f ∼
∞

∑

n=1

bn sin
nπx

L

lik

bn =











0 , for jevne n

4

L

∫ L/2

0
f(x) sin

nπx

L
dx , for odde n

Gitt funksjonen f definert på intervallet [0, 4] ved

f(x) =

{

2 x , 0 ≤ x ≤ 2

8 − 2 x , 2 < x ≤ 4

a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om x = L/2.

Løsning: Funksjonen er definert på intervallet [0, 4]. Derfor er L = 4. Vi viser nå at f(x) er symetrisk
om x = 2. La x ∈ [0, 2). Da er 4 − x ∈ (2, 4]. Følgelig er f(4 − x) = 8 − 2 (4 − x) = 2 x = f(x). La
x ∈ (2, 4]. Da er 4 − x ∈ [0, 2). Følgelig er f(4 − x) = 2 (4 − x) = 8 − 2 x = f(x).
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b) Benytt setningen til å regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: b9 = 32

81π2 )

Løsning: Vi bruker setningen fordi f tilfredstiller betingelsen i setningen. For jevne n er bn = 0. For
odde n er

bn =
4

4

∫ 2

0
2 x sin

nπx

4
dx =

∫ 2

0
2 x sin

nπx

4
dx.

Vi bruker delvis integrasjon. La u = 2 x og v′ = sin
(π n x

4

)

Da er u′ = 2 og v = −4 cos(π n x

4 )
n π .

bn =

[

−
8 x cos

(

π n x
4

)

n π

]2

0

−
∫ 2

0
−

8 cos
(

π n x
4

)

n π
dx

= −16 cos
(

π n
2

)

n π
−

[

−32 sin
(

π n x
4

)

n2 π2

]2

0

Det første leddet er lik null fordi n er odde. Derfor er

bn =
32 sin

(π n
2

)

n2 π2
.

Siden n er odde har vi at

bn =
32 (−1)

n

2
−

1
2

n2 π2
.

c) Finn alle løsninger på formen u(x, t) = F (x)G(t) til den partielle differensialligningen

ut = 2 uxx − 2 u

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(4, t) = 0.

Løsning: Vi setter inn F (x)G(t) for u inn i likningen.

F (x)G′(t) = 2 F ′′(x)G(t) − 2 F (x)G(t).

Deler vi på F (x)G(t), får vi
G′(t)

G(t)
= 2

F ′′(x)

F (x)
− 2.

Vi har derfor F ′′ = kF for en konstant k. Randbetingelsene for u gir randbetingelser for F .

F (0) = F (4) = 0.

For k = 0 har vi løsningen F (x) = Ax + B. Randbetingelsene gir F (0) = B = 0 og F (4) = 4A = 0.
Det gir F (x) = 0.

For k = λ2 > 0 har vi løsningen F (x) = Aeλx + Be−λx. Randbetingelsene gir F (0) = A + B = 0 og
F (4) = A(e4λ − e−4λ) = 0. Det gir F (x) = 0.

For k = −ω2 < 0 har vi løsningen F (x) = A cos ωx + B sin ωx Randbetingelsene gir F (0) = A = 0
og F (4) = B sin(4ω) = 0. For å ungå at F (x) = 0 så må B 6= 0. Da må 4ω = nπ der n = 1, 2, 3, . . .
Vi får derfor at

F (x) = B sin

(

π n x

4

)

, n = 1, 2, 3, . . .

Vi har da at k = −ω2 = −n2π2

16 . Ligningen for G er da

G′(t)

G(t)
= −π2 n2

8
− 2.

Denne har løsning

G(t) = e(− π
2

n
2

8
−2)t

Løsningene er

un(x, t) = Bne(− π
2

n
2

8
−2)t sin

(

π n x

4

)

, n = 1, 2, 3, . . .
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d) Bruk svaret fra oppgave c) til å løse den partielle differensialligningen

ut = 2 uxx − 2 u

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(4, t) = 0 og startbetingelse u(x, 0) = f(x).

Løsning: Fra punkt c) får vi generell løsning

u(x, t) =
∞

∑

n=1

un(x, t) =
∞

∑

n=1

Bne(− π
2

n
2

8
−2)t sin

(

π n x

4

)

.

Vi setter t = 0 og bruker startbetingelen

u(x, 0) =
∞

∑

n=1

Bn sin

(

π n x

4

)

.

Vi får derfor at Bn = bn. Løsningen er derfor

u(x, t) =
∞

∑

n=1

32 (−1)n−1

π2 (2 n − 1)2 e(−
π

2 (2 n+1)2

8
−2)t sin

(

π x (2 n + 1)

4

)

.

4 (15%)

I denne oppgaven er følgende vektorfelt gitt.

F = (y2 z3 − y)̂ı + (2 x y z3 + z)̂ + (3 x y2 z2 + y)k̂.

a) Regn ut curl F. Er F et konservativt vektorfelt?

Løsning: Vi har
F(x, y, z) = P (x, y, z)̂ı + Q(x, y, z)̂ı + R(x, y, z)̂ı,

der P (x, y, z) = y2 z3 − y, P (x, y, z) = 2 x y z3 + z og P (x, y, z) = 2 x y z3 + z. Formelen for curl er

curl F = (Ry − Qz) ı̂ + (Pz − Rx) ̂ + (Qx − Py) k̂.

Vi har

Ry − Qz = (6 x y z2 + 1) − (6 x y z2 + 1) = 0

Pz − Rx = (3 y2 z2) − (3 y2 z2) = 0

Qx − Py = (2 y z3) − (2 y z3 − 1) = 1

Curl til vektorfeltet er curl F = k̂. Vektorfeltet er ikke konservativt fordi curl F 6= 0.

b) Regn ut linjeintegralet
∫

C
F · dr

langs kurven C som er parametrisert ved

x(t) = t, y(t) =
√

t, z(t) = t1/3, t ∈ [0, 1].
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Løsning: Vi kan ikke bruke fundamentalsetningen for linjeintegraler da vektorfeltet ikke er konser-
vativt. Derfor må vi bruke formelen

∫

C
F · dr =

∫

C
Pdx +

∫

C
Qdy +

∫

C
Rdz

Vi regner ut
∫

C
Pdx =

∫ 1

0
P (x(t), y(t), z(t))

dx

dt
dt =

∫ 1

0
(t2 −

√
t)(1) dt =

∫ 1

0
(t2 −

√
t) dt = −1

3
.

∫

C
Qdy =

∫ 1

0
Q(x(t), y(t), z(t))

dy

dt
dt =

∫ 1

0
(t1/3 + 2 t5/2)(

1

2
√

t
) dt =

∫ 1

0
(t2 +

1

2 t1/6
) dt =

14

15
.

∫

C
Rdz =

∫ 1

0
R(x(t), y(t), z(t))

dz

dt
dt =

∫ 1

0
(
√

t + 3 t8/3)(
1

3 t2/3
) dt =

∫ 1

0
(t2 +

1

3 t1/6
) dt =

11

15
.

Følgelig har vi
∫

C
F · dr =

4

3
.

5 (15%)

I denne oppgaven skal vi se på numerisk løsning av differensialligningen

ut = Duxx + Eu.

med randbetingelser u(a, t) = 0 og u(b, t) = 0 og startbetingelse u(x, 0) = f(x). Diskretiseringen med
M intervaller i x-retning og N intervaller i t-retning og 0 ≤ t ≤ T gir steglengdene h = (b − a)/M og
k = T/N . Fremover-differanse metoden har matriseform

wj+1 = Awj

der A er (M − 1) × (M − 1)-matrisen

A =





















1 − 2σ + kE σ 0 · · · 0

σ 1 − 2σ + kE σ
. . .

...

0 σ 1 − 2σ + kE
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . σ

0 · · · 0 σ 1 − 2σ + kE





















Egenverdiene til A er gitt ved

λk = 2σ cos kπ
M + 1 − 2σ + kE, k = 1, 2 . . . , M − 1.

a) Bruk opplysningen til å vise at metoden er stabil når E ≤ 0 og

Dk

h2
− Ek

4
≤ 1

2
.

(Hint: Egenverdiene til A må ligge mellom -1 og 1.)

Løsning: For at metoden skal være stabil må egenverdiene til A være mellom -1 og 1. Siden verdiene
til cos(kπ

M ) ligger jevnt mellom −1 og 1 såligger egenverdiene mellom λ− = −2σ + 1 − 2σ + kE og
λ+ = 2σ + 1 − 2σ + kE. Derfor må 1 ≥ λ+ = 2σ + 1 − 2σ + kE, som gir 0 ≥ kE. Siden k > 0 får vi
E ≤ 0. Kravet −1 ≤ λ− gir oss −1 ≤ λ− = −2σ + 1 − 2σ + kE, som gir −2 ≤ −4σ + kE. Vi deler på
−4 og får

2

4
≥ σ − kE

4
.
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b) La a = 0, b = 2, D = 2, E = −4 og M = 10. Hva er den største verdien k kan ha om metoden
skal være stabil?

Løsning: Først ser vi at E = −4 ≤ 0. Vi har at h = (b − a)/M = 2/10 = 1/5. Vi setter vi inn for h,
D og E i formelen får vi

50 k + 1k ≤ 1

2
.

Vi løser og får

k ≤ 1

51
.
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2 Løsningsforslag versjon 2

1 (30%)

Gitt funskjonen f(t) definert ved

f(t) =

{

1, 0 ≤ t < 2

cos (3 t − 6) , t ≥ 2

a) Bevis at f(t) kan skrives på formen

f(t) = 1 + u (t − 2) cos (3 t − 6) − u (t − 2) .

Løsning: Vi løser oppgaven ved å vise at funksjonene er like på hvert intervall. La t < 2. Da er
u(t − 2) = 0 og derfor er f(t) = 1 + u (t − 2) cos (3 t − 6) − u (t − 2) = 1 + 0 − 0 = 1. La t ≥ 2. Da er
u(t−2) = 1 og derfor er f(t) = 1+u (t − 2) cos (3 t − 6)−u (t − 2) = 1+cos (3 t − 6)−1 = cos (3 t − 6).

b) Lag en skisse av funksjonen f(t) med 0 < t < 8.

Løsning:

1

−1

1 2 3 4 5 6 7 8

c) Vis at Laplace-transformasjonen til f(t) er

L (f(t)) =
1

s
+ e−2s

(

s

s2 + 9
− 1

s

)

.

Løsning: Vi bruker lineariteten til Laplace-transformasjonen:

L (f(t)) = L (1) + L (u (t − 2) cos (3 t − 6)) − L (u (t − 2))

Vi finner første ledd ved å benytte formel for Laplace av 1 som er L (1) = 1
s . Vi regner ut andre ledd

ved å kombinere formel for Laplace av cos (3 t) som er L (cos (3 t)) = s
s2+9

med skiftteoremet.

L (g(t − a)u(t − a)) = e−as
L (g(t)).

Det gir

L (cos (3 t − 6) u(t − 2)) = e−2s
L (cos (3 t)) = e−2s s

s2 + 9
.

Vi finner første ledd ved å benytte formel for Laplace av u(t − 2) som er L (u(t − 2)) = e−2 s

s .
Kombinerer vi det vi har regnet ut får vi

L (f(t)) =
1

s
+ e−2s

(

s

s2 + 9
− 1

s

)

.
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d) Gitt følgende differensialligning
y′′ − 7y′ + 10y = f(t)

med startbetingelser y(0) = −3 og y′(0) = −15.

Vis at startverdiproblemet har følgende løsning etter Laplace-transformasjon av ligningen.

Y =
L (f(t))

(s − 2)(s − 5)
− 3

s − 5
.

Løsning: Vi tar laplace av begge sider av ligningen.

L (y′′ − 7y′ + 10y) = L (f(t))

Laplace-transformasjonen er lineær.

L (y′′) − 7L (y′) + 10L (y) = L (f(t))

Formlene 19 og 20 i formelsamlingen gir

L (y′) = sY − y(0) = Y s + 3.

og
L (y′′) = s2Y − y(0)s − y′(0) = Y s2 + 3 s + 15.

Vi setter dette inn i venstresiden i ligningen og får

s2Y − 7sY + 10Y + (3 s − 6) = L (f(t)).

Vi samler Y -leddene utenfor en parantes og trekker fra 3 s − 6 på begge sider.

(s2 − 7 s + 10)Y = L (f(t)) − (3 s − 6)

Vi deler på s2 − 7 s + 10 på begge sider av ligningen.

Y =
L (f(t))

s2 − 7 s + 10
− 3 s − 6

s2 − 7 s + 10

Nå faktoriserer vi nevneren i det andre leddet: s2−7 s+10 = (s−2)(s−5). Telleren er 3 s−6 = 3(s−2).
Vi kan da forkorte brøken og vi får

Y =
L (f(t))

(s − 2)(s − 5)
− 3

s − 5
.

e) Fullfør delbrøksoppspaltingene.

1

s (s − 2) (s − 5)
=

A

s
+

B

s − 2
+

C

s − 5

og
s

(s2 + 9) (s − 2) (s − 5)
=

3 L + K s

s2 + 9
+

M

s − 2
+

N

s − 5

(Fasit: A = 1
10 , B = −1

6 , C = 1
15 , K = 1

442 , L = − 21
442 ,M = − 2

39 , N = 5
102 .)

Løsning: Føste delbrøksoppspalting:

1

s (s − 2) (s − 5)
=

A

s
+

B

s − 2
+

C

s − 5

Vi ganger med s på begge sider,

1

(s − 2) (s − 5)
= A +

B s

s − 2
+

C s

s − 5
,
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og setter s = 0. Det gir A = 1
10 . Vi ganger med s − 2 på begge sider,

1

s (s − 5)
=

A (s − 2)

s
+ B +

C (s − 2)

s − 5
,

og setter s = 2. Det gir B = −1
6 . Vi ganger med s − 2 på begge sider,

1

s (s − 2)
=

A (s − 5)

s
+

B (s − 5)

s − 2
+ C,

og setter s = 5. Det gir C = 1
15 .

Andre delbrøksoppspalting:

s

(s2 + 9) (s − 2) (s − 5)
=

3 L + K s

s2 + 9
+

M

s − 2
+

N

s − 5

Vi ganger med s − 2 på begge sider,

s

(s2 + 9) (s − 5)
=

(3 L + K s) (s − 2)

s2 + 9
+ M +

N (s − 2)

s − 5
,

og setter s = 2. Det gir M = − 2
39 .

Vi ganger med s − 5 på begge sider,

s

(s2 + 9) (s − 2)
=

(3 L + K s) (s − 5)

s2 + 9
+

M (s − 5)

s − 2
+ N,

og setter s = 5. Det gir N = 5
102 .

Vi ganger med s2 + 9 på begge sider,

s

(s − 2) (s − 5)
= 3 L + K s +

M
(

s2 + 9
)

s − 2
+

N
(

s2 + 9
)

s − 5
,

og setter s = 3i. Det gir L + iK = − 21
442 + 1

442 i.

2 (15%)

Gitt systemet
x′′ = x2 + y′ + 3
y′′ = x′ − x y + 2

med startbetingelsene x(0) = −2, x′(0) = 0, y(0) = 1 og y′(0) = −1.

a) Skriv om systemet til et lineært system med 4 ukjente funksjoner z1 = x, z2 = x′, z3 = y og
z4 = y′.

Løsning: Definisjonen av z1 og z2 gir z2 = x′ = z′

1 og definisjonen av z3 og z4 gir z4 = y′ = z′

3. Vi
erstatter x′′ med z′

2 og y′′ med z′

4 i ligningene. Vi har derfor foreløpig

z′

1 = z2

z′

2 = x2 + y′ + 3

z′

3 = z4

z′

4 = x′ − x y + 2

Vi erstatter så x med z1, x′ med z2 og så videre.

z′

1 = z2

z′

2 = z1
2 + z4 + 3

z′

3 = z4

z′

4 = z2 − z1 z3 + 2

z1(0) = x(0) = −2, z2(0) = x′(0) = 0, z3(0) = y(0) = 1 og z4(0) = y′(0) = −1.
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b) Utfør en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til å finne en tilnærming av x(0.1)
og y(0.1).

Løsning: Vi bruker Eulers metode for å løse ligningsystemet. Startbetingelsene gir

w0,1 = x(0) = −2.00

w0,2 = x′(0) = 0.00

w0,3 = y(0) = 1.00

w0,4 = y′(0) = −1.00

Første steg i metoden gir

w1,1 = w0,1 + h · w0,2 = −2.00

w1,2 = w0,2 + h · (w0,1
2 + w0,4 + 3) = 0.60

w1,3 = w0,3 + h · w0,4 = 0.90

w1,4 = w0,4 + h · (w0,2 − w0,1 w0,3 + 2) = −0.60

Vi har derfor x(0.1) ≈ w1,1 = −2.00 og y(0.1) ≈ w1,3 = 0.90.

3 (25%)

En funksjon f(x) som er definert på intervallet [0, L], kalles sy-
metrisk om x = L/2 hvis f(L − x) = f(x) for alle x ∈ [0, L]. I
denne oppgaven vil du få nytte av en setning om sinusrekken til
slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er symetrisk om
x = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den vertikale linjen
med x = 2. I dette eksempelet er L = 4.

1

2

1 2 3 4

x

y

Setning 2 La f(x), Df = [0, L], være kontinuerlig og symetrisk om x = L/2 på intervallet [0, L] Da

er koeffisientene bn, n = 1, 2, 3, . . . til sinusrekken

f ∼
∞

∑

n=1

bn sin
nπx

L

lik

bn =











0 , for jevne n

4

L

∫ L/2

0
f(x) sin

nπx

L
dx , for odde n

Gitt funksjonen f definert på intervallet [0, 6] ved

f(x) =

{

2 x , 0 ≤ x ≤ 3

12 − 2 x , 3 < x ≤ 6

a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om x = L/2.

Løsning: Funksjonen er definert på intervallet [0, 6]. Derfor er L = 6. Vi viser nå at f(x) er symetrisk
om x = 3. La x ∈ [0, 3). Da er 6 − x ∈ (3, 6]. Følgelig er f(6 − x) = 12 − 2 (6 − x) = 2 x = f(x). La
x ∈ (3, 6]. Da er 6 − x ∈ [0, 3). Følgelig er f(6 − x) = 2 (6 − x) = 12 − 2 x = f(x).
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b) Benytt setningen til å regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: b9 = 16

27π2 )

Løsning: Vi bruker setningen fordi f tilfredstiller betingelsen i setningen. For jevne n er bn = 0. For
odde n er

bn =
4

6

∫ 3

0
2 x sin

nπx

6
dx =

∫ 3

0

4 x

3
sin

nπx

6
dx.

Vi bruker delvis integrasjon. La u = 4 x
3 og v′ = sin

(π n x
6

)

Da er u′ = 1 og v = −6 cos(π n x

6 )
n π .

bn =

[

−
8 x cos

(

π n x
6

)

n π

]3

0

−
∫ 3

0
−

8 cos
(

π n x
6

)

n π
dx

= −24 cos
(

π n
2

)

n π
−

[

−48 sin
(

π n x
6

)

n2 π2

]3

0

Det første leddet er lik null fordi n er odde. Derfor er

bn =
48 sin

(π n
2

)

n2 π2
.

Siden n er odde har vi at

bn =
48 (−1)

n

2
−

1
2

n2 π2
.

c) Finn alle løsninger på formen u(x, t) = F (x)G(t) til den partielle differensialligningen

ut = 3 uxx − 2 u

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(6, t) = 0.

Løsning: Vi setter inn F (x)G(t) for u inn i likningen.

F (x)G′(t) = 3 F ′′(x)G(t) − 2 F (x)G(t).

Deler vi på F (x)G(t), får vi
G′(t)

G(t)
= 3

F ′′(x)

F (x)
− 2.

Vi har derfor F ′′ = kF for en konstant k. Randbetingelsene for u gir randbetingelser for F .

F (0) = F (6) = 0.

For k = 0 har vi løsningen F (x) = Ax + B. Randbetingelsene gir F (0) = B = 0 og F (6) = 6A = 0.
Det gir F (x) = 0.

For k = λ2 > 0 har vi løsningen F (x) = Aeλx + Be−λx. Randbetingelsene gir F (0) = A + B = 0 og
F (6) = A(e6λ − e−6λ) = 0. Det gir F (x) = 0.

For k = −ω2 < 0 har vi løsningen F (x) = A cos ωx + B sin ωx Randbetingelsene gir F (0) = A = 0
og F (6) = B sin(6ω) = 0. For å ungå at F (x) = 0 så må B 6= 0. Da må 6ω = nπ der n = 1, 2, 3, . . .
Vi får derfor at

F (x) = B sin

(

π n x

6

)

, n = 1, 2, 3, . . .

Vi har da at k = −ω2 = −n2π2

36 . Ligningen for G er da

G′(t)

G(t)
= −π2 n2

12
− 2.

Denne har løsning

G(t) = e(− π
2

n
2

12
−2)t

Løsningene er

un(x, t) = Bne(− π
2

n
2

12
−2)t sin

(

π n x

6

)

, n = 1, 2, 3, . . .
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d) Bruk svaret fra oppgave c) til å løse den partielle differensialligningen

ut = 3 uxx − 2 u

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(6, t) = 0 og startbetingelse u(x, 0) = f(x).

Løsning: Fra punkt c) får vi generell løsning

u(x, t) =
∞

∑

n=1

un(x, t) =
∞

∑

n=1

Bne(− π
2

n
2

12
−2)t sin

(

π n x

6

)

.

Vi setter t = 0 og bruker startbetingelen

u(x, 0) =
∞

∑

n=1

Bn sin

(

π n x

6

)

.

Vi får derfor at Bn = bn. Løsningen er derfor

u(x, t) =
∞

∑

n=1

48 (−1)n−1

π2 (2 n − 1)2 e(−
π

2 (2 n+1)2

12
−2)t sin

(

π x (2 n + 1)

6

)

.

4 (15%)

I denne oppgaven er følgende vektorfelt gitt.

F = (y3 z2 − y)̂ı + (3 x y2 z2 + z)̂ + (2 x z y3 + y)k̂.

a) Regn ut curl F. Er F et konservativt vektorfelt?

Løsning: Vi har
F(x, y, z) = P (x, y, z)̂ı + Q(x, y, z)̂ı + R(x, y, z)̂ı,

der P (x, y, z) = y3 z2 − y, P (x, y, z) = 3 x y2 z2 + z og P (x, y, z) = 3 x y2 z2 + z. Formelen for curl er

curl F = (Ry − Qz) ı̂ + (Pz − Rx) ̂ + (Qx − Py) k̂.

Vi har

Ry − Qz = (6 x z y2 + 1) − (6 x z y2 + 1) = 0

Pz − Rx = (2 y3 z) − (2 y3 z) = 0

Qx − Py = (3 y2 z2) − (3 y2 z2 − 1) = 1

Curl til vektorfeltet er curl F = k̂. Vektorfeltet er ikke konservativt fordi curl F 6= 0.

b) Regn ut linjeintegralet
∫

C
F · dr

langs kurven C som er parametrisert ved

x(t) = t, y(t) = t1/3, z(t) =
√

t, t ∈ [0, 1].
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Løsning: Vi kan ikke bruke fundamentalsetningen for linjeintegraler da vektorfeltet ikke er konser-
vativt. Derfor må vi bruke formelen

∫

C
F · dr =

∫

C
Pdx +

∫

C
Qdy +

∫

C
Rdz

Vi regner ut
∫

C
Pdx =

∫ 1

0
P (x(t), y(t), z(t))

dx

dt
dt =

∫ 1

0
(t2 − t1/3)(1) dt =

∫ 1

0
(t2 − t1/3) dt = − 5

12
.

∫

C
Qdy =

∫ 1

0
Q(x(t), y(t), z(t))

dy

dt
dt =

∫ 1

0
(
√

t + 3 t8/3)(
1

3 t2/3
) dt =

∫ 1

0
(t2 +

1

3 t1/6
) dt =

11

15
.

∫

C
Rdz =

∫ 1

0
R(x(t), y(t), z(t))

dz

dt
dt =

∫ 1

0
(t1/3 + 2 t5/2)(

1

2
√

t
) dt =

∫ 1

0
(t2 +

1

2 t1/6
) dt =

14

15
.

Følgelig har vi
∫

C
F · dr =

5

4
.

5 (15%)

I denne oppgaven skal vi se på numerisk løsning av differensialligningen

ut = Duxx + Eu.

med randbetingelser u(a, t) = 0 og u(b, t) = 0 og startbetingelse u(x, 0) = f(x). Diskretiseringen med
M intervaller i x-retning og N intervaller i t-retning og 0 ≤ t ≤ T gir steglengdene h = (b − a)/M og
k = T/N . Fremover-differanse metoden har matriseform

wj+1 = Awj

der A er (M − 1) × (M − 1)-matrisen

A =





















1 − 2σ + kE σ 0 · · · 0

σ 1 − 2σ + kE σ
. . .

...

0 σ 1 − 2σ + kE
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . σ

0 · · · 0 σ 1 − 2σ + kE





















Egenverdiene til A er gitt ved

λk = 2σ cos kπ
M + 1 − 2σ + kE, k = 1, 2 . . . , M − 1.

a) Bruk opplysningen til å vise at metoden er stabil når E ≤ 0 og

Dk

h2
− Ek

4
≤ 1

2
.

(Hint: Egenverdiene til A må ligge mellom -1 og 1.)

Løsning: For at metoden skal være stabil må egenverdiene til A være mellom -1 og 1. Siden verdiene
til cos(kπ

M ) ligger jevnt mellom −1 og 1 såligger egenverdiene mellom λ− = −2σ + 1 − 2σ + kE og
λ+ = 2σ + 1 − 2σ + kE. Derfor må 1 ≥ λ+ = 2σ + 1 − 2σ + kE, som gir 0 ≥ kE. Siden k > 0 får vi
E ≤ 0. Kravet −1 ≤ λ− gir oss −1 ≤ λ− = −2σ + 1 − 2σ + kE, som gir −2 ≤ −4σ + kE. Vi deler på
−4 og får

2

4
≥ σ − kE

4
.
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b) La a = 0, b = 3, D = 2, E = −3 og M = 15. Hva er den største verdien k kan ha om metoden
skal være stabil?

Løsning: Først ser vi at E = −3 ≤ 0. Vi har at h = (b − a)/M = 3/15 = 1/5. Vi setter vi inn for h,
D og E i formelen får vi

50 k +
3

4
k ≤ 1

2
.

Vi løser og får

k ≤ 4

203
.
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3 Løsningsforslag versjon 3

1 (30%)

Gitt funskjonen f(t) definert ved

f(t) =

{

1, 0 ≤ t < 3

cos (4 t − 12) , t ≥ 3

a) Bevis at f(t) kan skrives på formen

f(t) = 1 + u (t − 3) cos (4 t − 12) − u (t − 3) .

Løsning: Vi løser oppgaven ved å vise at funksjonene er like på hvert intervall. La t < 3. Da er
u(t − 3) = 0 og derfor er f(t) = 1 + u (t − 3) cos (4 t − 12) − u (t − 3) = 1 + 0 − 0 = 1. La t ≥ 3. Da
er u(t − 3) = 1 og derfor er f(t) = 1 + u (t − 3) cos (4 t − 12) − u (t − 3) = 1 + cos (4 t − 12) − 1 =
cos (4 t − 12).

b) Lag en skisse av funksjonen f(t) med 0 < t < 9.

Løsning:

1

−1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

c) Vis at Laplace-transformasjonen til f(t) er

L (f(t)) =
1

s
+ e−3s

(

s

s2 + 16
− 1

s

)

.

Løsning: Vi bruker lineariteten til Laplace-transformasjonen:

L (f(t)) = L (1) + L (u (t − 3) cos (4 t − 12)) − L (u (t − 3))

Vi finner første ledd ved å benytte formel for Laplace av 1 som er L (1) = 1
s . Vi regner ut andre ledd

ved å kombinere formel for Laplace av cos (4 t) som er L (cos (4 t)) = s
s2+16

med skiftteoremet.

L (g(t − a)u(t − a)) = e−as
L (g(t)).

Det gir

L (cos (4 t − 12) u(t − 3)) = e−3s
L (cos (4 t)) = e−3s s

s2 + 16
.

Vi finner første ledd ved å benytte formel for Laplace av u(t − 3) som er L (u(t − 3)) = e−3 s

s .
Kombinerer vi det vi har regnet ut får vi

L (f(t)) =
1

s
+ e−3s

(

s

s2 + 16
− 1

s

)

.
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d) Gitt følgende differensialligning
y′′ − 8y′ + 12y = f(t)

med startbetingelser y(0) = −4 og y′(0) = −24.

Vis at startverdiproblemet har følgende løsning etter Laplace-transformasjon av ligningen.

Y =
L (f(t))

(s − 2)(s − 6)
− 4

s − 6
.

Løsning: Vi tar laplace av begge sider av ligningen.

L (y′′ − 8y′ + 12y) = L (f(t))

Laplace-transformasjonen er lineær.

L (y′′) − 8L (y′) + 12L (y) = L (f(t))

Formlene 19 og 20 i formelsamlingen gir

L (y′) = sY − y(0) = Y s + 4.

og
L (y′′) = s2Y − y(0)s − y′(0) = Y s2 + 4 s + 24.

Vi setter dette inn i venstresiden i ligningen og får

s2Y − 8sY + 12Y + (4 s − 8) = L (f(t)).

Vi samler Y -leddene utenfor en parantes og trekker fra 4 s − 8 på begge sider.

(s2 − 8 s + 12)Y = L (f(t)) − (4 s − 8)

Vi deler på s2 − 8 s + 12 på begge sider av ligningen.

Y =
L (f(t))

s2 − 8 s + 12
− 4 s − 8

s2 − 8 s + 12

Nå faktoriserer vi nevneren i det andre leddet: s2−8 s+12 = (s−2)(s−6). Telleren er 4 s−8 = 4(s−2).
Vi kan da forkorte brøken og vi får

Y =
L (f(t))

(s − 2)(s − 6)
− 4

s − 6
.

e) Fullfør delbrøksoppspaltingene.

1

s (s − 2) (s − 6)
=

A

s
+

B

s − 2
+

C

s − 6

og
s

(s2 + 16) (s − 2) (s − 6)
=

4 L + K s

s2 + 16
+

M

s − 2
+

N

s − 6

(Fasit: A = 1
12 , B = −1

8 , C = 1
24 , K = − 1

260 , L = − 2
65 ,M = − 1

40 , N = 3
104 .)

Løsning: Føste delbrøksoppspalting:

1

s (s − 2) (s − 6)
=

A

s
+

B

s − 2
+

C

s − 6

Vi ganger med s på begge sider,

1

(s − 2) (s − 6)
= A +

B s

s − 2
+

C s

s − 6
,
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og setter s = 0. Det gir A = 1
12 . Vi ganger med s − 2 på begge sider,

1

s (s − 6)
=

A (s − 2)

s
+ B +

C (s − 2)

s − 6
,

og setter s = 2. Det gir B = −1
8 . Vi ganger med s − 2 på begge sider,

1

s (s − 2)
=

A (s − 6)

s
+

B (s − 6)

s − 2
+ C,

og setter s = 6. Det gir C = 1
24 .

Andre delbrøksoppspalting:

s

(s2 + 16) (s − 2) (s − 6)
=

4 L + K s

s2 + 16
+

M

s − 2
+

N

s − 6

Vi ganger med s − 2 på begge sider,

s

(s2 + 16) (s − 6)
=

(4 L + K s) (s − 2)

s2 + 16
+ M +

N (s − 2)

s − 6
,

og setter s = 2. Det gir M = − 1
40 .

Vi ganger med s − 6 på begge sider,

s

(s2 + 16) (s − 2)
=

(4 L + K s) (s − 6)

s2 + 16
+

M (s − 6)

s − 2
+ N,

og setter s = 6. Det gir N = 3
104 .

Vi ganger med s2 + 16 på begge sider,

s

(s − 2) (s − 6)
= 4 L + K s +

M
(

s2 + 16
)

s − 2
+

N
(

s2 + 16
)

s − 6
,

og setter s = 4i. Det gir L + iK = − 2
65 − 1

260 i.

2 (15%)

Gitt systemet
x′′ = 2 x2 + y′ − 1
y′′ = x′ + 3 x y + 1

med startbetingelsene x(0) = −1, x′(0) = −2, y(0) = 0 og y′(0) = 1.

a) Skriv om systemet til et lineært system med 4 ukjente funksjoner z1 = x, z2 = x′, z3 = y og
z4 = y′.

Løsning: Definisjonen av z1 og z2 gir z2 = x′ = z′

1 og definisjonen av z3 og z4 gir z4 = y′ = z′

3. Vi
erstatter x′′ med z′

2 og y′′ med z′

4 i ligningene. Vi har derfor foreløpig

z′

1 = z2

z′

2 = 2 x2 + y′ − 1

z′

3 = z4

z′

4 = x′ + 3 x y + 1

Vi erstatter så x med z1, x′ med z2 og så videre.

z′

1 = z2

z′

2 = 2 z1
2 + z4 − 1

z′

3 = z4

z′

4 = z2 + 3 z1 z3 + 1

z1(0) = x(0) = −1, z2(0) = x′(0) = −2, z3(0) = y(0) = 0 og z4(0) = y′(0) = 1.
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b) Utfør en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til å finne en tilnærming av x(0.1)
og y(0.1).

Løsning: Vi bruker Eulers metode for å løse ligningsystemet. Startbetingelsene gir

w0,1 = x(0) = −1.00

w0,2 = x′(0) = −2.00

w0,3 = y(0) = 0.00

w0,4 = y′(0) = 1.00

Første steg i metoden gir

w1,1 = w0,1 + h · w0,2 = −1.20

w1,2 = w0,2 + h · (2 w0,1
2 + w0,4 − 1) = −1.80

w1,3 = w0,3 + h · w0,4 = 0.10

w1,4 = w0,4 + h · (w0,2 + 3 w0,1 w0,3 + 1) = 0.90

Vi har derfor x(0.1) ≈ w1,1 = −1.20 og y(0.1) ≈ w1,3 = 0.10.

3 (25%)

En funksjon f(x) som er definert på intervallet [0, L], kalles sy-
metrisk om x = L/2 hvis f(L − x) = f(x) for alle x ∈ [0, L]. I
denne oppgaven vil du få nytte av en setning om sinusrekken til
slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er symetrisk om
x = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den vertikale linjen
med x = 2. I dette eksempelet er L = 4.

1

2

1 2 3 4

x

y

Setning 3 La f(x), Df = [0, L], være kontinuerlig og symetrisk om x = L/2 på intervallet [0, L] Da

er koeffisientene bn, n = 1, 2, 3, . . . til sinusrekken

f ∼
∞

∑

n=1

bn sin
nπx

L

lik

bn =











0 , for jevne n

4

L

∫ L/2

0
f(x) sin

nπx

L
dx , for odde n

Gitt funksjonen f definert på intervallet [0, 4] ved

f(x) =

{

3 x , 0 ≤ x ≤ 2

12 − 3 x , 2 < x ≤ 4

a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om x = L/2.

Løsning: Funksjonen er definert på intervallet [0, 4]. Derfor er L = 4. Vi viser nå at f(x) er symetrisk
om x = 2. La x ∈ [0, 2). Da er 4 − x ∈ (2, 4]. Følgelig er f(4 − x) = 12 − 3 (4 − x) = 3 x = f(x). La
x ∈ (2, 4]. Da er 4 − x ∈ [0, 2). Følgelig er f(4 − x) = 3 (4 − x) = 12 − 3 x = f(x).
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b) Benytt setningen til å regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: b9 = 16

27π2 )

Løsning: Vi bruker setningen fordi f tilfredstiller betingelsen i setningen. For jevne n er bn = 0. For
odde n er

bn =
4

4

∫ 2

0
3 x sin

nπx

4
dx =

∫ 2

0
3 x sin

nπx

4
dx.

Vi bruker delvis integrasjon. La u = 3 x og v′ = sin
(π n x

4

)

Da er u′ = 3 og v = −4 cos(π n x

4 )
n π .

bn =

[

−
12 x cos

(

π n x
4

)

n π

]2

0

−
∫ 2

0
−

12 cos
(

π n x
4

)

n π
dx

= −24 cos
(

π n
2

)

n π
−

[

−48 sin
(

π n x
4

)

n2 π2

]2

0

Det første leddet er lik null fordi n er odde. Derfor er

bn =
48 sin

(π n
2

)

n2 π2
.

Siden n er odde har vi at

bn =
48 (−1)

n

2
−

1
2

n2 π2
.

c) Finn alle løsninger på formen u(x, t) = F (x)G(t) til den partielle differensialligningen

ut = 4 uxx − 2 u

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(4, t) = 0.

Løsning: Vi setter inn F (x)G(t) for u inn i likningen.

F (x)G′(t) = 4 F ′′(x)G(t) − 2 F (x)G(t).

Deler vi på F (x)G(t), får vi
G′(t)

G(t)
= 4

F ′′(x)

F (x)
− 2.

Vi har derfor F ′′ = kF for en konstant k. Randbetingelsene for u gir randbetingelser for F .

F (0) = F (4) = 0.

For k = 0 har vi løsningen F (x) = Ax + B. Randbetingelsene gir F (0) = B = 0 og F (4) = 4A = 0.
Det gir F (x) = 0.

For k = λ2 > 0 har vi løsningen F (x) = Aeλx + Be−λx. Randbetingelsene gir F (0) = A + B = 0 og
F (4) = A(e4λ − e−4λ) = 0. Det gir F (x) = 0.

For k = −ω2 < 0 har vi løsningen F (x) = A cos ωx + B sin ωx Randbetingelsene gir F (0) = A = 0
og F (4) = B sin(4ω) = 0. For å ungå at F (x) = 0 så må B 6= 0. Da må 4ω = nπ der n = 1, 2, 3, . . .
Vi får derfor at

F (x) = B sin

(

π n x

4

)

, n = 1, 2, 3, . . .

Vi har da at k = −ω2 = −n2π2

16 . Ligningen for G er da

G′(t)

G(t)
= −π2 n2

4
− 2.

Denne har løsning

G(t) = e(− π
2

n
2

4
−2)t

Løsningene er

un(x, t) = Bne(− π
2

n
2

4
−2)t sin

(

π n x

4

)

, n = 1, 2, 3, . . .
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d) Bruk svaret fra oppgave c) til å løse den partielle differensialligningen

ut = 4 uxx − 2 u

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(4, t) = 0 og startbetingelse u(x, 0) = f(x).

Løsning: Fra punkt c) får vi generell løsning

u(x, t) =
∞

∑

n=1

un(x, t) =
∞

∑

n=1

Bne(− π
2

n
2

4
−2)t sin

(

π n x

4

)

.

Vi setter t = 0 og bruker startbetingelen

u(x, 0) =
∞

∑

n=1

Bn sin

(

π n x

4

)

.

Vi får derfor at Bn = bn. Løsningen er derfor

u(x, t) =
∞

∑

n=1

48 (−1)n−1

π2 (2 n − 1)2 e(−
π

2 (2 n+1)2

4
−2)t sin

(

π x (2 n + 1)

4

)

.

4 (15%)

I denne oppgaven er følgende vektorfelt gitt.

F = (2 x y z3 − y)̂ı + (x2 z3 + z)̂ + (3 y x2 z2 + y)k̂.

a) Regn ut curl F. Er F et konservativt vektorfelt?

Løsning: Vi har
F(x, y, z) = P (x, y, z)̂ı + Q(x, y, z)̂ı + R(x, y, z)̂ı,

der P (x, y, z) = 2 x y z3 − y, P (x, y, z) = x2 z3 + z og P (x, y, z) = x2 z3 + z. Formelen for curl er

curl F = (Ry − Qz) ı̂ + (Pz − Rx) ̂ + (Qx − Py) k̂.

Vi har

Ry − Qz = (3 x2 z2 + 1) − (3 x2 z2 + 1) = 0

Pz − Rx = (6 x y z2) − (6 x y z2) = 0

Qx − Py = (2 x z3) − (2 x z3 − 1) = 1

Curl til vektorfeltet er curl F = k̂. Vektorfeltet er ikke konservativt fordi curl F 6= 0.

b) Regn ut linjeintegralet
∫

C
F · dr

langs kurven C som er parametrisert ved

x(t) =
√

t, y(t) = t, z(t) = t1/3, t ∈ [0, 1].
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Løsning: Vi kan ikke bruke fundamentalsetningen for linjeintegraler da vektorfeltet ikke er konser-
vativt. Derfor må vi bruke formelen

∫

C
F · dr =

∫

C
Pdx +

∫

C
Qdy +

∫

C
Rdz

Vi regner ut

∫

C
Pdx =

∫ 1

0
P (x(t), y(t), z(t))

dx

dt
dt =

∫ 1

0
(2 t5/2 − t)(

1

2
√

t
) dt =

∫ 1

0
(t2 −

√
t

2
) dt = 0.

∫

C
Qdy =

∫ 1

0
Q(x(t), y(t), z(t))

dy

dt
dt =

∫ 1

0
(t2 + t1/3)(1) dt =

∫ 1

0
(t2 + t1/3) dt =

13

12
.

∫

C
Rdz =

∫ 1

0
R(x(t), y(t), z(t))

dz

dt
dt =

∫ 1

0
(t + 3 t8/3)(

1

3 t2/3
) dt =

∫ 1

0
(t2 +

t1/3

3
) dt =

7

12
.

Følgelig har vi
∫

C
F · dr =

5

3
.

5 (15%)

I denne oppgaven skal vi se på numerisk løsning av differensialligningen

ut = Duxx + Eu.

med randbetingelser u(a, t) = 0 og u(b, t) = 0 og startbetingelse u(x, 0) = f(x). Diskretiseringen med
M intervaller i x-retning og N intervaller i t-retning og 0 ≤ t ≤ T gir steglengdene h = (b − a)/M og
k = T/N . Fremover-differanse metoden har matriseform

wj+1 = Awj

der A er (M − 1) × (M − 1)-matrisen

A =





















1 − 2σ + kE σ 0 · · · 0

σ 1 − 2σ + kE σ
. . .

...

0 σ 1 − 2σ + kE
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . σ

0 · · · 0 σ 1 − 2σ + kE





















Egenverdiene til A er gitt ved

λk = 2σ cos kπ
M + 1 − 2σ + kE, k = 1, 2 . . . , M − 1.

a) Bruk opplysningen til å vise at metoden er stabil når E ≤ 0 og

Dk

h2
− Ek

4
≤ 1

2
.

(Hint: Egenverdiene til A må ligge mellom -1 og 1.)

Løsning: For at metoden skal være stabil må egenverdiene til A være mellom -1 og 1. Siden verdiene
til cos(kπ

M ) ligger jevnt mellom −1 og 1 såligger egenverdiene mellom λ− = −2σ + 1 − 2σ + kE og
λ+ = 2σ + 1 − 2σ + kE. Derfor må 1 ≥ λ+ = 2σ + 1 − 2σ + kE, som gir 0 ≥ kE. Siden k > 0 får vi
E ≤ 0. Kravet −1 ≤ λ− gir oss −1 ≤ λ− = −2σ + 1 − 2σ + kE, som gir −2 ≤ −4σ + kE. Vi deler på
−4 og får

2

4
≥ σ − kE

4
.
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b) La a = 0, b = 4, D = 2, E = −2 og M = 20. Hva er den største verdien k kan ha om metoden
skal være stabil?

Løsning: Først ser vi at E = −2 ≤ 0. Vi har at h = (b − a)/M = 4/20 = 1/5. Vi setter vi inn for h,
D og E i formelen får vi

50 k +
1

2
k ≤ 1

2
.

Vi løser og får

k ≤ 2

101
.
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4 Løsningsforslag versjon 4

1 (30%)

Gitt funskjonen f(t) definert ved

f(t) =

{

1, 0 ≤ t < 3

cos (2 t − 6) , t ≥ 3

a) Bevis at f(t) kan skrives på formen

f(t) = 1 + u (t − 3) cos (2 t − 6) − u (t − 3) .

Løsning: Vi løser oppgaven ved å vise at funksjonene er like på hvert intervall. La t < 3. Da er
u(t − 3) = 0 og derfor er f(t) = 1 + u (t − 3) cos (2 t − 6) − u (t − 3) = 1 + 0 − 0 = 1. La t ≥ 3. Da er
u(t−3) = 1 og derfor er f(t) = 1+u (t − 3) cos (2 t − 6)−u (t − 3) = 1+cos (2 t − 6)−1 = cos (2 t − 6).

b) Lag en skisse av funksjonen f(t) med 0 < t < 9.

Løsning:

1

−1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

c) Vis at Laplace-transformasjonen til f(t) er

L (f(t)) =
1

s
+ e−3s

(

s

s2 + 4
− 1

s

)

.

Løsning: Vi bruker lineariteten til Laplace-transformasjonen:

L (f(t)) = L (1) + L (u (t − 3) cos (2 t − 6)) − L (u (t − 3))

Vi finner første ledd ved å benytte formel for Laplace av 1 som er L (1) = 1
s . Vi regner ut andre ledd

ved å kombinere formel for Laplace av cos (2 t) som er L (cos (2 t)) = s
s2+4

med skiftteoremet.

L (g(t − a)u(t − a)) = e−as
L (g(t)).

Det gir

L (cos (2 t − 6) u(t − 3)) = e−3s
L (cos (2 t)) = e−3s s

s2 + 4
.

Vi finner første ledd ved å benytte formel for Laplace av u(t − 3) som er L (u(t − 3)) = e−3 s

s .
Kombinerer vi det vi har regnet ut får vi

L (f(t)) =
1

s
+ e−3s

(

s

s2 + 4
− 1

s

)

.
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d) Gitt følgende differensialligning
y′′ − 7y′ + 12y = f(t)

med startbetingelser y(0) = 2 og y′(0) = 8.

Vis at startverdiproblemet har følgende løsning etter Laplace-transformasjon av ligningen.

Y =
L (f(t))

(s − 3)(s − 4)
+

2

s − 4
.

Løsning: Vi tar laplace av begge sider av ligningen.

L (y′′ − 7y′ + 12y) = L (f(t))

Laplace-transformasjonen er lineær.

L (y′′) − 7L (y′) + 12L (y) = L (f(t))

Formlene 19 og 20 i formelsamlingen gir

L (y′) = sY − y(0) = Y s − 2.

og
L (y′′) = s2Y − y(0)s − y′(0) = Y s2 − 2 s − 8.

Vi setter dette inn i venstresiden i ligningen og får

s2Y − 7sY + 12Y + (6 − 2 s) = L (f(t)).

Vi samler Y -leddene utenfor en parantes og trekker fra 6 − 2 s på begge sider.

(s2 − 7 s + 12)Y = L (f(t)) − (6 − 2 s)

Vi deler på s2 − 7 s + 12 på begge sider av ligningen.

Y =
L (f(t))

s2 − 7 s + 12
− 6 − 2 s

s2 − 7 s + 12

Nå faktoriserer vi nevneren i det andre leddet: s2 − 7 s + 12 = (s − 3)(s − 4). Telleren er 6 − 2 s =
−2(s − 3). Vi kan da forkorte brøken og vi får

Y =
L (f(t))

(s − 3)(s − 4)
+

2

s − 4
.

e) Fullfør delbrøksoppspaltingene.

1

s (s − 3) (s − 4)
=

A

s
+

B

s − 3
+

C

s − 4

og
s

(s2 + 4) (s − 3) (s − 4)
=

2 L + K s

s2 + 4
+

M

s − 3
+

N

s − 4

(Fasit: A = 1
12 , B = −1

3 , C = 1
4 , K = 2

65 , L = − 7
130 ,M = − 3

13 , N = 1
5 .)

Løsning: Føste delbrøksoppspalting:

1

s (s − 3) (s − 4)
=

A

s
+

B

s − 3
+

C

s − 4

Vi ganger med s på begge sider,

1

(s − 3) (s − 4)
= A +

B s

s − 3
+

C s

s − 4
,
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og setter s = 0. Det gir A = 1
12 . Vi ganger med s − 3 på begge sider,

1

s (s − 4)
=

A (s − 3)

s
+ B +

C (s − 3)

s − 4
,

og setter s = 3. Det gir B = −1
3 . Vi ganger med s − 3 på begge sider,

1

s (s − 3)
=

A (s − 4)

s
+

B (s − 4)

s − 3
+ C,

og setter s = 4. Det gir C = 1
4 .

Andre delbrøksoppspalting:

s

(s2 + 4) (s − 3) (s − 4)
=

2 L + K s

s2 + 4
+

M

s − 3
+

N

s − 4

Vi ganger med s − 3 på begge sider,

s

(s2 + 4) (s − 4)
=

(2 L + K s) (s − 3)

s2 + 4
+ M +

N (s − 3)

s − 4
,

og setter s = 3. Det gir M = − 3
13 .

Vi ganger med s − 4 på begge sider,

s

(s2 + 4) (s − 3)
=

(2 L + K s) (s − 4)

s2 + 4
+

M (s − 4)

s − 3
+ N,

og setter s = 4. Det gir N = 1
5 .

Vi ganger med s2 + 4 på begge sider,

s

(s − 3) (s − 4)
= 2 L + K s +

M
(

s2 + 4
)

s − 3
+

N
(

s2 + 4
)

s − 4
,

og setter s = 2i. Det gir L + iK = − 7
130 + 2

65 i.

2 (15%)

Gitt systemet
x′′ = 2 x2 + y′ + 1
y′′ = x′ − x y + 3

med startbetingelsene x(0) = −2, x′(0) = −1, y(0) = 1 og y′(0) = 0.

a) Skriv om systemet til et lineært system med 4 ukjente funksjoner z1 = x, z2 = x′, z3 = y og
z4 = y′.

Løsning: Definisjonen av z1 og z2 gir z2 = x′ = z′

1 og definisjonen av z3 og z4 gir z4 = y′ = z′

3. Vi
erstatter x′′ med z′

2 og y′′ med z′

4 i ligningene. Vi har derfor foreløpig

z′

1 = z2

z′

2 = 2 x2 + y′ + 1

z′

3 = z4

z′

4 = x′ − x y + 3

Vi erstatter så x med z1, x′ med z2 og så videre.

z′

1 = z2

z′

2 = 2 z1
2 + z4 + 1

z′

3 = z4

z′

4 = z2 − z1 z3 + 3

z1(0) = x(0) = −2, z2(0) = x′(0) = −1, z3(0) = y(0) = 1 og z4(0) = y′(0) = 0.
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b) Utfør en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til å finne en tilnærming av x(0.1)
og y(0.1).

Løsning: Vi bruker Eulers metode for å løse ligningsystemet. Startbetingelsene gir

w0,1 = x(0) = −2.00

w0,2 = x′(0) = −1.00

w0,3 = y(0) = 1.00

w0,4 = y′(0) = 0.00

Første steg i metoden gir

w1,1 = w0,1 + h · w0,2 = −2.10

w1,2 = w0,2 + h · (2 w0,1
2 + w0,4 + 1) = −0.10

w1,3 = w0,3 + h · w0,4 = 1.00

w1,4 = w0,4 + h · (w0,2 − w0,1 w0,3 + 3) = 0.40

Vi har derfor x(0.1) ≈ w1,1 = −2.10 og y(0.1) ≈ w1,3 = 1.00.

3 (25%)

En funksjon f(x) som er definert på intervallet [0, L], kalles sy-
metrisk om x = L/2 hvis f(L − x) = f(x) for alle x ∈ [0, L]. I
denne oppgaven vil du få nytte av en setning om sinusrekken til
slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er symetrisk om
x = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den vertikale linjen
med x = 2. I dette eksempelet er L = 4.

1

2

1 2 3 4

x

y

Setning 4 La f(x), Df = [0, L], være kontinuerlig og symetrisk om x = L/2 på intervallet [0, L] Da

er koeffisientene bn, n = 1, 2, 3, . . . til sinusrekken

f ∼
∞

∑

n=1

bn sin
nπx

L

lik

bn =











0 , for jevne n

4

L

∫ L/2

0
f(x) sin

nπx

L
dx , for odde n

Gitt funksjonen f definert på intervallet [0, 6] ved

f(x) =

{

3 x , 0 ≤ x ≤ 3

18 − 3 x , 3 < x ≤ 6

a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om x = L/2.

Løsning: Funksjonen er definert på intervallet [0, 6]. Derfor er L = 6. Vi viser nå at f(x) er symetrisk
om x = 3. La x ∈ [0, 3). Da er 6 − x ∈ (3, 6]. Følgelig er f(6 − x) = 18 − 3 (6 − x) = 3 x = f(x). La
x ∈ (3, 6]. Da er 6 − x ∈ [0, 3). Følgelig er f(6 − x) = 3 (6 − x) = 18 − 3 x = f(x).
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b) Benytt setningen til å regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: b9 = 8

9π2 )

Løsning: Vi bruker setningen fordi f tilfredstiller betingelsen i setningen. For jevne n er bn = 0. For
odde n er

bn =
4

6

∫ 3

0
3 x sin

nπx

6
dx =

∫ 3

0
2 x sin

nπx

6
dx.

Vi bruker delvis integrasjon. La u = 2 x og v′ = sin
(π n x

6

)

Da er u′ = 2 og v = −6 cos(π n x

6 )
n π .

bn =

[

−
12 x cos

(

π n x
6

)

n π

]3

0

−
∫ 3

0
−

12 cos
(

π n x
6

)

n π
dx

= −36 cos
(

π n
2

)

n π
−

[

−72 sin
(

π n x
6

)

n2 π2

]3

0

Det første leddet er lik null fordi n er odde. Derfor er

bn =
72 sin

(π n
2

)

n2 π2
.

Siden n er odde har vi at

bn =
72 (−1)

n

2
−

1
2

n2 π2
.

c) Finn alle løsninger på formen u(x, t) = F (x)G(t) til den partielle differensialligningen

ut = 2 uxx − 3 u

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(6, t) = 0.

Løsning: Vi setter inn F (x)G(t) for u inn i likningen.

F (x)G′(t) = 2 F ′′(x)G(t) − 3 F (x)G(t).

Deler vi på F (x)G(t), får vi
G′(t)

G(t)
= 2

F ′′(x)

F (x)
− 3.

Vi har derfor F ′′ = kF for en konstant k. Randbetingelsene for u gir randbetingelser for F .

F (0) = F (6) = 0.

For k = 0 har vi løsningen F (x) = Ax + B. Randbetingelsene gir F (0) = B = 0 og F (6) = 6A = 0.
Det gir F (x) = 0.

For k = λ2 > 0 har vi løsningen F (x) = Aeλx + Be−λx. Randbetingelsene gir F (0) = A + B = 0 og
F (6) = A(e6λ − e−6λ) = 0. Det gir F (x) = 0.

For k = −ω2 < 0 har vi løsningen F (x) = A cos ωx + B sin ωx Randbetingelsene gir F (0) = A = 0
og F (6) = B sin(6ω) = 0. For å ungå at F (x) = 0 så må B 6= 0. Da må 6ω = nπ der n = 1, 2, 3, . . .
Vi får derfor at

F (x) = B sin

(

π n x

6

)

, n = 1, 2, 3, . . .

Vi har da at k = −ω2 = −n2π2

36 . Ligningen for G er da

G′(t)

G(t)
= −π2 n2

18
− 3.

Denne har løsning

G(t) = e(− π
2

n
2

18
−3)t

Løsningene er

un(x, t) = Bne(− π
2

n
2

18
−3)t sin

(

π n x

6

)

, n = 1, 2, 3, . . .
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d) Bruk svaret fra oppgave c) til å løse den partielle differensialligningen

ut = 2 uxx − 3 u

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(6, t) = 0 og startbetingelse u(x, 0) = f(x).

Løsning: Fra punkt c) får vi generell løsning

u(x, t) =
∞

∑

n=1

un(x, t) =
∞

∑

n=1

Bne(− π
2

n
2

18
−3)t sin

(

π n x

6

)

.

Vi setter t = 0 og bruker startbetingelen

u(x, 0) =
∞

∑

n=1

Bn sin

(

π n x

6

)

.

Vi får derfor at Bn = bn. Løsningen er derfor

u(x, t) =
∞

∑

n=1

72 (−1)n−1

π2 (2 n − 1)2 e(−
π

2 (2 n+1)2

18
−3)t sin

(

π x (2 n + 1)

6

)

.

4 (15%)

I denne oppgaven er følgende vektorfelt gitt.

F = (2 x y3 z − y)̂ı + (3 z x2 y2 + z)̂ + (x2 y3 + y)k̂.

a) Regn ut curl F. Er F et konservativt vektorfelt?

Løsning: Vi har
F(x, y, z) = P (x, y, z)̂ı + Q(x, y, z)̂ı + R(x, y, z)̂ı,

der P (x, y, z) = 2 x y3 z − y, P (x, y, z) = 3 z x2 y2 + z og P (x, y, z) = 3 z x2 y2 + z. Formelen for curl
er

curl F = (Ry − Qz) ı̂ + (Pz − Rx) ̂ + (Qx − Py) k̂.

Vi har

Ry − Qz = (3 x2 y2 + 1) − (3 x2 y2 + 1) = 0

Pz − Rx = (2 x y3) − (2 x y3) = 0

Qx − Py = (6 x y2 z) − (6 x y2 z − 1) = 1

Curl til vektorfeltet er curl F = k̂. Vektorfeltet er ikke konservativt fordi curl F 6= 0.

b) Regn ut linjeintegralet
∫

C
F · dr

langs kurven C som er parametrisert ved

x(t) =
√

t, y(t) = t1/3, z(t) = t, t ∈ [0, 1].
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Løsning: Vi kan ikke bruke fundamentalsetningen for linjeintegraler da vektorfeltet ikke er konser-
vativt. Derfor må vi bruke formelen

∫

C
F · dr =

∫

C
Pdx +

∫

C
Qdy +

∫

C
Rdz

Vi regner ut
∫

C
Pdx =

∫ 1

0
P (x(t), y(t), z(t))

dx

dt
dt =

∫ 1

0
(2 t5/2 − t1/3)(

1

2
√

t
) dt =

∫ 1

0
(t2 − 1

2 t1/6
) dt = − 4

15
.

∫

C
Qdy =

∫ 1

0
Q(x(t), y(t), z(t))

dy

dt
dt =

∫ 1

0
(t + 3 t8/3)(

1

3 t2/3
) dt =

∫ 1

0
(t2 +

t1/3

3
) dt =

7

12
.

∫

C
Rdz =

∫ 1

0
R(x(t), y(t), z(t))

dz

dt
dt =

∫ 1

0
(t2 + t1/3)(1) dt =

∫ 1

0
(t2 + t1/3) dt =

13

12
.

Følgelig har vi
∫

C
F · dr =

7

5
.

5 (15%)

I denne oppgaven skal vi se på numerisk løsning av differensialligningen

ut = Duxx + Eu.

med randbetingelser u(a, t) = 0 og u(b, t) = 0 og startbetingelse u(x, 0) = f(x). Diskretiseringen med
M intervaller i x-retning og N intervaller i t-retning og 0 ≤ t ≤ T gir steglengdene h = (b − a)/M og
k = T/N . Fremover-differanse metoden har matriseform

wj+1 = Awj

der A er (M − 1) × (M − 1)-matrisen

A =





















1 − 2σ + kE σ 0 · · · 0

σ 1 − 2σ + kE σ
. . .

...

0 σ 1 − 2σ + kE
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . σ

0 · · · 0 σ 1 − 2σ + kE





















Egenverdiene til A er gitt ved

λk = 2σ cos kπ
M + 1 − 2σ + kE, k = 1, 2 . . . , M − 1.

a) Bruk opplysningen til å vise at metoden er stabil når E ≤ 0 og

Dk

h2
− Ek

4
≤ 1

2
.

(Hint: Egenverdiene til A må ligge mellom -1 og 1.)

Løsning: For at metoden skal være stabil må egenverdiene til A være mellom -1 og 1. Siden verdiene
til cos(kπ

M ) ligger jevnt mellom −1 og 1 såligger egenverdiene mellom λ− = −2σ + 1 − 2σ + kE og
λ+ = 2σ + 1 − 2σ + kE. Derfor må 1 ≥ λ+ = 2σ + 1 − 2σ + kE, som gir 0 ≥ kE. Siden k > 0 får vi
E ≤ 0. Kravet −1 ≤ λ− gir oss −1 ≤ λ− = −2σ + 1 − 2σ + kE, som gir −2 ≤ −4σ + kE. Vi deler på
−4 og får

2

4
≥ σ − kE

4
.
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b) La a = 0, b = 2, D = 3, E = −4 og M = 10. Hva er den største verdien k kan ha om metoden
skal være stabil?

Løsning: Først ser vi at E = −4 ≤ 0. Vi har at h = (b − a)/M = 2/10 = 1/5. Vi setter vi inn for h,
D og E i formelen får vi

75 k + 1k ≤ 1

2
.

Vi løser og får

k ≤ 1

76
.
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5 Løsningsforslag versjon 5

1 (30%)

Gitt funskjonen f(t) definert ved

f(t) =

{

1, 0 ≤ t < 4

cos (3 t − 12) , t ≥ 4

a) Bevis at f(t) kan skrives på formen

f(t) = 1 + u (t − 4) cos (3 t − 12) − u (t − 4) .

Løsning: Vi løser oppgaven ved å vise at funksjonene er like på hvert intervall. La t < 4. Da er
u(t − 4) = 0 og derfor er f(t) = 1 + u (t − 4) cos (3 t − 12) − u (t − 4) = 1 + 0 − 0 = 1. La t ≥ 4. Da
er u(t − 4) = 1 og derfor er f(t) = 1 + u (t − 4) cos (3 t − 12) − u (t − 4) = 1 + cos (3 t − 12) − 1 =
cos (3 t − 12).

b) Lag en skisse av funksjonen f(t) med 0 < t < 10.

Løsning:

1

−1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

c) Vis at Laplace-transformasjonen til f(t) er

L (f(t)) =
1

s
+ e−4s

(

s

s2 + 9
− 1

s

)

.

Løsning: Vi bruker lineariteten til Laplace-transformasjonen:

L (f(t)) = L (1) + L (u (t − 4) cos (3 t − 12)) − L (u (t − 4))

Vi finner første ledd ved å benytte formel for Laplace av 1 som er L (1) = 1
s . Vi regner ut andre ledd

ved å kombinere formel for Laplace av cos (3 t) som er L (cos (3 t)) = s
s2+9

med skiftteoremet.

L (g(t − a)u(t − a)) = e−as
L (g(t)).

Det gir

L (cos (3 t − 12) u(t − 4)) = e−4s
L (cos (3 t)) = e−4s s

s2 + 9
.

Vi finner første ledd ved å benytte formel for Laplace av u(t − 4) som er L (u(t − 4)) = e−4 s

s .
Kombinerer vi det vi har regnet ut får vi

L (f(t)) =
1

s
+ e−4s

(

s

s2 + 9
− 1

s

)

.
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d) Gitt følgende differensialligning
y′′ − 8y′ + 15y = f(t)

med startbetingelser y(0) = 3 og y′(0) = 15.

Vis at startverdiproblemet har følgende løsning etter Laplace-transformasjon av ligningen.

Y =
L (f(t))

(s − 3)(s − 5)
+

3

s − 5
.

Løsning: Vi tar laplace av begge sider av ligningen.

L (y′′ − 8y′ + 15y) = L (f(t))

Laplace-transformasjonen er lineær.

L (y′′) − 8L (y′) + 15L (y) = L (f(t))

Formlene 19 og 20 i formelsamlingen gir

L (y′) = sY − y(0) = Y s − 3.

og
L (y′′) = s2Y − y(0)s − y′(0) = Y s2 − 3 s − 15.

Vi setter dette inn i venstresiden i ligningen og får

s2Y − 8sY + 15Y + (9 − 3 s) = L (f(t)).

Vi samler Y -leddene utenfor en parantes og trekker fra 9 − 3 s på begge sider.

(s2 − 8 s + 15)Y = L (f(t)) − (9 − 3 s)

Vi deler på s2 − 8 s + 15 på begge sider av ligningen.

Y =
L (f(t))

s2 − 8 s + 15
− 9 − 3 s

s2 − 8 s + 15

Nå faktoriserer vi nevneren i det andre leddet: s2 − 8 s + 15 = (s − 3)(s − 5). Telleren er 9 − 3 s =
−3(s − 3). Vi kan da forkorte brøken og vi får

Y =
L (f(t))

(s − 3)(s − 5)
+

3

s − 5
.

e) Fullfør delbrøksoppspaltingene.

1

s (s − 3) (s − 5)
=

A

s
+

B

s − 3
+

C

s − 5

og
s

(s2 + 9) (s − 3) (s − 5)
=

3 L + K s

s2 + 9
+

M

s − 3
+

N

s − 5

(Fasit: A = 1
15 , B = −1

6 , C = 1
10 , K = 1

102 , L = − 2
51 ,M = − 1

12 , N = 5
68 .)

Løsning: Føste delbrøksoppspalting:

1

s (s − 3) (s − 5)
=

A

s
+

B

s − 3
+

C

s − 5

Vi ganger med s på begge sider,

1

(s − 3) (s − 5)
= A +

B s

s − 3
+

C s

s − 5
,
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og setter s = 0. Det gir A = 1
15 . Vi ganger med s − 3 på begge sider,

1

s (s − 5)
=

A (s − 3)

s
+ B +

C (s − 3)

s − 5
,

og setter s = 3. Det gir B = −1
6 . Vi ganger med s − 3 på begge sider,

1

s (s − 3)
=

A (s − 5)

s
+

B (s − 5)

s − 3
+ C,

og setter s = 5. Det gir C = 1
10 .

Andre delbrøksoppspalting:

s

(s2 + 9) (s − 3) (s − 5)
=

3 L + K s

s2 + 9
+

M

s − 3
+

N

s − 5

Vi ganger med s − 3 på begge sider,

s

(s2 + 9) (s − 5)
=

(3 L + K s) (s − 3)

s2 + 9
+ M +

N (s − 3)

s − 5
,

og setter s = 3. Det gir M = − 1
12 .

Vi ganger med s − 5 på begge sider,

s

(s2 + 9) (s − 3)
=

(3 L + K s) (s − 5)

s2 + 9
+

M (s − 5)

s − 3
+ N,

og setter s = 5. Det gir N = 5
68 .

Vi ganger med s2 + 9 på begge sider,

s

(s − 3) (s − 5)
= 3 L + K s +

M
(

s2 + 9
)

s − 3
+

N
(

s2 + 9
)

s − 5
,

og setter s = 3i. Det gir L + iK = − 2
51 + 1

102 i.

2 (15%)

Gitt systemet
x′′ = 3 x2 + y′ − 1
y′′ = x′ + 2 x y + 1

med startbetingelsene x(0) = 0, x′(0) = 1, y(0) = −2 og y′(0) = −1.

a) Skriv om systemet til et lineært system med 4 ukjente funksjoner z1 = x, z2 = x′, z3 = y og
z4 = y′.

Løsning: Definisjonen av z1 og z2 gir z2 = x′ = z′

1 og definisjonen av z3 og z4 gir z4 = y′ = z′

3. Vi
erstatter x′′ med z′

2 og y′′ med z′

4 i ligningene. Vi har derfor foreløpig

z′

1 = z2

z′

2 = 3 x2 + y′ − 1

z′

3 = z4

z′

4 = x′ + 2 x y + 1

Vi erstatter så x med z1, x′ med z2 og så videre.

z′

1 = z2

z′

2 = 3 z1
2 + z4 − 1

z′

3 = z4

z′

4 = z2 + 2 z1 z3 + 1

z1(0) = x(0) = 0, z2(0) = x′(0) = 1, z3(0) = y(0) = −2 og z4(0) = y′(0) = −1.
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b) Utfør en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til å finne en tilnærming av x(0.1)
og y(0.1).

Løsning: Vi bruker Eulers metode for å løse ligningsystemet. Startbetingelsene gir

w0,1 = x(0) = 0.00

w0,2 = x′(0) = 1.00

w0,3 = y(0) = −2.00

w0,4 = y′(0) = −1.00

Første steg i metoden gir

w1,1 = w0,1 + h · w0,2 = 0.10

w1,2 = w0,2 + h · (3 w0,1
2 + w0,4 − 1) = 0.80

w1,3 = w0,3 + h · w0,4 = −2.10

w1,4 = w0,4 + h · (w0,2 + 2 w0,1 w0,3 + 1) = −0.80

Vi har derfor x(0.1) ≈ w1,1 = 0.10 og y(0.1) ≈ w1,3 = −2.10.

3 (25%)

En funksjon f(x) som er definert på intervallet [0, L], kalles sy-
metrisk om x = L/2 hvis f(L − x) = f(x) for alle x ∈ [0, L]. I
denne oppgaven vil du få nytte av en setning om sinusrekken til
slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er symetrisk om
x = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den vertikale linjen
med x = 2. I dette eksempelet er L = 4.

1

2

1 2 3 4

x

y

Setning 5 La f(x), Df = [0, L], være kontinuerlig og symetrisk om x = L/2 på intervallet [0, L] Da

er koeffisientene bn, n = 1, 2, 3, . . . til sinusrekken

f ∼
∞

∑

n=1

bn sin
nπx

L

lik

bn =











0 , for jevne n

4

L

∫ L/2

0
f(x) sin

nπx

L
dx , for odde n

Gitt funksjonen f definert på intervallet [0, 4] ved

f(x) =

{

4 x , 0 ≤ x ≤ 2

16 − 4 x , 2 < x ≤ 4

a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om x = L/2.

Løsning: Funksjonen er definert på intervallet [0, 4]. Derfor er L = 4. Vi viser nå at f(x) er symetrisk
om x = 2. La x ∈ [0, 2). Da er 4 − x ∈ (2, 4]. Følgelig er f(4 − x) = 16 − 4 (4 − x) = 4 x = f(x). La
x ∈ (2, 4]. Da er 4 − x ∈ [0, 2). Følgelig er f(4 − x) = 4 (4 − x) = 16 − 4 x = f(x).
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b) Benytt setningen til å regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: b9 = 64

81π2 )

Løsning: Vi bruker setningen fordi f tilfredstiller betingelsen i setningen. For jevne n er bn = 0. For
odde n er

bn =
4

4

∫ 2

0
4 x sin

nπx

4
dx =

∫ 2

0
4 x sin

nπx

4
dx.

Vi bruker delvis integrasjon. La u = 4 x og v′ = sin
(π n x

4

)

Da er u′ = 4 og v = −4 cos(π n x

4 )
n π .

bn =

[

−
16 x cos

(

π n x
4

)

n π

]2

0

−
∫ 2

0
−

16 cos
(

π n x
4

)

n π
dx

= −32 cos
(

π n
2

)

n π
−

[

−64 sin
(

π n x
4

)

n2 π2

]2

0

Det første leddet er lik null fordi n er odde. Derfor er

bn =
64 sin

(π n
2

)

n2 π2
.

Siden n er odde har vi at

bn =
64 (−1)

n

2
−

1
2

n2 π2
.

c) Finn alle løsninger på formen u(x, t) = F (x)G(t) til den partielle differensialligningen

ut = 3 uxx − 3 u

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(4, t) = 0.

Løsning: Vi setter inn F (x)G(t) for u inn i likningen.

F (x)G′(t) = 3 F ′′(x)G(t) − 3 F (x)G(t).

Deler vi på F (x)G(t), får vi
G′(t)

G(t)
= 3

F ′′(x)

F (x)
− 3.

Vi har derfor F ′′ = kF for en konstant k. Randbetingelsene for u gir randbetingelser for F .

F (0) = F (4) = 0.

For k = 0 har vi løsningen F (x) = Ax + B. Randbetingelsene gir F (0) = B = 0 og F (4) = 4A = 0.
Det gir F (x) = 0.

For k = λ2 > 0 har vi løsningen F (x) = Aeλx + Be−λx. Randbetingelsene gir F (0) = A + B = 0 og
F (4) = A(e4λ − e−4λ) = 0. Det gir F (x) = 0.

For k = −ω2 < 0 har vi løsningen F (x) = A cos ωx + B sin ωx Randbetingelsene gir F (0) = A = 0
og F (4) = B sin(4ω) = 0. For å ungå at F (x) = 0 så må B 6= 0. Da må 4ω = nπ der n = 1, 2, 3, . . .
Vi får derfor at

F (x) = B sin

(

π n x

4

)

, n = 1, 2, 3, . . .

Vi har da at k = −ω2 = −n2π2

16 . Ligningen for G er da

G′(t)

G(t)
= −3 π2 n2

16
− 3.

Denne har løsning

G(t) = e(− 3 π
2

n
2

16
−3)t

Løsningene er

un(x, t) = Bne(− 3 π
2

n
2

16
−3)t sin

(

π n x

4

)

, n = 1, 2, 3, . . .
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d) Bruk svaret fra oppgave c) til å løse den partielle differensialligningen

ut = 3 uxx − 3 u

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(4, t) = 0 og startbetingelse u(x, 0) = f(x).

Løsning: Fra punkt c) får vi generell løsning

u(x, t) =
∞

∑

n=1

un(x, t) =
∞

∑

n=1

Bne(− 3 π
2

n
2

16
−3)t sin

(

π n x

4

)

.

Vi setter t = 0 og bruker startbetingelen

u(x, 0) =
∞

∑

n=1

Bn sin

(

π n x

4

)

.

Vi får derfor at Bn = bn. Løsningen er derfor

u(x, t) =
∞

∑

n=1

64 (−1)n−1

π2 (2 n − 1)2 e(−
3 π

2 (2 n+1)2

16
−3)t sin

(

π x (2 n + 1)

4

)

.

4 (15%)

I denne oppgaven er følgende vektorfelt gitt.

F = (3 x2 y z2 − y)̂ı + (x3 z2 + z)̂ + (2 y z x3 + y)k̂.

a) Regn ut curl F. Er F et konservativt vektorfelt?

Løsning: Vi har
F(x, y, z) = P (x, y, z)̂ı + Q(x, y, z)̂ı + R(x, y, z)̂ı,

der P (x, y, z) = 3 x2 y z2 − y, P (x, y, z) = x3 z2 + z og P (x, y, z) = x3 z2 + z. Formelen for curl er

curl F = (Ry − Qz) ı̂ + (Pz − Rx) ̂ + (Qx − Py) k̂.

Vi har

Ry − Qz = (2 z x3 + 1) − (2 z x3 + 1) = 0

Pz − Rx = (6 x2 y z) − (6 x2 y z) = 0

Qx − Py = (3 x2 z2) − (3 x2 z2 − 1) = 1

Curl til vektorfeltet er curl F = k̂. Vektorfeltet er ikke konservativt fordi curl F 6= 0.

b) Regn ut linjeintegralet
∫

C
F · dr

langs kurven C som er parametrisert ved

x(t) = t1/3, y(t) = t, z(t) =
√

t, t ∈ [0, 1].
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Løsning: Vi kan ikke bruke fundamentalsetningen for linjeintegraler da vektorfeltet ikke er konser-
vativt. Derfor må vi bruke formelen

∫

C
F · dr =

∫

C
Pdx +

∫

C
Qdy +

∫

C
Rdz

Vi regner ut

∫

C
Pdx =

∫ 1

0
P (x(t), y(t), z(t))

dx

dt
dt =

∫ 1

0
(3 t8/3 − t)(

1

3 t2/3
) dt =

∫ 1

0
(t2 − t1/3

3
) dt =

1

12
.

∫

C
Qdy =

∫ 1

0
Q(x(t), y(t), z(t))

dy

dt
dt =

∫ 1

0
(t2 +

√
t)(1) dt =

∫ 1

0
(t2 +

√
t) dt = 1.

∫

C
Rdz =

∫ 1

0
R(x(t), y(t), z(t))

dz

dt
dt =

∫ 1

0
(t + 2 t5/2)(

1

2
√

t
) dt =

∫ 1

0
(t2 +

√
t

2
) dt =

2

3
.

Følgelig har vi
∫

C
F · dr =

7

4
.

5 (15%)

I denne oppgaven skal vi se på numerisk løsning av differensialligningen

ut = Duxx + Eu.

med randbetingelser u(a, t) = 0 og u(b, t) = 0 og startbetingelse u(x, 0) = f(x). Diskretiseringen med
M intervaller i x-retning og N intervaller i t-retning og 0 ≤ t ≤ T gir steglengdene h = (b − a)/M og
k = T/N . Fremover-differanse metoden har matriseform

wj+1 = Awj

der A er (M − 1) × (M − 1)-matrisen

A =





















1 − 2σ + kE σ 0 · · · 0

σ 1 − 2σ + kE σ
. . .

...

0 σ 1 − 2σ + kE
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . σ

0 · · · 0 σ 1 − 2σ + kE





















Egenverdiene til A er gitt ved

λk = 2σ cos kπ
M + 1 − 2σ + kE, k = 1, 2 . . . , M − 1.

a) Bruk opplysningen til å vise at metoden er stabil når E ≤ 0 og

Dk

h2
− Ek

4
≤ 1

2
.

(Hint: Egenverdiene til A må ligge mellom -1 og 1.)

Løsning: For at metoden skal være stabil må egenverdiene til A være mellom -1 og 1. Siden verdiene
til cos(kπ

M ) ligger jevnt mellom −1 og 1 såligger egenverdiene mellom λ− = −2σ + 1 − 2σ + kE og
λ+ = 2σ + 1 − 2σ + kE. Derfor må 1 ≥ λ+ = 2σ + 1 − 2σ + kE, som gir 0 ≥ kE. Siden k > 0 får vi
E ≤ 0. Kravet −1 ≤ λ− gir oss −1 ≤ λ− = −2σ + 1 − 2σ + kE, som gir −2 ≤ −4σ + kE. Vi deler på
−4 og får

2

4
≥ σ − kE

4
.
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b) La a = 0, b = 3, D = 3, E = −3 og M = 15. Hva er den største verdien k kan ha om metoden
skal være stabil?

Løsning: Først ser vi at E = −3 ≤ 0. Vi har at h = (b − a)/M = 3/15 = 1/5. Vi setter vi inn for h,
D og E i formelen får vi

75 k +
3

4
k ≤ 1

2
.

Vi løser og får

k ≤ 4

303
.
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6 Løsningsforslag versjon 6

1 (30%)

Gitt funskjonen f(t) definert ved

f(t) =

{

1, 0 ≤ t < 4

cos (4 t − 16) , t ≥ 4

a) Bevis at f(t) kan skrives på formen

f(t) = 1 + u (t − 4) cos (4 t − 16) − u (t − 4) .

Løsning: Vi løser oppgaven ved å vise at funksjonene er like på hvert intervall. La t < 4. Da er
u(t − 4) = 0 og derfor er f(t) = 1 + u (t − 4) cos (4 t − 16) − u (t − 4) = 1 + 0 − 0 = 1. La t ≥ 4. Da
er u(t − 4) = 1 og derfor er f(t) = 1 + u (t − 4) cos (4 t − 16) − u (t − 4) = 1 + cos (4 t − 16) − 1 =
cos (4 t − 16).

b) Lag en skisse av funksjonen f(t) med 0 < t < 10.

Løsning:

1

−1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

c) Vis at Laplace-transformasjonen til f(t) er

L (f(t)) =
1

s
+ e−4s

(

s

s2 + 16
− 1

s

)

.

Løsning: Vi bruker lineariteten til Laplace-transformasjonen:

L (f(t)) = L (1) + L (u (t − 4) cos (4 t − 16)) − L (u (t − 4))

Vi finner første ledd ved å benytte formel for Laplace av 1 som er L (1) = 1
s . Vi regner ut andre ledd

ved å kombinere formel for Laplace av cos (4 t) som er L (cos (4 t)) = s
s2+16

med skiftteoremet.

L (g(t − a)u(t − a)) = e−as
L (g(t)).

Det gir

L (cos (4 t − 16) u(t − 4)) = e−4s
L (cos (4 t)) = e−4s s

s2 + 16
.

Vi finner første ledd ved å benytte formel for Laplace av u(t − 4) som er L (u(t − 4)) = e−4 s

s .
Kombinerer vi det vi har regnet ut får vi

L (f(t)) =
1

s
+ e−4s

(

s

s2 + 16
− 1

s

)

.
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d) Gitt følgende differensialligning
y′′ − 9y′ + 20y = f(t)

med startbetingelser y(0) = 4 og y′(0) = 20.

Vis at startverdiproblemet har følgende løsning etter Laplace-transformasjon av ligningen.

Y =
L (f(t))

(s − 4)(s − 5)
+

4

s − 5
.

Løsning: Vi tar laplace av begge sider av ligningen.

L (y′′ − 9y′ + 20y) = L (f(t))

Laplace-transformasjonen er lineær.

L (y′′) − 9L (y′) + 20L (y) = L (f(t))

Formlene 19 og 20 i formelsamlingen gir

L (y′) = sY − y(0) = Y s − 4.

og
L (y′′) = s2Y − y(0)s − y′(0) = Y s2 − 4 s − 20.

Vi setter dette inn i venstresiden i ligningen og får

s2Y − 9sY + 20Y + (16 − 4 s) = L (f(t)).

Vi samler Y -leddene utenfor en parantes og trekker fra 16 − 4 s på begge sider.

(s2 − 9 s + 20)Y = L (f(t)) − (16 − 4 s)

Vi deler på s2 − 9 s + 20 på begge sider av ligningen.

Y =
L (f(t))

s2 − 9 s + 20
− 16 − 4 s

s2 − 9 s + 20

Nå faktoriserer vi nevneren i det andre leddet: s2 − 9 s + 20 = (s − 4)(s − 5). Telleren er 16 − 4 s =
−4(s − 4). Vi kan da forkorte brøken og vi får

Y =
L (f(t))

(s − 4)(s − 5)
+

4

s − 5
.

e) Fullfør delbrøksoppspaltingene.

1

s (s − 4) (s − 5)
=

A

s
+

B

s − 4
+

C

s − 5

og
s

(s2 + 16) (s − 4) (s − 5)
=

4 L + K s

s2 + 16
+

M

s − 4
+

N

s − 5

(Fasit: A = 1
20 , B = −1

4 , C = 1
5 , K = 1

328 , L = − 9
328 ,M = −1

8 , N = 5
41 .)

Løsning: Føste delbrøksoppspalting:

1

s (s − 4) (s − 5)
=

A

s
+

B

s − 4
+

C

s − 5

Vi ganger med s på begge sider,

1

(s − 4) (s − 5)
= A +

B s

s − 4
+

C s

s − 5
,
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og setter s = 0. Det gir A = 1
20 . Vi ganger med s − 4 på begge sider,

1

s (s − 5)
=

A (s − 4)

s
+ B +

C (s − 4)

s − 5
,

og setter s = 4. Det gir B = −1
4 . Vi ganger med s − 4 på begge sider,

1

s (s − 4)
=

A (s − 5)

s
+

B (s − 5)

s − 4
+ C,

og setter s = 5. Det gir C = 1
5 .

Andre delbrøksoppspalting:

s

(s2 + 16) (s − 4) (s − 5)
=

4 L + K s

s2 + 16
+

M

s − 4
+

N

s − 5

Vi ganger med s − 4 på begge sider,

s

(s2 + 16) (s − 5)
=

(4 L + K s) (s − 4)

s2 + 16
+ M +

N (s − 4)

s − 5
,

og setter s = 4. Det gir M = −1
8 .

Vi ganger med s − 5 på begge sider,

s

(s2 + 16) (s − 4)
=

(4 L + K s) (s − 5)

s2 + 16
+

M (s − 5)

s − 4
+ N,

og setter s = 5. Det gir N = 5
41 .

Vi ganger med s2 + 16 på begge sider,

s

(s − 4) (s − 5)
= 4 L + K s +

M
(

s2 + 16
)

s − 4
+

N
(

s2 + 16
)

s − 5
,

og setter s = 4i. Det gir L + iK = − 9
328 + 1

328 i.

2 (15%)

Gitt systemet
x′′ = 3 x2 + y′ + 2
y′′ = x′ − x y + 1

med startbetingelsene x(0) = 1, x′(0) = 0, y(0) = −1 og y′(0) = −2.

a) Skriv om systemet til et lineært system med 4 ukjente funksjoner z1 = x, z2 = x′, z3 = y og
z4 = y′.

Løsning: Definisjonen av z1 og z2 gir z2 = x′ = z′

1 og definisjonen av z3 og z4 gir z4 = y′ = z′

3. Vi
erstatter x′′ med z′

2 og y′′ med z′

4 i ligningene. Vi har derfor foreløpig

z′

1 = z2

z′

2 = 3 x2 + y′ + 2

z′

3 = z4

z′

4 = x′ − x y + 1

Vi erstatter så x med z1, x′ med z2 og så videre.

z′

1 = z2

z′

2 = 3 z1
2 + z4 + 2

z′

3 = z4

z′

4 = z2 − z1 z3 + 1

z1(0) = x(0) = 1, z2(0) = x′(0) = 0, z3(0) = y(0) = −1 og z4(0) = y′(0) = −2.
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b) Utfør en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til å finne en tilnærming av x(0.1)
og y(0.1).

Løsning: Vi bruker Eulers metode for å løse ligningsystemet. Startbetingelsene gir

w0,1 = x(0) = 1.00

w0,2 = x′(0) = 0.00

w0,3 = y(0) = −1.00

w0,4 = y′(0) = −2.00

Første steg i metoden gir

w1,1 = w0,1 + h · w0,2 = 1.00

w1,2 = w0,2 + h · (3 w0,1
2 + w0,4 + 2) = 0.30

w1,3 = w0,3 + h · w0,4 = −1.20

w1,4 = w0,4 + h · (w0,2 − w0,1 w0,3 + 1) = −1.80

Vi har derfor x(0.1) ≈ w1,1 = 1.00 og y(0.1) ≈ w1,3 = −1.20.

3 (25%)

En funksjon f(x) som er definert på intervallet [0, L], kalles sy-
metrisk om x = L/2 hvis f(L − x) = f(x) for alle x ∈ [0, L]. I
denne oppgaven vil du få nytte av en setning om sinusrekken til
slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er symetrisk om
x = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den vertikale linjen
med x = 2. I dette eksempelet er L = 4.

1

2

1 2 3 4

x

y

Setning 6 La f(x), Df = [0, L], være kontinuerlig og symetrisk om x = L/2 på intervallet [0, L] Da

er koeffisientene bn, n = 1, 2, 3, . . . til sinusrekken

f ∼
∞

∑

n=1

bn sin
nπx

L

lik

bn =











0 , for jevne n

4

L

∫ L/2

0
f(x) sin

nπx

L
dx , for odde n

Gitt funksjonen f definert på intervallet [0, 6] ved

f(x) =

{

4 x , 0 ≤ x ≤ 3

24 − 4 x , 3 < x ≤ 6

a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om x = L/2.

Løsning: Funksjonen er definert på intervallet [0, 6]. Derfor er L = 6. Vi viser nå at f(x) er symetrisk
om x = 3. La x ∈ [0, 3). Da er 6 − x ∈ (3, 6]. Følgelig er f(6 − x) = 24 − 4 (6 − x) = 4 x = f(x). La
x ∈ (3, 6]. Da er 6 − x ∈ [0, 3). Følgelig er f(6 − x) = 4 (6 − x) = 24 − 4 x = f(x).
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b) Benytt setningen til å regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: b9 = 32

27π2 )

Løsning: Vi bruker setningen fordi f tilfredstiller betingelsen i setningen. For jevne n er bn = 0. For
odde n er

bn =
4

6

∫ 3

0
4 x sin

nπx

6
dx =

∫ 3

0

8 x

3
sin

nπx

6
dx.

Vi bruker delvis integrasjon. La u = 8 x
3 og v′ = sin

(π n x
6

)

Da er u′ = 3 og v = −6 cos(π n x

6 )
n π .

bn =

[

−
16 x cos

(

π n x
6

)

n π

]3

0

−
∫ 3

0
−

16 cos
(

π n x
6

)

n π
dx

= −48 cos
(

π n
2

)

n π
−

[

−96 sin
(

π n x
6

)

n2 π2

]3

0

Det første leddet er lik null fordi n er odde. Derfor er

bn =
96 sin

(π n
2

)

n2 π2
.

Siden n er odde har vi at

bn =
96 (−1)

n

2
−

1
2

n2 π2
.

c) Finn alle løsninger på formen u(x, t) = F (x)G(t) til den partielle differensialligningen

ut = 4 uxx − 3 u

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(6, t) = 0.

Løsning: Vi setter inn F (x)G(t) for u inn i likningen.

F (x)G′(t) = 4 F ′′(x)G(t) − 3 F (x)G(t).

Deler vi på F (x)G(t), får vi
G′(t)

G(t)
= 4

F ′′(x)

F (x)
− 3.

Vi har derfor F ′′ = kF for en konstant k. Randbetingelsene for u gir randbetingelser for F .

F (0) = F (6) = 0.

For k = 0 har vi løsningen F (x) = Ax + B. Randbetingelsene gir F (0) = B = 0 og F (6) = 6A = 0.
Det gir F (x) = 0.

For k = λ2 > 0 har vi løsningen F (x) = Aeλx + Be−λx. Randbetingelsene gir F (0) = A + B = 0 og
F (6) = A(e6λ − e−6λ) = 0. Det gir F (x) = 0.

For k = −ω2 < 0 har vi løsningen F (x) = A cos ωx + B sin ωx Randbetingelsene gir F (0) = A = 0
og F (6) = B sin(6ω) = 0. For å ungå at F (x) = 0 så må B 6= 0. Da må 6ω = nπ der n = 1, 2, 3, . . .
Vi får derfor at

F (x) = B sin

(

π n x

6

)

, n = 1, 2, 3, . . .

Vi har da at k = −ω2 = −n2π2

36 . Ligningen for G er da

G′(t)

G(t)
= −π2 n2

9
− 3.

Denne har løsning

G(t) = e(− π
2

n
2

9
−3)t

Løsningene er

un(x, t) = Bne(− π
2

n
2

9
−3)t sin

(

π n x

6

)

, n = 1, 2, 3, . . .
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d) Bruk svaret fra oppgave c) til å løse den partielle differensialligningen

ut = 4 uxx − 3 u

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(6, t) = 0 og startbetingelse u(x, 0) = f(x).

Løsning: Fra punkt c) får vi generell løsning

u(x, t) =
∞

∑

n=1

un(x, t) =
∞

∑

n=1

Bne(− π
2

n
2

9
−3)t sin

(

π n x

6

)

.

Vi setter t = 0 og bruker startbetingelen

u(x, 0) =
∞

∑

n=1

Bn sin

(

π n x

6

)

.

Vi får derfor at Bn = bn. Løsningen er derfor

u(x, t) =
∞

∑

n=1

96 (−1)n−1

π2 (2 n − 1)2 e(−
π

2 (2 n+1)2

9
−3)t sin

(

π x (2 n + 1)

6

)

.

4 (15%)

I denne oppgaven er følgende vektorfelt gitt.

F = (3 x2 y2 z − y)̂ı + (2 y z x3 + z)̂ + (x3 y2 + y)k̂.

a) Regn ut curl F. Er F et konservativt vektorfelt?

Løsning: Vi har
F(x, y, z) = P (x, y, z)̂ı + Q(x, y, z)̂ı + R(x, y, z)̂ı,

der P (x, y, z) = 3 x2 y2 z − y, P (x, y, z) = 2 y z x3 + z og P (x, y, z) = 2 y z x3 + z. Formelen for curl er

curl F = (Ry − Qz) ı̂ + (Pz − Rx) ̂ + (Qx − Py) k̂.

Vi har

Ry − Qz = (2 y x3 + 1) − (2 y x3 + 1) = 0

Pz − Rx = (3 x2 y2) − (3 x2 y2) = 0

Qx − Py = (6 x2 y z) − (6 x2 y z − 1) = 1

Curl til vektorfeltet er curl F = k̂. Vektorfeltet er ikke konservativt fordi curl F 6= 0.

b) Regn ut linjeintegralet
∫

C
F · dr

langs kurven C som er parametrisert ved

x(t) = t1/3, y(t) =
√

t, z(t) = t, t ∈ [0, 1].
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Løsning: Vi kan ikke bruke fundamentalsetningen for linjeintegraler da vektorfeltet ikke er konser-
vativt. Derfor må vi bruke formelen

∫

C
F · dr =

∫

C
Pdx +

∫

C
Qdy +

∫

C
Rdz

Vi regner ut
∫

C
Pdx =

∫ 1

0
P (x(t), y(t), z(t))

dx

dt
dt =

∫ 1

0
(3 t8/3 −

√
t)(

1

3 t2/3
) dt =

∫ 1

0
(t2 − 1

3 t1/6
) dt = − 1

15
.

∫

C
Qdy =

∫ 1

0
Q(x(t), y(t), z(t))

dy

dt
dt =

∫ 1

0
(t + 2 t5/2)(

1

2
√

t
) dt =

∫ 1

0
(t2 +

√
t

2
) dt =

2

3
.

∫

C
Rdz =

∫ 1

0
R(x(t), y(t), z(t))

dz

dt
dt =

∫ 1

0
(t2 +

√
t)(1) dt =

∫ 1

0
(t2 +

√
t) dt = 1.

Følgelig har vi
∫

C
F · dr =

8

5
.

5 (15%)

I denne oppgaven skal vi se på numerisk løsning av differensialligningen

ut = Duxx + Eu.

med randbetingelser u(a, t) = 0 og u(b, t) = 0 og startbetingelse u(x, 0) = f(x). Diskretiseringen med
M intervaller i x-retning og N intervaller i t-retning og 0 ≤ t ≤ T gir steglengdene h = (b − a)/M og
k = T/N . Fremover-differanse metoden har matriseform

wj+1 = Awj

der A er (M − 1) × (M − 1)-matrisen

A =





















1 − 2σ + kE σ 0 · · · 0

σ 1 − 2σ + kE σ
. . .

...

0 σ 1 − 2σ + kE
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . σ

0 · · · 0 σ 1 − 2σ + kE





















Egenverdiene til A er gitt ved

λk = 2σ cos kπ
M + 1 − 2σ + kE, k = 1, 2 . . . , M − 1.

a) Bruk opplysningen til å vise at metoden er stabil når E ≤ 0 og

Dk

h2
− Ek

4
≤ 1

2
.

(Hint: Egenverdiene til A må ligge mellom -1 og 1.)

Løsning: For at metoden skal være stabil må egenverdiene til A være mellom -1 og 1. Siden verdiene
til cos(kπ

M ) ligger jevnt mellom −1 og 1 såligger egenverdiene mellom λ− = −2σ + 1 − 2σ + kE og
λ+ = 2σ + 1 − 2σ + kE. Derfor må 1 ≥ λ+ = 2σ + 1 − 2σ + kE, som gir 0 ≥ kE. Siden k > 0 får vi
E ≤ 0. Kravet −1 ≤ λ− gir oss −1 ≤ λ− = −2σ + 1 − 2σ + kE, som gir −2 ≤ −4σ + kE. Vi deler på
−4 og får

2

4
≥ σ − kE

4
.
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b) La a = 0, b = 4, D = 3, E = −2 og M = 20. Hva er den største verdien k kan ha om metoden
skal være stabil?

Løsning: Først ser vi at E = −2 ≤ 0. Vi har at h = (b − a)/M = 4/20 = 1/5. Vi setter vi inn for h,
D og E i formelen får vi

75 k +
1

2
k ≤ 1

2
.

Vi løser og får

k ≤ 2

151
.
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