BNTNU

Kunnskap for en bedre verden

Institutt for datateknologi og informatikk

Eksamensoppgave i
TDAT3024 A S2 Matematikk- og Fysikk valgfag (Matematikk)

Faglig kontakt under eksamen: Hans Jakob Rivertz
TIf: 93832172

Eksamensdato: 7. desember 2020
Eksamenstid (fra—til): 09:00-13:00
Hjelpemiddelkode/Tillatte hjelpemidler: Alle skriftlige hjelpemidler

Annen informasjon:
Husk: For a fa full uttelling ma du alltid ha med nok begrunnelse/utregning til at det ikke er
tvil om hvordan du har lost oppgaven!

Malform/sprak: bokmal
Antall sider (uten forside):
Antall sider vedlegg: 3

Kontrollert av:

Dato Sign

Merk! Studenter finner sensur i Studentweb. Har du sparsmal om din sensur ma du kontakte instituttet ditt.
Eksamenskontoret vil ikke kunne svare pa slike sparsmal.



TDAT3024 Matematikkdelen 7. desember 2020 Side 1 av[3

Oppgave 1 (30%)

Gitt funskjonen f(t) definert ved

1, 0<t<?2
ft) =
cos(2t—4), t>2

a) Bevis at f(t) kan skrives pa formen
ft)=14+u(t—2)cos(2t—4)—u(t—2).
b) Lag en skisse av funksjonen f(¢) med 0 <t < 8.

c) Vis at Laplace-transformasjonen til f(t) er

20 -t ()

d) Gitt folgende differensialligning
y" =6y’ + 8y = f(t)
med startbetingelser y(0) = —2 og 3/(0) = —8.
Vis at startverdiproblemet har fglgende lgsning etter Laplace-transformasjon av ligningen.

L (ft) 2

Y= (5—2)(s—4) s—4

e) Fullfor delbrgksoppspaltingene.

1 A+ B N C
s(s—2)(s—4) s s—2 s—4

0g

Fasitt A=l B=-1 =1 K=L1 [ =—-3 M=-1 N=1.
8

Oppgave 2 (15%)

Gitt systemet
7 = 22+ y/ —9
y' = 2’ —2xy+3

med startbetingelsene z(0) = 0, 2/(0) = 1, y(0) = =2 og ¥'(0) = —1.

a) Skriv om systemet til et linesert system med 4 ukjente funksjoner z; = x, 2o = 2/, 23 = y og
24 = y/.

b) Utfer en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til & finne en tilngerming av x(0.1)
og y(0.1).



TDAT3024 Matematikkdelen 7. desember 2020 Side 2 av[3

Oppgave 3 (25%)

En funksjon f(x) definert pa intervallet [0, L] kalles symet-
risk om z = L/2 hvis f(L — ) = f(x) for alle z € [0, L.
I denne oppgaven vil du fa nytte av en setning om sinus-
rekken til slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er
symetrisk om z = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den z

vertikale linjen med z = 2. I dette eksempelet er L = 4. 1 5 3 4

Setning 1 La f(z), Dy = [0, L], vere kontinuerlig og symetrisk om x = L/2 pa intervallet [0, L]

Da er koeffisientene b,, n = 1,2,3, ... til sinusrekken
> nwx
~ S b, sin ——
f n;l sin 7
lik
0 , for jevne n
b, =124 rL/2
—/ f(x) sin L , for odde n
L Jo L

Gitt funksjonen f definert pa intervallet [0, 4] ved

f<x>:{2x 0<2<2

8—2x ,2<x<4

a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om x = L/2.

b) Benytt setningen til & regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: by = 5225)

c) Finn alle lgsninger pa formen wu(z,t) = F(x)G(t) til den partielle differensialligningen
U = 2Ugy — 2U
med randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(4,t) = 0.
d) Bruk svaret fra oppgave c) til & lgse den partielle differensialligningen
U = 2Ugy — 21U

med randbetingelser u(0,t) = 0 og u(4,t) = 0 og startbetingelse u(z,0) = f(x).
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Oppgave 4 (15%)

I denne oppgaven er fglgende vektorfelt gitt.

F= (22 —yi+Qeys+2)j+Bzy? 2 +yk

a) Regn ut curl F. Er F et konservativt vektorfelt?

/F-dr
c

langs kurven C' som er parametrisert ved

b) Regn ut linjeintegralet

Oppgave 5 (15%)
I denne oppgaven skal vi se pa numerisk lgsning av differensialligningen

uy = Dug, + Fu.
med randbetingelser u(a,t) = 0 og u(b,t) = 0 og startbetingelse u(z,0) = f(z). Diskretiseringen
med M intervaller i z-retning og N intervaller i t-retning og 0 < t < T gir steglengdene h = (b—a)/M
og k = T/N. Fremover-differanse metoden har matriseform

Wiy = Aw;

der Aer (M — 1) x (M — 1)-matrisen

[1—20+kE o 0 0 i
o 1—20+kFE o
A= 0 o 1—20+kE 0
: .. .. .. o
i 0 0 o 1—20+kE]
Egenverdiene til A er gitt ved
Ao =20cos® ™ +1—-20+kE, k=12...,M—1.

a) Bruk opplysningen til & vise at metoden er stabil nar £ < 0 og

(Hint: Egenverdiene til A ma ligge mellom -1 og 1.)

b) Laa=0,b=2,D =2 E = —40g M = 10. Hva er den stgrste verdien k£ kan ha om metoden
skal veere stabil?



Tillegg A

Formelark for eksamen i TDAT3024,

matematikkdelen

A.1 Fourierrekker

A.1.1 Fourierrekker

ag + Z (an cos T + by, sin TF

n=1
1 L
ARl

ag =
.
= L
A.1.2 Sinusrekker
Zb sin ™2,
= 2] s
A.1.3 Cosinusrekker

0. ]
a(ﬁ—z:ancosm

Lt
w = g e

L/ f(x) cos 732 d

a, =

),

A.2 Vektoranalyse

Vektorfelt
F(z,y,2) = P(z,y,2)i+ Q(z,y,2)j + Rl(z,y, 2) k.
Gradient
grad f =
Vi = i+ i+ %k
Curl
curl F =
OR 8 dP _ 8R 9 P
VxF = (ay ;Zg) +(E 81‘) +(a§ By
Divergens
divF =
V-F = 480100
Formler

div(curl F) = 0
curl(grad f) = 0
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A.3 Laplace-transformasjon

f(t) Z(f)(s)
1
1 1 -
i
2 t —
Sl
n!
3 t gntl
s
4 t
cos w 2 tjwz
5 inwt
sin w "
6 u(t —a) —e %
s
7 it —a) e
1
8 u(t —a)(t —a) ?e_‘”
n!
9| wu(t—a)(t—a)" pres e
s
10 t— t— —as
u(t —a) cosw(t — a) 2 + —
11 | u(t —a)sinw(t — a) e e 9
12 e
s—a
13 te™
‘ (s —a)?
n!
14 +n at
‘ (s —a)rt!
ot s—a
15 e coswt G +w
w
16 e sin wt
(s —a)? + w?
s? — w?
17 t coswt RN
2
18 t sin wt it
(52 + w?)?
19 y'(1) sY(s) —y(0)
20 y"(t) s?Y (s) — sy(0) = y/'(0)
1
21 =Dyt — a) e
S —
22| g(t—a)u(t—a) G(s)e
23 f(t)e™ F(s—a)

A.4 Trigonometriske

ter

cos’r +sinz =
cos2xr =
sin2x =

COS2 r =

sinz =

cos(m/2 — x)

sin(n/2 —x) =
cos(zr+y) =
sin(x +y) =

COSTCOSY =
sinrsiny =

sinzcosy =

(71/2, \/5/2)
(—\/5/2,\/5/2)

(—\/5/2,1/2)

1
cos?x — sin?z
2cosxsinx

1
5(1 + cos 2x)

1

—(1 — 2
2( cos 2x)
sinx

COS ™

Side ii av[iil

identite-

COS T cosy — sin x sin y

sin z cos y + cos z siny

%(cos(:c — y) + cos(x + y))

1

1

(1/2, \/5/2)

3 ( cos(z — y) — cos(x + y))

3 ( sin(z — y) + sin(z + y))

(12,23
(\/§/2, 1/2)

(—\/5/2, —1/2)

(—\/5/2,7\/5/2)
(71/2,—\/5/2)

T CoS & sin x

0 1 0
T — 15° V6+v2 V6—v2
12 4 4
s o 5+\/5 \/571
10 18 \/\/5 4
s o 3 1
6 30° ) 5 3
T o V541 5—/5
5 36 \4[ \/ ]
L o 2 2
T = 457 5 5
3t __ o 5—+v/5 V5+1
10— 54 \/ 8 \4/
T o 1 3
3 60 3 5
2T o \/571 5 \/_
5 72 4 +85
5m 7m0 | M6=V2 | V6+V2
12 4 4
% = 90° 0 1

(\/§/2, —1/2)
(\/5/2, 7\/5/2)
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A.5 Numeriske skjema

Eulers metode

wy = y(to)
Wn+1 = wn+hf(tnawn)

Trapesmetoden
wy = y(to)
S1 = f(tTu wn)
Sg = f(tn + h,w, + hsy)
Wpy1 = Wy + 5(81 + s9)
Midtpunktsmetoden
wy = y(to)

S1 = f(tnawn)
S = f(tn+h/2>wn+ (h/2)51)
Wpy1 = Wy + hsy

Side iii av il

Runge Kutta RK4

wy = y(to)

S1 = f(tn )

so = f(tw+h/2,w,+ (h/2)s1)
(
I

tn +h/2,w, + (h/2)s2)
tn + hyw, + hs3)

S3 =

S4 =

h
Wpe1 = Wy + 6(81 + 259 + 283 + S4)

Foroverdifferanse for forstederivert

u(z,t) ~ (u(az, t+k)—u(x, t))

| =

Bakoverdifferanse for forstederivert

1

uy(x,t) ~ E(u(m, t) —u(z,t — k:))

Sentrert differanse for andrederivert

U (2, 1) & h12 (u(z + h,t) — 2u(z, 1) + u(z — h,t))
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