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Oppgave 1 (30%)

Gitt funskjonen f(t) definert ved

f(t) =







1, 0 ≤ t < 2

cos (2 t − 4) , t ≥ 2

a) Bevis at f(t) kan skrives på formen

f(t) = 1 + u (t − 2) cos (2 t − 4) − u (t − 2) .

b) Lag en skisse av funksjonen f(t) med 0 < t < 8.

c) Vis at Laplace-transformasjonen til f(t) er

L (f(t)) =
1

s
+ e−2s

(

s

s2 + 4
− 1

s

)

.

d) Gitt følgende differensialligning
y′′ − 6y′ + 8y = f(t)

med startbetingelser y(0) = −2 og y′(0) = −8.

Vis at startverdiproblemet har følgende løsning etter Laplace-transformasjon av ligningen.

Y =
L (f(t))

(s − 2)(s − 4)
− 2

s − 4
.

e) Fullfør delbrøksoppspaltingene.

1

s (s − 2) (s − 4)
=

A

s
+

B

s − 2
+

C

s − 4

og
s

(s2 + 4) (s − 2) (s − 4)
=

2 L + K s

s2 + 4
+

M

s − 2
+

N

s − 4

(Fasit: A = 1
8
, B = −1

4
, C = 1

8
, K = 1

40
, L = − 3

40
,M = −1

8
, N = 1

10
.)

Oppgave 2 (15%)

Gitt systemet
x′′ = x2 + y′ − 2
y′′ = x′ − 2 x y + 3

med startbetingelsene x(0) = 0, x′(0) = 1, y(0) = −2 og y′(0) = −1.

a) Skriv om systemet til et lineært system med 4 ukjente funksjoner z1 = x, z2 = x′, z3 = y og
z4 = y′.

b) Utfør en iterasjon av Eulers metode med steglengde h = 0.1 til å finne en tilnærming av x(0.1)
og y(0.1).
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Oppgave 3 (25%)

En funksjon f(x) definert på intervallet [0, L] kalles symet-
risk om x = L/2 hvis f(L − x) = f(x) for alle x ∈ [0, L].
I denne oppgaven vil du få nytte av en setning om sinus-
rekken til slike funksjoner. Figuren viser en funksjon som er
symetrisk om x = 2. Grafen til funksjonen er speilet om den
vertikale linjen med x = 2. I dette eksempelet er L = 4.

1

2

1 2 3 4

x

y

Setning 1 La f(x), Df = [0, L], være kontinuerlig og symetrisk om x = L/2 på intervallet [0, L]
Da er koeffisientene bn, n = 1, 2, 3, . . . til sinusrekken

f ∼
∞

∑

n=1

bn sin
nπx

L

lik

bn =











0 , for jevne n
4

L

∫ L/2

0
f(x) sin

nπx

L
dx , for odde n

Gitt funksjonen f definert på intervallet [0, 4] ved

f(x) =







2 x , 0 ≤ x ≤ 2

8 − 2 x , 2 < x ≤ 4

a) Finn L og vis at funksjonen f er symetrisk om x = L/2.

b) Benytt setningen til å regne ut koeffisientene til sinusrekken til f(x).
(Delvis fasit: b9 = 32

81π2 )

c) Finn alle løsninger på formen u(x, t) = F (x)G(t) til den partielle differensialligningen

ut = 2 uxx − 2 u

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(4, t) = 0.

d) Bruk svaret fra oppgave c) til å løse den partielle differensialligningen

ut = 2 uxx − 2 u

med randbetingelser u(0, t) = 0 og u(4, t) = 0 og startbetingelse u(x, 0) = f(x).
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Oppgave 4 (15%)

I denne oppgaven er følgende vektorfelt gitt.

F = (y2 z3 − y)̂ı + (2 x y z3 + z)̂ + (3 x y2 z2 + y)k̂.

a) Regn ut curl F. Er F et konservativt vektorfelt?

b) Regn ut linjeintegralet
∫

C
F · dr

langs kurven C som er parametrisert ved

x(t) = t, y(t) =
√

t, z(t) = t1/3, t ∈ [0, 1].

Oppgave 5 (15%)

I denne oppgaven skal vi se på numerisk løsning av differensialligningen

ut = Duxx + Eu.

med randbetingelser u(a, t) = 0 og u(b, t) = 0 og startbetingelse u(x, 0) = f(x). Diskretiseringen
med M intervaller i x-retning og N intervaller i t-retning og 0 ≤ t ≤ T gir steglengdene h = (b−a)/M
og k = T/N . Fremover-differanse metoden har matriseform

wj+1 = Awj

der A er (M − 1) × (M − 1)-matrisen

A =





















1 − 2σ + kE σ 0 · · · 0

σ 1 − 2σ + kE σ
. . .

...

0 σ 1 − 2σ + kE
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . σ

0 · · · 0 σ 1 − 2σ + kE





















Egenverdiene til A er gitt ved

λk = 2σ cos kπ
M

+ 1 − 2σ + kE, k = 1, 2 . . . , M − 1.

a) Bruk opplysningen til å vise at metoden er stabil når E ≤ 0 og

Dk

h2
− Ek

4
≤ 1

2
.

(Hint: Egenverdiene til A må ligge mellom -1 og 1.)

b) La a = 0, b = 2, D = 2, E = −4 og M = 10. Hva er den største verdien k kan ha om metoden
skal være stabil?



Tillegg A

Formelark for eksamen i TDAT3024,
matematikkdelen

A.1 Fourierrekker

A.1.1 Fourierrekker

a0 +
∞

∑

n=1

(

an cos πnx
L

+ bn sin πnx
L

)

,

a0 =
1

2L

∫ L

−L
f(x) dx

an =
1

L

∫ L

−L
f(x) cos πnx

L
dx

bn =
1

L

∫ L

−L
f(x) sin πnx

L
dx.

A.1.2 Sinusrekker

∞
∑

n=1

bn sin πnx
L

,

bn =
2

L

∫ L

0
f(x) sin πnx

L
dx.

A.1.3 Cosinusrekker

a0 +
∞

∑

n=1

an cos πnx
L

,

a0 =
1

L

∫ L

0
f(x) dx

an =
2

L

∫ L

0
f(x) cos πnx

L
dx

A.2 Vektoranalyse

Vektorfelt

F(x, y, z) = P (x, y, z) ı̂ + Q(x, y, z) ̂ + R(x, y, z) k̂.

Gradient

grad f =

∇f = ∂f
∂x

ı̂ + ∂f
∂y

̂ + ∂f
∂z

k̂

Curl

curl F =

∇ × F =
(

∂R
∂y

− ∂Q
∂z

)

ı̂ +
(

∂P
∂z

− ∂R
∂x

)

̂ +
(

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)

k̂

Divergens

div F =

∇ · F = ∂P
∂x

+ ∂Q
∂y

+ ∂R
∂z

Formler

div(curl F) = 0

curl(grad f) = 0

i
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A.3 Laplace-transformasjon

f(t) L (f) (s)

1 1
1

s

2 t
1

s2

3 tn n!

sn+1

4 cos ωt
s

s2 + ω2

5 sin ωt
ω

s2 + ω2

6 u(t − a)
1

s
e−as

7 δ(t − a) e−as

8 u(t − a)(t − a)
1

s2
e−as

9 u(t − a)(t − a)n n!

sn+1
e−as

10 u(t − a) cos ω(t − a)
s

s2 + ω2
e−as

11 u(t − a) sin ω(t − a)
ω

s2 + ω2
e−as

12 eat 1

s − a

13 teat 1

(s − a)2

14 tneat n!

(s − a)n+1

15 eat cos ωt
s − a

(s − a)2 + ω2

16 eat sin ωt
ω

(s − a)2 + ω2

17 t cos ωt
s2 − ω2

(s2 + ω2)2

18 t sin ωt
2sω

(s2 + ω2)2

19 y′(t) sY (s) − y(0)

20 y′′(t) s2Y (s) − sy(0) − y′(0)

21 eb(t−a)u(t − a)
1

s − b
e−as

22 g(t − a)u(t − a) G(s)e−as

23 f(t)eat F (s − a)

A.4 Trigonometriske identite-

ter

cos2 x + sin2 x = 1

cos 2x = cos2 x − sin2 x

sin 2x = 2 cos x sin x

cos2 x =
1

2
(1 + cos 2x)

sin2 x =
1

2
(1 − cos 2x)

cos(π/2 − x) = sin x

sin(π/2 − x) = cos x

cos(x + y) = cos x cos y − sin x sin y

sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y

cos x cos y =
1

2

(

cos(x − y) + cos(x + y)
)

sin x sin y =
1

2

(

cos(x − y) − cos(x + y)
)

sin x cos y =
1

2

(

sin(x − y) + sin(x + y)
)

1

−1

1−1

b

30
◦

(

√

3/2, 1/2

)

b

4
5
◦

(

√

2/2,
√

2/2

)b
6
0

◦

(

1/2,
√

3/2

)

b

1
2
0
◦

(

−1/2,
√

3/2

)

b

1
3
5 ◦

(

−

√

2/2,
√

2/2

)

b

150 ◦

(

−

√

3/2, 1/2

)

b

210
◦

(

−

√

3/2, −1/2

)

b

2
2
5
◦

(

−

√

2/2, −

√

2/2

)

b

2
4
0

◦

(

−1/2, −

√

3/2

)
b

3
0
0
◦

(

1/2, −

√

3/2

)

b

3
1
5 ◦

(

√

2/2, −

√

2/2

)

b

330 ◦

(

√

3/2, −1/2

)

x cos x sin x

0 1 0
π
12

= 15◦
√

6+
√

2
4

√
6−

√
2

4
π
10

= 18◦
√

5+
√

5
8

√
5−1
4

π
6

= 30◦
√

3
2

1
2

π
5

= 36◦
√

5+1
4

√

5−
√

5
8

π
4

= 45◦
√

2
2

√
2

2

3π
10

= 54◦
√

5−
√

5
8

√
5+1
4

π
3

= 60◦ 1
2

√
3

2

2π
5

= 72◦
√

5−1
4

√

5+
√

5
8

5π
12

= 75◦
√

6−
√

2
4

√
6+

√
2

4
π
2

= 90◦ 0 1
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A.5 Numeriske skjema

Eulers metode

w0 = y(t0)

wn+1 = wn + h f(tn, wn)

Trapesmetoden

w0 = y(t0)

s1 = f(tn, wn)

s2 = f(tn + h, wn + hs1)

wn+1 = wn +
h

2
(s1 + s2)

Midtpunktsmetoden

w0 = y(t0)

s1 = f(tn, wn)

s2 = f(tn + h/2, wn + (h/2)s1)

wn+1 = wn + hs2

Runge Kutta RK4

w0 = y(t0)

s1 = f(tn, wn)

s2 = f(tn + h/2, wn + (h/2)s1)

s3 = f(tn + h/2, wn + (h/2)s2)

s4 = f(tn + h, wn + h s3)

wn+1 = wn +
h

6
(s1 + 2s2 + 2s3 + s4)

Foroverdifferanse for førstederivert

ut(x, t) ≈ 1

k

(

u(x, t + k) − u(x, t)
)

Bakoverdifferanse for førstederivert

ut(x, t) ≈ 1

k

(

u(x, t) − u(x, t − k)
)

Sentrert differanse for andrederivert

uxx(x, t) ≈ 1

h2

(

u(x + h, t) − 2u(x, t) + u(x − h, t)
)
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