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KAPITTEL 1

KOMPLEKSE TALL

1.1 Innledning

% oy,

Figur 1.1: Bildet viser et utsnitt av Mandelbrot mengden [0, 7]. Komplekse tall spiller en av-
gjorende rolle i matematikken bak. Bildet er produsert med appen FraXplorer[2].

Komplekse tall har mange anvendelser. Noen av disse er vekselstrgmteori, signalanalyse,
kretsanalyse, fraktaler og geometri. Begrepet komplekse tall bestar av to ord - kompleks som be-
tyr sammensatt og rall. I dagligspraket bruker vi ofte ordet kompleks for 4 si at noe er vanskelig.
For komplekse tall er det motsatt. Komplekse tall er oppfunnet for a gjgre ting enklere.

Framstillingen 1 dette kapittelet er fortellende. Vi bruker begrepene fgr vi definerer dem.
Dette gjelder for eksempel addisjon og multiplikasjon av komplekse tall.

9
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1.2 Definisjon av komplekse tall og regning med disse

1.2.1 Bakgrunn og motivasjon

Komplekse tall undervises i faget R2 pa videregaende skole. Frem til da lerte du at du ikke
kunne ta kvadratroten av et negativt tall. Arsaken er at hvert eneste reelt tall ganget med seg
selv gir et positivt reelt tall eller null. Noen likninger, for eksempel 22 = —1 har ingen lgsninger
pa den reelle tallinjen. Utsagnet at v/—1 ikke har mening gjelder for de reelle tallene.

1.2.2 Den imaginare enheten

Svaret pa problemet med at #2 = —1 ikke har en Igsning er & gi /—1 en mening. Vi innfgrer den
imaginzere enheten. Det er en tenkt stgrrelse ¢ som har egenskapen i> = —1. Den imaginare
enheten er derfor ikke et reelt tall, det er et imaginert tall. !

1.2.3 Imagingere tall

Produktet b7 mellom et reelt tall b og den imaginare enheten ¢ kalles for et imaginaert tall. Vi
skriver 0 = 0 og (—1)7 = —i, men ellers kan ikke tallet b4 forenkles. Faktorenes rekkefglge er
uten betydning. Derfor er i b = bi. Multipliserer vi det imaginzre tallet b7 med seg selv far vi

(bi)> =bibi=biib=0bi*b= —b°.

Merknad 1.1. Bide i og —i er lgsninger av likningen 22 = —1. Derfor er v/—1 = =i.

1.2.4 Komplekse tall

De komplekse tallene er en utvidelse av de reelle tallene. Det betyr at alle reelle tall er med i
mengden av komplekse tall. Et komplekst tall er summen av et reelt tall @ og et imaginert tall
bi.

z=a+bi (1.1)

Eksempel 1.1. Fglgende stgrrelser er komplekse tall.
* 2431
° 1 ﬁ
5 175
e 31 =0+31

e 4=440:

!Ordet imagincer betyr tenkt, mens ordet reell betyr virkelig.
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Realdelen til det komplekse tallet a + bi er det reelle tallet a. Imagingerdelen til det kom-
plekse tallet a + b1 er det reelle tallet b. To komplekse tall a + b7 og ¢+ d ¢ er like hvis og bare
hvisa = cogb = d. Viskriverdaa + bt = c+ di.

Regning med komplekse tall fglger stort sett de samme reglene som regning med reelle tall.
Forskjellen er at vi har en ekstra regel i = —1. For eksempel er i(1+1) = i-1+i-i = i+1°> =
1 — 1. Kvadratsetningene gjelder for komplekse tall. Vi har for eksempel

(241i)? = 224+2-2-i+iP=4+4i—1=3+44,
(1—-i)? = 1?—2i+i*=1-2i—1=—24,
(1+i)(1—4) = 1?—i*=1—(-1)=2.

Fra i = —1 avledes regneregelen /—72 = #ir. Alle andregradslikninger kan lgses nir vi
godtar at svaret kan vere et komplekst tall.

Regneeksempel 1.1. Vi vil Igse likningen 2% — 22 + 2 = 0.

Lgsning: Vi fullfgrer kvadratet
22 —2241+1=0

Andre kvadratsetning gir

(z—1>%+1=0.
Vi trekker fra 1 pa begge sider,
(z—1)° = —1
tar kvadratroten pa begge sider
5= =3z
og legger til 1 pa begge sider.
z=1%1.

1.2.5 Addisjon og subtraksjon

Addering og subtraksjon med komplekse tall gjgres ved a addere / subtrahere de reelle delene
og de imaginere delene hver for seg.

Definisjon 1.1 (Addisjon og subtraksjon).

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+(b+d)i (1.2)
(a+bi)—(c+di) = (a—c)+(b—d)i. (1.3)
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Eksempel 1.2. Gitt de komplekse tallene z; = 3 + 27 0g 25 = 2+ ¢. Daer

21+2=034+2)+(2+1)i=5+4+3

og
H—m=0B-2)+2-1)i=1+i.

1.2.6 Multiplikasjon
Multiplikasjon av komplekse tall gjgres ved a fglge vanlige regler for multiplikasjon av paren-
tesuttrykk.

(a+bi)(c+di)

=(a+bi)c+ (a+bi)di=ac+bic+adi+bidi
= ac+ adi+ bci + bdi*.

I siste ledd erstatter vi 72> med —1.

Definisjon 1.2 (Multiplikasjon).

(a+bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + bc) i. (1.4)

Eksempel 1.3. Gitt de komplekse tallene z; = 3 + 27 0g 2o = 2 + 1. Daer

212=03-2-2-1)+(3-1+2-2)i=4+7i.

1.2.7 Kompleks konjugert

Den kompleks konjugerte er et viktig begrep i regning med komplekse tall. Vi kan blant annet
bruke kompleks konjugert til & definere divisjon.

Definisjon 1.3. Den kompleks konjugerte av et komplekst tall z = a + b4 er det kom-
plekse tallet Z = a — b1.

Legg merke til at a ta den kompleks konjugerte til et reelt tall ikke endrer pa verdien. For

eksempel er 3 = 3.
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Eksempel 14. Laz =3+ 2idaerz =3 — 2i.

For a regne med kompleks konjugerte er fglgende egenskaper nyttige.

Setning 1.1. Kompleks konjugert tilfredsstiller fplgende egenskaper.

l.2+w=z4+w

2. ZW=ZW
3. 2n=72"
4. z2=2z

Realdelen og imagin@rdelen til et komplekst tall kan regnes ut ved hjelp av den konjugerte.
Realdelen: Re(z) = $(z + 2)

Imaginerdelen: Im(z) = (2 — 2)

Merknad 1.2. Legg merke til at 2z = (a + bi)(a — bi) = a® + b2

Om vi ser pa z = a + bi som et punkt (a, b) i planet med kartesiske koordinater sa er avstanden
til origo lik v/a? + b?. Den konjugerte derfor kan brukes til & finne denne avstanden.
Vi kan bruke kompleks konjugert til & dividere med komplekse tall.

Regneeksempel 1.2. Vi vil skrive 25 pa standardform a + ib.

Lgsning: Ideen er a multiplisere med den konjugerte til nevneren 1 + 2¢ oppe og nede i
brgken.
(2+14)(1—-2i) 4-—3i
(1420)(1 —25) 12 4 22

4 3.
= = = =,
5 5
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1.2.8 Divisjon
Ideen fra regneeksempelet kan brukes for alle brgker med kompleks nevner.

a+bi  (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (—ad+ bc)i
c+di  (c+di)c—di) 2+ d? '

Derfor har vi fglgende formel for divisjon.

Definisjon 1.4 (Divisjon).

a+bi ac—i—bd_i_—ad—i-bc, (15)
= 1 o
c+di c24+d? c? + d?

Eksempel 1.5. Vi har spesialtilfellet
1 a b

a+bi—a2+b2_a2+b22'

1.2.9 Annengradslikninger med reelle koeffisienter

Nar c er et positivt tall vil
V=c = ei.
Vi kan lgse alle andregradslikninger p& formen a 22 + bz + ¢ = 0 ved hjelp av formelen

B b+ Vb2 —-4ac

2a

Xz

Regneeksempel 1.3. Finn lgsningene til annengradslikningen 22 + 2 + 2 = 0.

Lgsning: Vi setter inn 1 formelen for annengradslikninger:

—1+v12-4-1-2 -1x/-7 -1£7i

2.1 2 2

=

Legg merke til at komplekse lgsninger til en annengradslikning med reelle koeffisienter
kommer i kompleks konjugerte par.
b  Vdac—b
r=—=+x —-":1.
2a 2a
Komplekse Igsninger til n-tegradslikninger med reelle koeffisienter kommer ogsa i kompleks

konjugerte par.
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1.2.10 Det komplekse tallplanet

Vi kan ogsa representere z = a + bi som punktet (a, b) i planet, ogsa kalt Argandplanet. Se
figur 1.2. Argandplanet spiller samme rolle for komplekse tall som tallinjen spiller for reelle
tall. I Argandplanet kalles fgrste-aksen for den reelle aksen og andre-aksen for den imaginaere

I'm
« 4+ 3 1
e 312i | «242i
4 «34i
— —
4 -3 2 1 1 2 3 g4ftc
e —3—1 + —
. 42 + oe1-2;

Figur 1.2: Argandplanet

aksen.
Absoluttverdien av et komplekst tall z = a + b1 er gitt ved

|z] = Va? + b2

Dette er avstanden mellom punktet (a, b) og origo i Argandplanet. Absoluttverdi kan ogsa ut-
trykkes ved hjelp av kompleks konjugert,

|z| = VzZ.

1.3 Polar form av komplekse tall

1.3.1 Polar form

Figur 1.3: Polar form

Hvert komplekst tall z = a + b7 kan tenkes pa som et punkt (a, b) i planet. Punktet (a, b)
kan beskrives med avstanden r fra origo og vinkelen 6 mellom den reelle aksen og den rette
linjen fra origo til punktet (a, b). Da er

a=rcost b=rsind.

Tallparet r og 6 kalles for polare koordinater for punktet (a, b). Vi skriver det komplekse tallet
pa polar form:
z =r(cosf +isinh).



16 KAPITTEL 1. KOMPLEKSE TALL

For a regne ut r og ¢ bruker vi formlene

b
r=|z| = Va®+b*og tanf = —.
a

Stgrrelsen 7 er lik absoluttverdien til det komplekse tallet z. Vinkelen 6 kalles for argumentet
til z. Vi skriver = arg 2. Legg merke til at argumentet ikke er entydig. For eksempel er bade
cos(—m) + i sin(—m) og cos(w) + ¢ sin(m) begge lik -1. Om vinkelen 6 ligger i intervallet
(—m, 7], kalles 0 for hovedargumentet til z. Hovedargumentet til z skrives Arg z.

Regneeksempel 1.4 (Omskrivning til polar form). Skrivom z = 1 — i til polar form.

Lgsning: Forsthar viatr = |z| = /12 + (—1)2 = /2. Likningen tan = =* = —1 har to
lpsninger for 6 i intervallet (—7, 7r]: = —Z og # = 7. Disse representerer to forskjellige
komplekse tall.

\/5(005(—7?/4) +isin(—m/4)) =1—i

og
\/§(COS(3W/4) + isin(3m/4)) = —1 + 4.

Kun den fgrste er riktig. Vi har derfor

5= \/§(COS(—7T/4) + isin(—7/4)).

1.3.2 Multiplikasjon og divisjon pa polar form

Polar form av komplekse tall er nyttig nar vi multipliserer og dividerer med komplekse tall.
Gitt to komplekse tall

21 =r1(cosby + isinfy) og zo = ra(cos by + isinbsy).
Fra formel 1.4 for multiplikasjon blir produktet av disse tallene lik
2129 = T1T9 ((cos 01 cos Oy — sin 0y sin 6y) + i(cos 0y sin Oy + sin Oy cos 92)).
Fglgende formler er veletablerte.

cos 0y cos bty — sinfy sinfy, = cos(6, + 02)
cosfysinfy + sinfy cosly = sin(6; + 6s).

Vi har derfor at

21 %9 = TlT’g(COS(Ql + 05) + isin(0; + 92)). (1.6)
Vi har ogsa
2 E((305(01 —0y) + isin(0; — 02)). 1.7)
) T2

Legg merke til at multiplikasjon av komplekse tall involverer addisjon av vinklene (argumen-
tene) til de komplekse tallene og multiplikasjon av absoluttverdiene.
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Setning 1.2 (Multiplikasjon og divisjon pa polar form). Om 2z, og zy er komplekse tall
er

|21 22| = |21] |22

|21/ 22| = |21 / |22
* argzy 2o — arg z; + arg 2o

* argz/zo = argz; — arg 2,

Regneeksempel 1.5. Gitt to komplekse tall pa polar form z; = 3(cos7/3 + isin7/3) og
29 = 2(cos /6 + isin7/6). Regn ut 2125 0g 21/ 25.

Lgsning:
2129 = 3-2(cos(m/3 4 w/6) + isin(w/3 + 7/6)) = 6 (cos(m/2) + isin(7w/2)) = 6.

z1/2z3 = (3/2) (cos(n/3 —7/6) + isin(n/3 — 7/6)) = 1,5 (cos(m/6) + isin(7/6)) .

Vi legger merke til at (r(cos 6 + isin 0))* = r2(cos 20 + i sin 26). 2

1.3.3 Potenser av komplekse tall

Potenser av komplekse tall pa polar form regnes ut ved formelen

<r(cosé’ + i sin 9))n = r"(cosnf + isinnd). (1.8)

Regneeksempel 1.6. Regn ut (1 — 1)S.

Lgsning: Fra eksempel 1.4 har vi z = 1 — i = v/2(cos(—n/4) + isin(—n/4)). Da blir
26 =/2° (cos 6(—m/4) +isin6(—mn/4)) = 8 (cos(—37/2) + isin(—37/2)) = 8i.

Et spesialtilfelle av formel (1.8) er deMoivres formel:

Det er sveert vanlig & skrive sin 26 i stedet for sin(26). Det samme gjelder for de fleste funksjoner som skrives
med mer enn en bokstav, slik som In 2z, arg 21 z2 0g cos mx.
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Setning 1.3 (DeMoivres formel).

(cosf + i sin )" = (cosnb + i sinnf)

En annen skriveméte for cos @ + i sin 6 er ¢?’. Hvorfor man skriver dette bygger pa fagstoff
som ligger utenfor pensum, men siden skrivematen innebzrer en forenkling sa tar vi den med.
Forgvrig kalles denne sammenhengen for Eulers formel:
i0

e” = cosf +1sind.

Eksempel 1.6. Vi har at e = —1.

For den spesielt interesserte opplyses at den komplekse eksponentialfunksjonen er defi-

nert ved

T4yt

e = e"(cosy +isiny).

Det finnes ogsa komplekse logaritmer og komplekse trigonometriske funksjoner.

1.3.4 Rgtter av komplekse tall

Vi lar z vaere et komplekst tall. Vi skal snart se at likningen
w" =z (1.9)

har n lgsninger for den ukjente w. Disse lgsningene kaller vi for n-tergttene.

Setning 1.4. n-tergttene til z = r(cos 6 + i sin 0) er gitt ved formelen

0+2kr . 0+ 2km
+ 17 sin

w=€/?<cos ), k=0,1,...,n—1.

Vi kan ogsa skrive n-teroten av z = re? som

2= freTH0in k=01, n— 1.
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Regneeksempel 1.7. Finn alle 5 rgttene til 2 = —4 — 414, og tegn de i et koordinatsystem.

Lgsning: Absoluttverdien til z er 7 = |z| = \/(—4)2 + (—4)? = /32 og argumentet til z
er arg z = 2. Femtergttene til z er derfor

2k /4 2k /4
wk=ﬂ<cos%ﬁ/+isin%ﬁ/), k=0,1,23,4.

Vi lager en tabell over rgttene gitt med 6 desimalers ngyaktighet.

k| ¢ = 2T |y = v/2(cos ¢, + i sin ¢y)
0 /4 1+
1 137/20 —0.642040 + 1.260074 ¢
2 217 /20 —1.396802 — 0.221232¢
3 297/20 —0.221232 — 1.396802 ¢
4 377/20 1.260074 — 0.642040 ¢

wl. -+ .

Wo
wy® —1 1,
4 Wy
U)3.

Til slutt ser vi pa et eksempel der vi far nytte av a finne rgtter av komplekse tall.

Regneeksempel 1.8. Lgs likninen 22 — 2 — 1 —3i =0

Lgsning: Vi bruker abc-formelen.

_ () VDR A1) 1B+ 1%

2 2

z

Vi regner ut kvadratroten av 5 + 12i = 13(cosf + isinf) der § = tan"'12/5 =
1.1760052. . ..
V5 4+ 12i = V13(cos 0/2 4 isin0/2) = 3 4 2i.

Vi regner ut Igsningen og far z = 2 + 1, z = —1 — 1.
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Oppgaver fra kapittel 1

Regn ut hvert av uttrykkene 1 oppgave 1 til 8,
og skriv svaret pa standardform, a + b .

1. (34 2i)(1 —44)
2. (3—2i)(3+2i)

N e W

V2(cos(3m/4) + isin(3m/4))
V2(cos(117/4) + isin(117/4))
8. 3(cosm + isin)

Skriv om hvert av de komplekse tallene i opp-
gave 9 til 11 pa polar form. Regn sé ut 23.

9. 2=1++/3i
10. 2 =+v2 —V2i
11. z = -1 — 1.

12. Regn ut (cosf + isin®)? ved hjelp av
formelen (z + iy)? = 2% — y* + 2izy.
Sammenlikn med det du far ved a bruke
deMoivres formel, og finn formlene for
cos 26 og sin 26. Kjenner du igjen form-
lene?

13. Bruk samme oppskrift som i oppgave 12
til & finne formler for cos 36 og sin 36
med cos 0 og sin 6. Du kan bruke forme-
len (z+iy)? = 23— 3wy +i(3z%y—y?).

14. Bruk Eulers formel til 4 finne en annen
maéte & skrive 2™,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

KAPITTEL 1. KOMPLEKSE TALL

Regn ut 2,/ og 212 nir z; = 2e™/*

0g 2y = 4e™/8,

Regn ut alle komplekse n-rgtter til de
komplekse tallene under, og tegn de Ar-
gandplanet

a) z=1,n=2

b) z=—-1,n=3

) z=1,n=4

d) z=—-44+4V3i,n=3

e) z=—-1,n=6
Finn lgsningene av likningen

22— 24+ (1414)=0.

Finn lgsningene av likningen

22— 2i2—10=0.

Finn lgsningene av likningen

22+ 2z2—5=0.

Finn lgsningene av likningen

22+ (24 2i)z + 2i = 16.

Finn lgsningene av likningen
2 +4245=0
ved 3 fullfgre kvadratet.

Bevis setning 1.1.



KAPITTEL 2
SYSTEMER AV LINEARE LIKNINGER

Figur 2.1: Bildet viser gverste del av Eiffeltarnet i Paris. Det bestar av mange bjelker av
stgpejern. For a konstruere en sa stor konstruksjon matte man beregne hvor mye hver bjel-
ke bgyde seg under vekten av resten av konstruksjonen. Noen av disse beregningene kunne
gjgres ved a lgse systemer av linezre likninger. Dere kan lese mer om slike anvendelser i for
eksempel Numerical Analysis av Timothy Sauer [&].

2.1 Introduksjon og repetisjon

2.1.1 En enkel likning i en variabel

Fra barneskolen husker du kanskje oppgaver der du skulle fylle inn det manglende tallet i en
firkantet boks, slik som i fglgende oppgave.

21
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Fyll inn tallet som mangler i boksen.

[]-3=6

Lgsningen pa oppgaven er 2 fordi 2 - 3 = 6 er sant. I logikken kalles 2 - 3 = 6 for en pastand.
Det er fordi 2 - 3 = 6 har en sannhetsverdi, i dette tilfellet <sann>. Feil svar, for eksempel 3,
gir en annen pastand 3 - 3 = 6. Sannhetsverdien til denne er <usanns.

Med bokstaven x for den ukjente blir oppgaven i boksen over skrevet som vist i neste boks.

Finn z i likningen

r-3=26

Utsagnet = - 3 = 6 er ingen pastand fordi det ikke har en sannhetsverdi. Sannhetsverdien er
avhengig av hvilken verdi x har. Likningen = - 3 = 6 kan ses pa som et apent utsagn, eller et
predikat. !

Definisjon 2.1. En likning i én ukjent x er et predikat pa formen V' S(x) = HS(x), der
venstresiden og hgyresiden er funksjonsutrykk i én variabel z.

En lgsning r er en verdi av z slik at V.S(r) = HS(r) er en sann pastand. Mengden av
alle 1gsninger kalles for lésningsmengden til likningen.

Predikatene cosx = x, 22 +sinz = 27 og = - 3 = 6 er alle eksempler pa likninger i en
ukjent.

Setning 2.1. La c veere forskjellig fra null. Hvis vi multipliserer med c pd begge sider av
en likning vil den nye likningen ha ngyaktig de samme lgsningene som den opprinnelige
likningen.

Nar vi dividerer begge sider i likningen over med 3 sa far vi

x-3 6
3 3

Pa venstresiden kan vi forkorte 3-tallet i telleren mot 3 tallet i nevneren. Hgyresiden er lik 2.
Vi far derfor
=2

og likningen er lgst. Vi sier ogsa at x tilfredsstiller likningen. Noen likninger, for eksempel
x? = 1, har flere lgsninger. Om vi setter x = —1 eller = 1 inn i likningen s blir den sann.
Lgsningsmengden til 22 = 1 er {—1,1}.

'Et matematisk utsagn som inneholder en eller flere variable kalles for et predikat eller pent utsagn hvis
utsagnet har en sannhetsverdi for hvert sett av verdier for variablene.
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2.1.2 En likning i to variable

Likningen
x—2-y=-—1 2.1

har to ukjente variable = og y. En Igsning vil veare et tallpar (x,y) = (a,b) som gjgr at lik-
ningen er sann. Lgsningsmengden utgjgr mengden av alle lgsninger. Likningen over har uen-
delig mange lgsninger. Lgsningene kan presenteres som en rett linje i xy-planet. For & beskrive
lgsningene av denne likningen kan vi isolere y pa en av sidene. Vi benytter oss av fglgende
setning.

Setning 2.2. Hvis vi legger til samme tall pa begge sider av en likning vil den nye likningen
ha ngyaktig de samme lpsningene som den opprinnelige.

Om vi trekker fra x pa begge sider av likningen, sa far vi likningen
r—2-y—xr=—-1—ux
Ved opprydning av uttrykket pa venstre side sa far vi likningen
-2 y=—-1—u=.

Vi dividerer hver side med —2 og far

For et valg av tallet x sa finner vi en tilhgrende verdi for y ved a regne ut y = % + 5. For
eksempel vil paret z = 1 ogy = % + % = 1 hgre sammen. Vi sier at paret z = 1 ogy = ler

en Igsning av likningen x — 2 - y = —1 fordi hgyresiden og venstresiden har samme verdi nar
visetterinn x = 1 og y = 1. En annen lgsninger x = 5o0gy = % + g = 3. Mengden av alle
lpsninger av z — 2 - y = —1 er koordinatene (z, y) til punktene til den rette linjen y = 1 + Z.

Vi tegner denne i figur 2.2. Likningen har uendelig mange lgsninger.

Definisjon 2.2. En likning i to ukjente variable = og y er et predikat pa formen V.S (z,y) =
HS(x,y), der venstresiden og hgyresiden er funksjonsuttrykk i to variable = og y.

En lgsning (r, s) er et par av verdier slik at V.S(r,s) = HS(r, s) er en sann pastand.
Mengden av alle Igsninger kalles for lgsningsmengden til likningen.

2.1.3 Etsystem av to likninger i to variable

Pa ungdomskolen lgste vi systemer av likninger i to ukjente slik som fglgende oppgave.
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Figur 2.2: Grafen y = 3 + sz beskriver Igsningsmengden til likning 2.1. Det betyr at
lgsningsmengden til likningen er alle punktene til den rette linjen i planet som grafen repre-
senterer.

Bestem x og y som tilfredsstiller begge likningene under

I: r — 2y = —1

I7: 2.2 — y = 4 (2.2)

Hver av likningene har uendelig mange lgsninger, men de har kun en felles lgsning. Denne
Igsningen er = 3 og y = 2. For a sjekke at Igsningen er riktig ma vi sette inn verdiene for x
og y 1 den fgrste likningen,

3—2-2=-1

og den andre likningen,
2.3—-2=4

og observerer at likhetene stemmer. Vi sier at paret z = 3 og y = 2 er en lgsning av likningssys-
temet (2.2). For a sjekke at x = 3 og y = 2 er den eneste Igsningen kan vi Igse likningssystemet
systematisk. Vi ma utelukke at det finnes andre lgsninger.

2.1.4 System i to variable lgst systematisk.

For a lgse likningssystemet (2.2) antar vi at x og y allerede har verdiene vi gnsker & finne. For
den fgrste likningen, som vi merket med 7, betyr det at hgyre- og venstresiden i x — 2y =
—1 virkelig er like. Hvis vi legger til det samme tallet pa hver side sa beholder vi fortsatt
likheten. La oss legge til 2y pa begge sider. Dette gjgr vi for a isolere = alene pa venstresiden
av likhetstegnet i f@rste likning.

r—2y+2y=—-142y.
Ved opprydding pa hgyresiden av denne likningen far vi
I': z=-1+2y.

Vi har kalt denne likningen for I’ for & holde oversikten og fordi den erstatter likningen som
vi kalte for /. Neste trinn er 4 erstatte z-en i den andre likningen i likningssystemet (2.2) med
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venstresiden, —1+2y, i likningen vi kaller . Dette kan vi gjgre fordi 2 og —1+ 2y har ngyaktig
den samme verdi nar x og y er en lgsning av systemet (2.2). Resultatet av en slik erstatning er

2-(-1+2y)—y=4.
Om vi rydder opp i likningen far vi y = 2. Videre far vi ved innsetting av y = 2 inn i likningen

I"atx = —1 4+ 2 -2 = 3. Vi har dermed funnet at lgsningen av systemet (2.2) er z = 3 og
y=2.

Merknad 2.1. Metoden som er brukt i dette avsnittet virker og er forholdsvis lett & forsta.
Den har klare svakheter. For det fgrste er den kun egnet til 4 finne svaret nar det finnes én og
bare en lgsning. For det andre er den ikke lett & programmere pa en datamaskin. Det tredje
er at du skal lre om matriser og da ma du regne med matriser.

2.2 Litt mer om likninger i to ukjente

2.2.1 Inkonsistente likninger

Noen systemer av line@re likninger har ingen lgsning. Det fglgende systemet er et slikt eksem-
pel.
I: z — 2.y = —1

I7: z — 2.y = 1 (2:3)

Uansett hvilke verdier x og y har sa vil venstresidene av begge likningene vare like. Hgyresidene
er derimot forskjellig sa (2.3) er en selvmotsigelse. Et tall kan ikke vere —1 og 1 samtidig. Vi
sier da at systemet er selvmotsigende eller inkonsistent.

2.2.2 Systemer med uendelig mange lgsninger

Noen systemer har uendelig mange lgsninger. Et eksempel pa dette er systemet gitt ved

I: r — 2y = —1
Ir: =22 + 4.y = 2~ 24
Om vi Igser likning 7 i systemet (2.4) for z sa farvi I’ : x = —1 + 2 - y. Innsatt i (2.4:11) gir
—2-(=142-y)+4-y = 2. Opplgsning av parentesen gir 2 —4-y+4-y = 2. Lgser vi for y far
vi 0 -y = 0. Alle verdier av y tilfredsstiller O - y = 0. Derfor har vi uendelig mange lgsninger.

2.2.3 Grafisk lgsning av linezere systemer

Lgsningen til hver av likningene i systemet (2.2) er rette linjer. Den ene linjen fant vi av-
snitt 2.1.2 mens den andre finner vi ved a lgse likning [ i systemet (2.2) med hensyn pa y. Vi
far y = 2z—4. Vi tegner inn lgsningene til hver av likningene / og I inn i samme koordinatsys-
tem 1 figur 2.3a). Lgsningen av systemet (2.2) er lik z- og y-koordinatene til skj@ringspunktet
mellom grafene. Vi leser av at disse er z = 3 og y = 2.
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a) b) ¢)
Skjeringspunktet Linjene er paral- Linjene er sam-
ligger 1 begge lelle og har ingen menfallende og

3T lgsningsmengdeng. 3T felles punkter. 37 har alle, (uen-

En lgsning Ingen lgsninger. Uendelig mange lgsninger.

Figur 2.3: Lgsningen av et system av to likninger i to ukjente = og y er koordinatene (z, y) til
punktene som er felles for lgsningsmengden for hver av likningene.

I system (2.3) derimot er lgsningsmengdene parallelle linjer. Se pa figur 2.3b). Siden paral-
lelle linjer aldri skjerer hverandre, sa har vi ingen lgsninger av system (2.3). I system (2.4) er
lgsningen av likningene sammenfallende linjer. Lgsningen er med andre ord alle punktene pa
linjen y = 1 = + 1. Se pé figur 2.3c¢).

I figuren over ser vi 3 muligheter for antall lgsninger for line@re likningssystemer. Det viser
seg at dette gjelder generelt.

Teorem 2.1. Et linecert likningssystem har enten
1. én éntydig lpsning,
2. uendelig mange lpsninger eller

3. ingen lpsninger.

Definisjon 2.3. I hvert tilfelle i teoremet over kalles systemet av linezre likninger for
1. Bestemt
2. Ubestemt

3. Inkonsistent eller selvmotsigende

Regneeksempel 2.1. Avgjgr nar systemet

2r + y = 2

r + ay = b :3)
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er bestemt, ubestemt og selvmotsigende
Lgsning: Fglgende er et forslag til l¢sning. Fra den fgrste likningen har vi at

[ = 2% — 2.

Sa erstatter vi y-en i den andre likningen med 2 — 2z og far = + a - (2 — 2z) = b. Etter litt
regning far vi
(1—-2a)-z=>b-2a.

Hvisa;«é%sé’lerl—2a7é00gvihar

b—2a
T = .
1—2a
Ved innsetting i y = 2 — 2z s& fir vi y = 2 — 2 - &2 Vi her derfor én lgsning nér a # 1:
b—2 b—2
T = a4 y=2-2- a'

1—2a’ 1—2a

Vi ser nd p& hva som skjer nér a = 1. Fortsatt er
y=2-—2zo0g(l—2a) x=">b-2a.
Erstatt nd a med 3 i den andre likningen.
0-x=b—1.

Narb =1lerb—1 = 0o0g0-x = 0 er tilfredsstilt for alle z, da har vi uendelig mange
Igsninger
y=—2x+ 2.

Narb#lerb—1# 0men0-x =b— 1% 0 er umulig. Systemet (2.5) har
1. én entydig lgsning nar a # %,
2. uendelig mange lgsninger nar a = % ogh=1
3. og ingen lgsninger nar a = % ogb # 1.

NB! Lengre ut i kurset skal vi lgse denne oppgaven pa en mye raskere mate.

2.2.4 Generelle lineaere systemer av 2 likninger i 2 variable

Alle 3 systemene over er pa samme format.

ar + by = e
cr + dy = f

(2.6)

Systemet (2.6) har to ukjente stgrrelser z og y, mens a, b, ¢, d, e og f star for konstante
stgrrelser. Legg merke til at z-ene, y-ene og tegnene + og = har faste plasser. Fglgende ta-
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beller er tilstrekkelig for & beskrive systemet.

Venstresiden | b , de ukjente , og hgyresiden 2.7)

cld '

Vi vil skrive disse tabellene pa formen

ol b e 7] o5

Dette kaller vi for matriser. Den fgrste kalles for koeffisientmatrisen til systemet (2.6). Ma-

trisen
a b e
[c d f] (2.9)

kalles for totalmatrisen til systemet.

2.2.5 Systematisk lgsning av et eksempel

For sma systemer med ngyaktig en Igsning er metoden i avsnitt 2.1.3 god nok. For stgrre sys-
temer og for systemer med uendelig mange eller ingen Igsninger blir metoden uoversiktlig og
tungvint.

Lgsning av likninger handler om & finne alle 1gsninger og a dokumentere at disse er funnet.
Dette krever at metoden er oversiktlig for den som lgser systemet og for den som eventuelt skal
sjekke om man har regnet riktig. Vi trenger god bokfgring. I dette avsnittet vil vi systematisk
lgse systemet (2.2) og knytte det opp til matriser.

‘ System ‘ Tilhgrende totalmatrise ‘
r — 2.y = —1 1 -2 -1
2-x — y = 4 {2 -1 4 ]
Vi legger til fgrste likning multiplisert med -2 til andre
likning
x — 2y = —1 1 -2 -1
Jy = 6 0 3 6
Vi dividerer andre likning med 3
r — 2y = —1 1 -2 -1
y = 2 o 1 2
Vi legger til andre likning multiplisert med 2 til fgrste
likning
T = 3 1 0 3
y = 2 {O 1 2}

Legg merke til at totalmatrisene avspeiler ngyaktig de operasjonene vi gjgr for a finne lgsningen
til systemet. Vi vil komme tilbake til dette neste seksjon. Mange vil synes at metoden som er
skissert over er ungdvendig stivbent og at Igsningen vi ga pa side 24 er mye enklere. Bruk
allikevel tid til a forsta metoden. Det at metoden er stivbent gjgr den egnet til stgrre systemer,
til implementasjon pa datamaskiner og ikke minst til en forstaelse av matriser. Man bruker
matriser til mer enn & Igse systemer av lineare likninger, som vi skal se etterhvert. De har
viktige anvendelser i blant annet grafikk pa datamaskiner.
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2.3 Linezre systemer

2.3.1 Variabler og konstanter

I dette kompendiet kommer vi til & bruke bokstavene
x, Yy og 2
som navn pa variable eller ukjente stgrrelser. Vi kommer ogsa til & bruke indekserte symboler

L1, X2, XT3, Tgy ey

Y1,Y2,Y3, Y45 - - -,

etc. som navn pa ukjente. Tall og bokstavene
a,b,c,...

vil bli brukt som navn pa konstante stgrrelser. I tillegg til tall og bokstaver bruker vi ogsa
symboler med enkle eller doble indekser for konstanter.

ai, ag, as, G4, . ..,

b17b27b37b47 sy

a11,01,2,021,022,035 .. .,

etc. Indeksene er hele tall og vi kommer til a bruke bokstavene 7, j, k, som navn pa indekser.
Symbolet a; ; vil vi ogsé skrive som

Clij
nar det ikke fgrer til uklarheter. For eksempel vil vi mene det samme med a; » 0g a;2 nar det
gér klart frem fra sammenhengen hva som menes.

2.3.2 Likninger i en eller flere variable
Likningen

20 + 9> —sinz — 2z =3 (2.10)
i de tre ukjente z, y og 2 har fire ledd pa venstresiden av likhetstegnet. Disse er 2z, 32, — sin z

og —z. I linear algebra er vi interessert i likninger som inneholder ledd som likner pa det f@grste
og fjerde leddet 2o og —z. Vi kaller disse for lineare ledd:

Definisjon 2.4. Et lineart ledd er et ledd pa formen
a-x,

der a er en konstant og x er en variabel.
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Eksempel 2.1. Leddene 22 og —z (= —1 - 2) 1 likning 2.10 er linezre ledd. De to andre
leddene pa venstresiden i samme likning, 3% og — sin z er ikke lineare ledd.

Eksempel 2.2. Alle uttrykkene under er eksempler pa linezre ledd

ay, 3z, 832x3, -—TZ, O0g a23T3.

2.3.3 Lineare likninger i flere variable

En likning pa formen az + by = c representerer en rett linje i planet. Se for eksempel figur
2.3a) pd side 26. Likningen a = + by + ¢ z = d representerer et plan i rommet.

Definisjon 2.5. En liner likning i de n ukjente x4, 5, . . ., z,, er en likning der alle leddene
er lineare eller konstant.

a1+ as o+ -+ ap T, =b.

Konstantene a4, as, . . . , a, kaller vi for koeffisientene til den linezre likningen. Konstanten
b kalles for et konstantledd. For eksempel er 2x+y— 2 = 3 en linear likning, men likning 2.10
ikke en linear likning.

Definisjon 2.6. Et linezrt system av m likninger i n ukjente x, x5, ..., x, bestar av m
line®re likninger i de samme n ukjente variablene.

a1 T1 + 12 T2 + ce -+ Aip Ty = b1
Ap1 L1+ Ay T2 + T + A Tn = bm
Stgrrelsene a1, aqo, . . . , 4y, Kalles for koeffisientene til systemet. Vi kan samle alle koef-
fisientene i en rektanguler tabell
11 G2 - Qip
Q21 QG2 -+ Qgp
(2.12)

Am1 Gm2 *°° Amp
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En Igsning av én likning i variablene xq, x», ..., z, er er en sekvens av verdier ry,7rs,...,7,
for xy, xs, ..., r, som gjogr at likningen er sann.

Definisjon 2.7. En lgsning av system av likninger i variablene x4, 5, . . ., z,, er en sekvens
av verdier r1,7y,...,r, for &1, 29, ..., x, som gjgr at alle likningen i systemet er sanne
samtidig. Mengden av alle Igsninger av et system kalles for lgsningsmengden av dette
systemet.

Selv om (x,y) = (3,2) er en Igsning av z — y = 1 og (z,y) = (2,3) er en Igsning av
2z —y = lsaerhverken (z,y) = (3,2) eller (z,y) = (2, 3) en lgsning av systemet

r —y =1
20 — y = 1°

Derimot er (z,y) = (0, —1) en lgsning av systemet.

2.4 Linegere systemer og matriser

2.4.1 Matrisebegrepet

Matriser er et av de viktigste begrepene i linear algebra. Malet for kurset er langt mer enn a
leere metoder for a Igse systemer av likninger. Teori og metode for likningslgsning er i seg selv
viktig, men kunnskapen, ferdighetene og forstaelsen som tilegnes i ditt arbeid med matriser er
like viktig. Det er derfor viktig a bruke tid pa matriser na, selv om du ikke kan se hele malet
ennd.

Vi har brukt matrise-begrepet lenger opp i teksten uten a definere det. Vi begynner dette
avsnittet med & definere begrepet matrise.

Definisjon 2.8. En m x n-matrise er en rektanguler tabell med m horisontale rader med
n tall i hver rad slik at tallene danner n vertikale s@yler. Tallene i en matrise kalles for
elementer. Vi sier at matrisen har stgrrelse eller orden m x n.

Vi har allerede gitt eksempler pa matriser. Koefisientmatrisen 2.12 er et eksempel pa en ma-
trise. Hgyresiden til et system av m likninger, konstantene by, b, . . ., b,,, gir ogsa et eksempel
pa en matrise:

Denne matrisen har bare en sgyle.
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Definisjon 2.9. En m x 1-matrise kalles for en sgylevektor.

Eksempel 2.3. Matrisene

2
1
—1 0.1
a= e b=|—-4|, c {0.4}
1 1

er eksempler pa sgylevektorer.

Vi kan se pa en sgyle i en matrise som en sgylevektor. En m X n matrise kan betraktes som
en ordnet samling av n sgylevektorer av dimensjon m.
Vi har ogsa et navn pa matriser som bare bestar av en rad.

Definisjon 2.10. En 1 x n-matrise kalles ogsa for en radvektor.

Hver rad i en matrise kan betraktes som en radvektor. Vi kan godt se pa en matrise som
radvektorer stablet i hgyden. I kaptittel 4 skal vi se nytten av a se pa en matriser som en ordnede
samlinger av radvektorer og sgylevektorer.

Eksempel 2.4. Matrisene
e=[-31 2 0],

f=1[04 —0.1 02]

er eksempler pa radvektorer.

2.4.2 Likhet mellom matriser

For & sammenlikne matriser er det viktig a kunne si om to matriser er like eller forskjellig. Her
er en presis definisjon pa likhets-begrepet.

Definisjon 2.11. To matriser A = [a;;] og B = [b;;] er like hvis de har samme stgrrelse m x
noga;; = by forallel <i<m,1<j<n.
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Vi ser at [(1) (1]] og [(1) (1) 8] er forskjellige matriser fordi de har forskjellig form. Den

farste er en 2 X 2 matrise, mens den andre er en 2 X 3-matrise. Matrisen [Z Z} er lik B i]

hvisog bare hvisa =1,b=2,c=30gd = 4.

2.4.3 Koeffisientmatrisen

Vi vil bruke matriser for a Igse systemer av lineare likninger dette gir oss de fgrste eksemplene
pa matriser.

Eksempel 2.5. Koeffisientmatrisen A til systemet (2.11) er gitt ved matrisen (2.12). Vi
skriver

@11 Q2 - Aip
Q21 Q22 -+ QAa2p

A= . . (2.13)
Am1 Am2 - Omp

Det er vanlig a bruke en stor bokstav med kursiv skrifttype for matriser. En kortform for ma-
trisen A er A = [a;;]. Vi bruker sma bokstaver med fet skrifttype for rad- og sgylevektorer.

2.4.4 Totalmatrisen

En svart viktig matrise for lgsning av lineare systemer er totalmatrisen til et lineart liknings-
ystem.

Eksempel 2.6. Totalmatrisen til systemet (2.11) er gitt ved matrisen

a1 Gz v Qi | by

~ a1 Gz - Qg | by

A= . . . . (2.14)
Am1 Am2 - Amn bm

For a skille totalmatrisen fra koeffisientmatrisen til et system, bruker vi en stor bokstav med
en krogllstrek over. Vi leser dette som ’a tilde’. Totalmatrisen inneholder all informasjon om
et likningssystem, bortsett fra navnene pa de variable stgrrelsene.

S@ylevektoren av de ukjente variablene i systemet (2.11) vil ha en sentral plass i kurset:



34 KAPITTEL 2. SYSTEMER AV LINE/ZARE LIKNINGER

Eksempel 2.7. Vi skriver de ukjente stgrrelsene i en sgylevektor.

€
X2
x=|. (2.15)

Tn

Vi bruker en liten bokstav x med fet skrifttype for sgylevektoren med de ukjente.

Sgylevektoren x kan bade spille rollen som den ukjente stgrrelsen i et likningssystem og
som en vektor-variabel. Det siste er nyttig i blant annet datagrafikk. Vi skal komme tilbake til
vektorvariabler senere.

2.5 Gauss-eliminasjon

2.5.1 Gauss-eliminasjon pa systemer

Gauss-eliminasjon er en systematisk metode for a lgse linezere systemer. Denne metoden er
oversiktlig ved arbeid pa papir og ogsa for programmering av likningslgsning pa en datamaskin.
I korthet gar metoden ut pa a systematisk omforme et lineert system til et nytt system som har
folgende egenskaper.

1. Det nye systemet skal ha ngyaktig de samme Igsningene som det opprinnelige systemet.
2. Det nye systemet skal vere enklere & lgse.

3. Prosessen skal vare enkel a etterprgve.

Definisjon 2.12. Vi kaller to systemer med ngyaktig den samme lgsningsmengden for
ekvivalente systemer.

Setning 2.3. Hvis et system er fremkommet fra et annet system ved d gjpre en av fplgende
tre operasjoner,

1. multiplisere en av likningene med et tall som er forskjellig fra null,
2. ombytte av to likninger eller
3. addere et multiplum av en likning til en av de andre likningene,

sa er systemene ekvivalente.
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Bevis. Hvis alle likningene er tilfredsstilt i det opprinnelige systemet sa vil alle likningene i
det nye systemet vere tilfredsstilt. Det betyr at hver Igsning av det opprinnelige systemet er en
Igsning av det nye systemet. Fordi hver av operasjonene er mulig & oppheve med en tilsvarende
operasjon, sa er hver lgsning av det nye systemet er en lgsning av det opprinnelige systemet.
Derfor har begge systemer den samme lgsningsmengden.

A addere et multiplum av en likning oppheves ved & subtrahere det samme multiplumet av
denne likningen. Ombytte av to likninger oppheves ved & bytte tilbake. A multiplisere en av
likningene med ¢ # 0 oppheves ved & multiplisere med 1/c. n

Meningen med beviser er ikke for & overbevise leseren om at en setning er sann, slik som
et juridisk bevis er til for & overbevise dommeren i en rettssak. Et matematisk bevis skal leses
for & fa en dypere forstéelse, som vil komme godt med senere i kurset og utdannelsen.

Definisjon 2.13. Gauss-eliminasjon er en prosess med flere trinn der hvert trinn bestar av
én av fglgende tre typer operasjoner pa systemet.

1. Multiplisere en av likningene med et tall som er forskjellig fra null.
2. Ombytte av to likninger.

3. Addere et multiplum av en likning til en av de andre.

Den andre av disse operasjonene virker overflgdig, men er sveert viktig for a holde oversik-
ten. I mange tilfeller er ogsa ombytte av likninger nyttig for a lette arbeidet.
Synes du setning 2.3 eller beviset forklarer best hvorfor Gauss-eliminasjonen fungerer?

Regneeksempel 2.2 (Gauss-eliminasjon). Vi vil lgse systemet
2 + y — 2z =0
E = = 3
3r — 2y — z = 5
Vi bytter om pa f@rste og andre likning
T — y = 3

2c + y — =z
3r — 2y — 2z = 95

Il
o

Vi legger til -2 ganger likning 1 til likning 2. Fglgende er kun for a forklare hva som skjer,
og trengs ikke a tas med i lgsning av oppgaver.

(—2)- fgrste-likning —2z + 2y = —6
+ andre-likning zw e omo o= g = 0
Gir ny andre-likning 3y — 2z = —6
Systemet med ny andre-likning blir
r — y =
3y — z = —6

3r — 2y — 2z = 5
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Vi legger til -3 ganger likning 1 til likning 3.

(—3)- forste-likning —3z + 3y = -9
-+ tredje-likning 3r — 2y — z = 9O
Gir ny tredje-likning y — 2z = —4

Systemet med ny tredje-likning er

T — y = 3
Jy — z = —6
y — 2z = —4
Vi bytter om pa likning 2 og 3.
T — y = 3
y — z = —4
3y — z = —6

Na legger vi til -3 ganger den andre likningen til den tredje likningen.

(—3)- andre-likning —3y 3z = 12
+ tredje-likning 3y — 2z = —6
Gir ny tredje-likning 2y = 0

Systemet med ny tredje-likning er

Systemet er na pa sakalt trappeform. Den tredje likningen gir z = 3. Om vi putter z = 3 inn
i den andre likningen, far vi y — 3 = —4. Det gir Igsningen y = —1. Det siste som gjenstar
er & finne z. Vi putter y = —1 og z = 3 inn i den fgrste likningen. Det gir x — (—1) = 3 og
folgelig er x = 2. Vi har funnet Igsningen z = 2, y = —1 og z = 3.

2.5.2 Gauss-eliminasjon pa matriser

Gauss-eliminasjon kan ogsa utfgres direkte pa totalmatriser og er fortsatt en metode for a lgse
linezre systemer. Forskjellen er at matrisene representerer systemene. Metoden gar ut pa a
omforme en totalmatrise, (som representerer et line@rt system), til en ny matrise med fglgende
egenskaper.

1. Den nye matrisen skal vere totalmatrisen til et system med ngyaktig de samme lgsningene
som det opprinnelige systemet.

2. Den nye matrisen skal vere pa sakalt trappeform.

Gauss-eliminasjon pa en matrise bestar av en prosess som bestar av flere trinn og hvor hvert
trinn bestar av en av fglgende tre typer operasjoner pa systemet.
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1. Multiplisere en rad med et tall som er forskjellig fra null.
2. Ombytte av to rader.

3. Addere et multiplum av en rad til en av de andre radene.

Fglgende eksempel er matrisevarianten til forrige regneeksempel.
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Regneeksempel 2.3 (Gauss-eliminasjon). Vi vil gjgre gauseliminasjonene pa totalmatri-
sen til systemet i eksempel 2.2 som tilsvarer ngyaktig de samme radoperasjonene som i det
eksempelet.

2 1 -1 0
1 -1 0 3
3 -2 -1 5
Vi bytter om pa 1 og andre rad
[1 -1 0 3]
2 1 -1 0
3 -2 -1 5

Vi legger til -2 ganger rad 1 til rad 2. Fglgende er kun for & forklare hva som skjer, og trengs
ikke a tas med i lgsning av oppgaver.

(—2)- forsterad [-2 2 0 —6]
+andrerad | 2 1 -1 0]
Girny andre-rad | 0 3 —1 —G6]
Systemet med ny andre-rad blir
1 -1 0 3
0 3 -1 -6
3 =2 1 5

Vi legger til -3 ganger rad 1 til rad 3.
(=3)-forsterad [-3 3 0 —9
+ tredjerad | 3 —2 -1 5
Gir ny tredje-rad { 0

Systemet med ny tredje-rad er

1 -1 0 3
0 3 -1 -6
0 1 =i =4
Vi bytter om pa radene 2 og 3.
(1 -1 0 3]
0 1 -1 —4
0 3 -1 —6]

Til slutt legger vi til -3 ganger den andre raden til den tredje raden.
(—3)-andre-rad [0 —3 3 12]
+ tredjerad [0 3 —1 —0]
Girny tredjerad [0 0 2 6]
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Matrisen med ny tredje-rad er

1 -1 0 3
0o 1 -1 -4
0 0 2 6

Vi kan ogsa multiplisere den tredje raden med 1/2. Det gir oss den nye matrisen

1 -1 0 3
0o 1 -1 -4
0O 0 1 3

Denne matrisen er totalmatrisen til systemet

I forrige eksempel fant vi at dette systemet har lgsningen z = 2, y = —1 og 2 = 3.

For a lette skrivearbeidet innfgrer vi fglgende notasjon

2 1 —-10 1 -1 0 3 (=2) 1 -1 0 3 (=3)
1—1032~21—103+~03—1—6]

3 -2 —-1 5 3 -2 -1 5 3 -2 -1 5 N
1 -1 0 3 1 -1 0 3
~10 3 -1 —6 ~10 1 -1 —4 (=3)
0 1 -1 —4 2 003 1 6| s
1 -1 0 3 1 -1 0 3
~10 1 -1 —4 ~ 10 1 -1 —4| (.16)
00 2 6| |-1/2 00 1 3

2.6 Anvendelser av linezere likninger

2.6.1 Interpolasjon

Vi sier at en funksjon f(x) interpolerer et utvalg punkter i planet hvis alle punktene ligger
pa grafen til f(x). For eksempel interpolerer polynomet p(z) = —z* + 2% + = + 1 punktene
(—1,2) (0,1), (1,2) og (2, —1) fordi p(—1) = 2, p(0) = 1, p(1) = 2 og p(2) = —1. Fglgende
figur viser punktene og grafen i et koordinatsystem.
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Regneeksempel 2.4. Finn annengradspolynomet der grafen gér igjennom punktene (1, 1),
(2,0) og (3, 3).

Lgsning. Vi setter p(x) = ag + a1z + axx?. Hvert punkt gir oss en likning i de ukjente
ap, a1 0g Qas9.

p(l):a0+a11—|—a21 =
p(2) = ag + 0,12 —+ CL24
p(3) =ap+a13+ a9 =

Vi skriver opp systemets totalmatrise og utfgrer Gauss-eliminasjon.

1 111 (=1) 7(-1) 1 1 1 1 1 11

1 240 J+ ~ {01 3 —1 (-2 ~ |0 1 3 -1

1 39 3 + 0 2 8 2 3+ 0 0 2 4
Tilbakeinnsetting gir as = 4/2 = 2, a; = —1 —3as = —70gay = 1 —a; — ay = 6.

Polynomet som det spgrres etter er

p(z) = 6 — 7o + 22°.

34
9 4
14
: ~—T %
1 2 3

2.6.2 Temperaturen til en metallplate

En metallplate har konstant temperatur langs hver av kantene som vist i figur 2.4. Hva er tem-
peraturen i andre punkter pa platen? Fordi platen har uendelig mange punkter, har vi valgt et
endelig antall av disse. I en forenklet modell for temperaturen i platen er temperaturen i hvert
punkt lik gjennomsnittet av temperaturene 1 nabopunktene til venstre, hgyre, opp og ned. Siden
vi har seks punkter far vi seks likninger

T = $(18+T5+23+1Tb)
T, = Y18+ Ty +T1+0)
T3y = $(Tv+T5+23+1Ty)
T, = {(TL+T5+T5+0)
Ty = NTy+12+23+7Tp)
Ts = 1(Ty+12+T5+0).



40 KAPITTEL 2. SYSTEMER AV LINE/ZARE LIKNINGER

23°C
T I3 1Is
18°C 12°C
T, 1Ty 1Tg
0°C

Figur 2.4: Rutenett av 3 ganger 2 punkter pa en metallplate.

Vi multipliserer hver likning med 4, samler alle variable pa venstresiden og samler alle kon-
stanter pa hgyresiden

AT, — Ty — Ty - 41
T+ AT T = 18
-7 LA, - T, — Ty = 23
T, — Ty + AT, — T5 = 0

Ty + ATy — Tz = 35

T, — Ty + ATy = 12.

Vi skriver opp totalmatrisen.

(4 —1 -1 0 0 0 41]
-1 4 0 -1 0 0 18
-1 0 4 -1 -1 0 23
0 -1 -1 4 0 -1 0
0 0 -1 0 4 -1 35
0 0 0 -1 -1 4 12]

Det er fullt mulig & utfgre Gauss-eliminasjon pa dette systemet. Utregningen ville ta litt over
en side. Pa Internett finnes nettsider for a Igse likningssystemer. Det finnes ogsa programmer
som kan brukes. Fra en slik side eller ved hjelp av et egnet program finner vi lgsningen.

(T17 T27 T37 T47 T57 T6) = (177 117 167 97 157 9)

Dette er en ngyaktig lgsning av likningssystemet, men en ungyaktig Igsning av temperaturpro-
blemet. Det er fordi modellen vi brukte med endelig antall punkter ikke er en god modell. For
a bgte pa dette kunne vi bruke flere punkter. Da vil vi trenge metoder for a lgse systemer som
dere vil lere om i et annet kurs.



Oppgaver for kapittel 2

1. Lgs systemene under grafisk.

a) * + 2y = 4
20 — y = 3

b) * — y =1
r + 2y = 4

2. Lgs systemene i oppgave 1 ved regning.

3. Avgjer for hvilke verdier for a systemet
under er bestemt, ubestemt eller selv-
motsigende.

a) T + 2y =
20— ay =

by ar + y =
r + ay =

o) a’z + y =1
-r + ay = a

—_ = W

4. Avgjer for hvilke verdier for a og b sys-
temet under er bestemt, ubestemt eller
selvmotsigende.

a) 2r + ay =
T y =

y:

1
b
1
2y = b

_|_
b) ar +
T +

Finn koeffisientmatrise og totalmatrise for sys-
temene.

5.  — y =1
20 + y =

7. T — 3y + =z —1
y — z
2z -z 1

8. Lgs systemet av likninger i oppgave 5.

9. Lgs systemet av likninger 1 oppgave 7.

10. Gjgr matrisene under om til trappeform

1.

12.

13.

14.

15.

41

a) [2 1 -1
-1 0 1
by [T -1 1 2
2 1 01
ol 1 1 1
0 -1 3
02 0 2
d)_l 2 -1 1 2
2 5 0 1 7
-1 0 5 -2 5
o [1 2 -1 1 21
2 5 -2 5 6 2
-3 -8 3 -8 -9 0
-1 -3 1 —4 -2 0
f)'111022
2 2 2 —6 2 4
2 -2 -4 0 2 -3
2 0 -1 =6 0 0
11 1 =31 2

Anta at matrisene i oppgave 10 er total-
matriser. Skriv om til likningssystemer
som svarer til disse.

Finn polynomet av grad to som in-
terpolerer punktene (1,2), (1,—1) og
(2,-2).

Finn polynomet av grad tre eller mind-
re som interpolerer punktene (—1,7),

(1,1),(2,1), 0g (3, 3).

Enhver sirkel er bestemt av en likning pa
formen 22 + 4% + ax + by + ¢ = 0. Finn
likningen til sirkelen som gér igjennom
punktene (3, —2), (2,1) og (1, 2).

En metallplate har konstant temperatur
langs hver av kantene som vist i figuren
under.
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46°C
Ty I3 T5
30°C 30°C
T, T, T
0°C
Hva er temperaturen punktene
Ty, T, ..., Ts pa platen? (Hint: Du kan

benytte deg av symmetrien og sette
T5 = T1 og T6 = TQ)

16. For hvilke verdier av a, b, ¢ og d er
fglgende matriser like?

B =

(a+b)
1

1

(d—c)

17. Bevis at hvis likningene = + ky = a og
x + ly = b har samme Igsningsmengde

sa er likningene identiske.



KAPITTEL 3
LIKNINGSLASNING OG MATRISER

Figur 3.1: Bildet viser sgndre del av Manhattan i New York. I noen modeller av trafikkflyt
brukes line@re likninger. Slik modellering er viktig i planlegging av store veiprosjekter.

3.1 Matriser og generell teori for lgsning av likninger

3.1.1 Radoperasjoner og radekvivalens

I forrige kapittel sa vi at ved & ordne koeffisientene og konstantleddene til et system av linere
likninger i matriser sa kan vi Igse likningsystemet ved & omforme disse matrisene til trappema-
triser som vist i eksempel 2.3. Til dette bruker vi sakalte radoperasjoner. Matrisen representerer
likningsystemet og radoperasjonene tilsvarer trinnene som skal til for & lgse systemet. Hoved-
ideen er at vi omformer systemet av likninger til et enklere system som har ngyaktig den samme

43
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lgsningsmengden. Systemer som har ngyaktig samme lgsningsmengde kalles for ekvivalente
systemer.
Vi gjentar de tre elementare radoperasjonene.

1. Bytte om pa to rader
2. Multiplisere en rad med et reelt tall # 0
3. Addere en rad multiplisert med et tall til en annen rad.

Resultatet av en radoperasjon er en matrise som representerer et line@rt system som er ekviva-
lent med det vi startet med.

Definisjon 3.1 (Radekvivalente). To matriser A og B kalles radekvivalente og vi skriver
A~ B

hvis en serie av radoperasjoner omformer A til B

Eksempel 3.1 (radekvivalente matriser). Matrisene 3 ~ [1 A ] er rad-

1

2 21 0 -2 -5
ekvivalente da matrisen til hgyre fremkommer ved a legge forste rad i matrisen til venstre
multiplisert med -2 til andre rad i matrisen til venstre.

3.1.2 Pivotelementer

Vi trenger endel begreper for a snakke om og systematisere Igsning av likninger ved hjelp av
matriser.

Definisjon 3.2 (Pivotelementer og pivotrader). Det fgrste element forskjellig fra null i
en rad kalles for et pivotelement. En rad som inneholder et pivotelement kalles for en
pivotrad.

Legg merke til at det finnes hgyst ett pivotelement i hver rad. I matrisen

o O O

1
0
0

T O W
o O O
N O >~

finner vi ett pivotelement 1 1 fgrste og ett pivotelement 5 i tredje rad. Det finnes ingen pivotele-
menter i andre rad en slik rad kalles for en nullrad.



3.1. MATRISER OG GENERELL TEORI FOR LASNING AV LIKNINGER 45

Definisjon 3.3 (Nullrad). En rad i en matrise der alle elementene er lik null kalles for en
nullrad.

Definisjon 3.4 (Pivotsgyle). En sgyle som inneholder et pivotelement kalles for en pi-
votsgyle.

Matrisen over har ngyaktig to pivotsgyler. Det er andre og tredje s@yle.

3.1.3 Trappeform

I eksempel 2.2 ender vi opp med systemet

Fordelen med dette systemet er at det er enkelt a Igse. Vi starter med den nederste likningen
og arbeider oss oppover. Vi kaller formen til en slik likning for trappeform. Den tilhgrende
totalmatrisen er ogsa pa trappeform.

Definisjon 3.5. En matrise er pa trappeform hvis
1. Alle eventuelle nullrader ligger som de nederste radene i matrisen.

2. Hvert pivotelement ligger til venstre for eventuelle pivotelementer pa radene nedenfor

Eksempel 3.2. Fglgende matrise er pa trappeform

0[1 05 -1 4
00[31 1 2
0000 0]-1
0000 0 O

Milet med en Gauss-eliminasjon er & omforme en matrise til trappeform. I delkapittel 3.3
vil du finne en grundig beskrivelse av Gauss-eliminasjonen.
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3.1.4 Lgsning av ubestemte systemer pa trappeform

Systemer kan ha én entydig, uendelig mange eller ingen lgsninger. Vi skal se pa noen eksempler
der et system har uendelig mange Igsninger. Vi ser fgrst pa generell teori.

Pivotsgylene til koeffisientmatrisen svarer til sakalte pivotvariable. De gvrige variablene
kalles for frie variable. Det er god regneskikk a innfgre parametre for de frie variable nar vi
lgser et linezrt system. Vi bruker bokstavene s og ¢ som navn pa parametre. Om vi trenger flere
parametre, nummererer vi parametrene med en indeks nede til hgyre, som ¢, t5 og 3.

Eksempel 3.3. Likningssystemet

x|y + 233‘2 + x3 = 1
To + r3 =
har koeffisientmatrise
1 2 1
01 1

Fordi sgyle 1 og 2 er pivotsgyler, er x1 og x5 er pivotvariable, z3 er en fri variabel. Vi setter
T3 = t.
Tilbakeinnsetting gir

ro = 3—ZL‘3:3—t

Lgsningsmengden kan vi skrive som

L= {(1‘1,1‘2,1‘3) = (—5+t,3—t,t) ’tGR}

Lgsningen i eksempelet har en fri variabel ¢ og lgsningen er en rett linje. Hver av likningene
i systemet beskriver et plan og Igsningen av systemet er den rette linjen der planene skjerer
hverandre.

Neste eksempel har mer enn en fri variabel.

Eksempel 3.4. Likningssystemet

.T2+SL’3—|—2.T4+21‘5:2
3.T4+375:5

har koeffisientmatrise
{0 11 2 2}

000 31

Fordi sgyle 2 og 4 er pivotsgyler, er x, og x4 er pivotvariable, x1, r3 og x5 er frie variable.
Vi setter r1 = tl, I3 = t2 0g T5 = t3.
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Tilbakeinnsetting gir
i
ro = 2—$3—2$4—21‘5:—t2—%—§t3

Lgsningsmengden kan vi skrive som

L - {(xl,x2,$3,$4,x5) - (t17 _t2 - % - %t37t27 g - %t37t3)

t1,ta, b3 € R}.

I fglgende regneeksempel skal vi lgse et system som ikke er pa trappeform. Vi benytter
Gauss-eliminasjon for & gjgre totalmatrisen om til trappeform fgr vi finner frie variabler og
avslutter med tilbakeinnsetting.

Regneeksempel 3.1. Finn alle lgsninger av systemet

r + y + 2z = 1
= G+ U = 1
2z — y + 2z = -1

Lgsning: Vi skriver opp totalmatrisen og utfgrer Gauss-eliminasjon.
1 1 2 1 (-2) 11 2 1 11 21
-1 1 0 1 J + ~10 2 2 2 B2 ~ (0 2 2 2
2 -1 1 -1 + 0 -3 -3 -3 3 + 00 00

Vi skriver om til likningene x + y + 2z = 1 og 2y + 2z = 2. Legg merke til at vi
har to likninger i tre ukjente. Vi velger z som fri variabel og setter = = ¢ der ¢ kalles en
parameter.

Fglgende prosess kalles for tilbakeinnsetting.

* Fgrst Igser vi 2y + 2z = 2 for y og far y = 2’2& =1-—t.
e Deretter Igser viz +y+2z = 1forzogfare =1—y—2z=1—(1—1t)—2t = —t.
Vi har derfor fglgende Igsningsmengde

L=A(z,y,2) = (—t,1 —t,t)|t € R}.

Vi ser at trappematrisen i eksempelet over har ngyaktig to pivotelementer. Antallet likninger
er redusert fra tre til to.
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3.2 Rangen til en matrise

3.2.1 Definisjon av rang

Framstillingen av begrepet rang i denne boka er litt annerledes enn de fleste andre 1erebgker.

Vi har valgt en definisjon basert pa hvordan rangen til en matrise beregnes.

Definisjon 3.6. Rangen til en matrise A er lik antall pivotrader i en trappematrise A til
A. Vi skriver
Rank A

Vi finner rangen lett om matrisen allerede er pa trappeform.

Eksempel 3.5. Rangen til matrisen

1 4 -2 5 =2

0O 0 2 —4 1
A= 0o 0 0 1 =3

0O 0 0 0 O

er lik 3 fordi A er en trappematrise og har 3 pivotrader.

Det er som oftest ikke mulig a finne rangen til en matrise ved bare a se pa den. For a finne

rangen til en matrise kan vi utfgre en Gauss-eliminasjon.

Regneeksempel 3.2 (Rang). Finn rangen til matrisen

1 4 3 5
A=1]-11 =2 0
3 2 7 5

Lgsning: Vi utfgrer Gauss-eliminasjon pa matrisen A.
1 4 3 5 (-3) 1 4 3 5 1 435
-1 1 -2 0 J . ~ 10 5 1 5 @2 ~ 10 5 15
3 2 7 5 0 —-10 -2 -10 3 + 0000

Rangen til A er lik 2, (Rank A = 2), fordi trappematrisen har 2 pivotelementer.

+
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3.2.2 Rang og likningssystemer

Antallet lgsninger til et likningssystem kan finnes ved hjelp av rang-begrepet. Vi minner om
at det bare er tre muligheter. Enten finnes det kun en lgsning, ingen Igsninger eller uendelig
mange Igsninger.

Setning 3.1. Anta at vi har et system med n ukjente med koeffisientmatrise A og totalma-
trise A = [A|b].

1. Hvis Rank A = Rank A = n er systemet bestemt.
2. Hvis Rank A = Rank A < n er systemet ubestemt.

3. Hvis Rank A = Rank A + 1 er systemet inkonsistent.

Regneeksempel 3.3. Bestem for hvilke a og b systemet er

2r — y + z =1
r + y + 2z
4r + y + az = b

bestemt, ubestemt eller inkonsistent.
Lgsning: Vi utfgrer Gauss-eliminasjon pa totalmatrisen til systemet

211 1 1 1 2 3 (=2) 7(—4)
A:1123:~2—1113+
4 1 a b 4 1 a b +
1 1 2 3 1 1 2 3
~ |0 —=3 -3 -5 -1) ~ |0 =3 -3 -5
0 -3 (a—8) (b—12) J 0 0 (a—5) (b=17)

Tilsvarende er koeffisientmatrisen radekvivalent med

1 1 2
0 -3 -3
0 0 (a—5)

 Néira # 5er Rank A = Rank A = 3.
Systemet er bestemt nar a # 5.

e Nira =50gb=T7er Rank A = Rank A = 2 < 3.
Systemet er ubestemt nara = 5 og b = 7.

« Ndra=50gb+#7erRank A =2 < Rank A = 3.

Systemet er inkonsistent nar a = 5 og b # 7.
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Vi skal na se pa likningssystemet

x - z = b
3r + y — 2z = by (3.1)
—xr + Y —+ 3z = bg.

Hvilke begrensninger har konstantene by, bs og b3 hvis vi gnsker at systemet skal ha lgsning?
Vi starter med & sette opp totalmatrisen og utfgre en Gauss-eliminasjon.

o[t 0 -1 b e 10 -1 b
A=|3 1 -1 b| ~101 2 (b—3bm)| —
1103 b J 01 2 (htb)| =

1 0 —1 b
~ 101 2 (by—3by) 3.2)
0 0 0 (4by —by+ b3)
Rangen til A er 2, mens rangen til A er 2 hvis 4b, — by + bs = 0. Nar 4b; — by + b3 # 0, er
rangen til A = 3. Systemet 3.1 er derfor inkonsistent nir 4b; — by + by # 0 og ubestemt nér
4by — by + b3 = 0.

Vi sier at 4b; — by + b3 = 0 er en linezer sammenheng mellom stgrrelsene by, by og bs.

3.3 Gauss- og Gauss-Jordan-eliminasjon

3.3.1 Gauss-eliminasjon

I dette delkapittelet skal vi gi en grundigere forklaring av Gauss-eliminasjon av en matrise A.
Vi starter med matrisen A og fglger felgende oppskrift.

Algoritme 3.1 (Gauss-eliminasjon). Gauss-eliminasjon er en oppskrift som systematisk
lager en trappematrise. Vi begynner med d fa pa plass rad r = 1.

1. Finn fprste spyle fra venstre som har element forskjellig fra null i rad r eller under.
2. Bytt eventuelt om pa rader slik at dette elementet havner i rad r.

3. Adder passende multiplum av rad r til radene under rad r slik at alle elementene
under elementet i trinn 1 blir null.

4. Hvis det finnes rader under rad r som ikke er nullrader gpker r med en og vi gadr til
trinn 1.

3.3.2 Gauss-Jordan-eliminasjon

Gauss-eliminasjon og tilbakeinnsetting er tilstrekkelig for a lgse et likningssystem. For andre
anvendelser er det allikevel nyttig a4 gjgre om en matrise til det som kalles redusert trappeform.
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Definisjon 3.7. En trappematrise er pa redusert trappeform hvis
1. Alle pivotelementer = 1

2. Alle elementer i en pivotsgyle er O bortsett fra pivotelementet.

Vi vil ogsa kalle en slik matrise for en redusert trappematrise

Eksempel 3.6 (Redusert trappeform). Fglgende matrise er pa redusert trappeform.

12 -20 -10
00 01 1 O
00 0 0 O0]1
00 0 0 0 O

Malet med en Gauss-Jordan-eliminasjon er 8 omforme en matrise til redusert trappematrise.

Definisjon 3.8 (Gauss-Jordan-eliminasjon).
1. Utfgr Gauss-eliminasjon pa matrisen.
2. Multipliser hver pivotrad med passende tall for at pivotelementet skal bli lik 1.

3. Sgrg for at pivotelementene er de eneste elementene forskjellig fra null 1 hver pi-
votsgyle. Gjgr dette ved a addere et passende multiplum av hver pivotrad til radene
OVer.

Regneeksempel 3.4. Finn den reduserte trappematrisen til

1 -2 2 0
A=1]1-3 6 1 5
=1 2 =1 1

Lgsning: Vi utfgrer Gauss-Jordan-eliminasjon pa A.

1 =2 2 0 ®3) 1 =2 2 0
A=1-3 6 1 7 g+ ~ 10 0 77 jj ~
-1 2 -11 + 0 0 11
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Det finnes fa regler for hvilken rekkefglge vi utfgrer radoperasjonene ved en Gauss-Jordan
eliminasjon. Vi kunne for eksempel ha gjort som fglgende:

1 -2 2 0 j] 3 6 1 7] |:(=3)
A=|-3 6 1 7 ~|l1 =2 2 0
~1 2 -11 ~1 2 -11

1 -2 -1/3 —7/3 (1) 1 -2 —1/3 —7/3
~11 -2 2 0 | ~10 0 7/3 7/3]| |-3/7
-1 2 -1 1 + 0 0 -—4/3 —4/3| |-3/4
1 -2 -1/3 —7/3 N 1 -2 0 -2
~l0 0 1 1 Ja ~lo 0 1 1
000 -1 —1| 00 0 0

Vi ser at selv om vi bruker andre radoperasjoner enn i regneeksempelet sa far vi samme resultat.
Det kan vises at uansett hvordan vi velger a utfgre Gauss-Jordan-eliminasjonen av en matrise
A sa kommer vi frem til samme resultat.

Setning 3.2 (Redusert trappematrise). For hver matrise A finnes det én og bare en redu-
sert trappematrise som er radekvivalent med A.

3.4 Homogene systemer

I dette delkapittelet skal vi se pa likninger der konstantleddene er lik null.

Definisjon 3.9. Et system der alle konstantleddene er lik null kalles et homogent system

Eksempel 3.7. Et eksempel pa et homogent system er

2t + y — 2z =0
E = g = 0
3xr — 2y — 2z =0

Vi ser at dette er homogent ved at alle hgyresidene er 0.

En av lgsningene til et homogent system finner vi uten noe arbeid. Dette er lgsningen der
alle de ukjente er lik 0. Vi kaller denne Igsningen for den trivielle l¢gsningen.
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Setning 3.3. Gitt et homogent system med n ukjente og koeffisientmatrise A. Da gjelder
* Hvis Rank A = n har systemet kun én lgsning v = xo = --- = x, = 0 (triviell

lpsning)

* Hvis Rank A < n har systemet uendelig mange lpsninger (i tillegg til den trivielle).

I fglgende regneeksempel skal vi benytte setning 3.3 til & diskutere antall lgsninger til
system der en av koeffisientene er gitt ved en parameter a.

et

Regneeksempel 3.5. Bestem for hvilke verdier av a, det fglgende linezre systemet har én
eller uendelig mange Igsninger.

2 — y + =z =0
r + y + 2z =0
dr + y + az = 0

Lgsning: Vi gjgr Gauss-eliminasjon pa koeffisientmatrisen

Rangen til A er avhengig av om tredjeraden er en pivot- eller nullrad. Hvis a = 5 sé er
tredjeraden en nullrad. Da er Rank A = 2. Ellers, nar a # 5, er tredjeraden er pivot-rad. Da
er Rank A = 3.

3.5 Anvendelser

3.5.1 Analyse av nettverk

Et nettverk bestar av koblinger og linjer og brukes som modeller i mange omrader. I trafikkplan-
legging brukes nettverk til & modellere trafikken langs veier. Det er naturlig & bruke nettverk i

analyse av elektriske kretser.

Felles for disse modellene er at like mye gar inn i en kobling som ut av denne. Figur 3.2
viser en kobling og tre linjer. I denne figuren strgmmer 20 enheter inn fra venstre. Da ma det

strgmme 20 enheter ut ogsa. Derfor er x + y = 20.

Regneeksempel 3.6. Sett opp et system av linezre likninger som representerer netverket
som vist 1 figuren under og lgs systemet.
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x
20 O<
Y

Figur 3.2: En enkel kobling med tre linjer.

Lgsning: Hver kobling gir en linear likning. De fire likningene vi far er

r1 = x4+ 40 Kobling 1
ro = x1+ 10 Kobling 2
x3 + 30 T Kobling 3
s +20 = x3 Kobling 4

Vi skriver opp totalmatrisen for systemet og utfgrer Gauss-eliminasjon.

1 0 0 —1 40 1 0 0 —1 40

-1 1 0 0 10 J+ 0 1 0 -1 50

0 -1 1 0 =30 “lo -1 1 0 -30 3+

0 0 -1 1 =20 00 -1 1 -20
10 0 —1 40 1 00 —1 40
o1 0 -1 50 o1 0 -1 50 3.3)
00 1 -1 20 001 —1 20 '
00—11—203+ 000 0 0

Vi setter x4 = t der ¢ er en parameter. Da er

$1:t+40, l‘2:t+50,
$3:t+20, 1‘4:t.

3.5.2 Sannsynlighetsregning

En mus gar i en labyrint som vist i figur 3.3. I hvert rom er det til sammen 4 dgrer og apninger.
Musa kan ikke komme inn igjen hvis den gar ut igjennom en dgr. I hvert rom er det lik sann-
synlighet for hvilken apning eller dgr musa velger. Hva er sannsynligheten for at musa lykkes,
(det vil si at den kommer til maten), i hvert av rommene? For & svare pa spgrsmalet setter vi
opp falgende likninger. Vi lar p; vere sannsynligheten for a lykkes nar musa er i rom ¢. Vi har
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Figur 3.3: Mus i labyrint.

da fglgende likninger

p1
D2
b3
Y2

Vi multipliserer hver likning med 4 og samler alle linezre ledd pa venstre side.

4py
P2
—P2

N N N e Y L

(
(
(
(

P2+ p3)

p1+ D3+ pa)
L+ p1+p2+pa)
1+ po + p3).

- D3 = 0
— p3 — po =0
+ 4dps — po = 1
— p3 + 4py = 1

Vi setter opp totalmatrisen, bytter om pa rader og fullfgrer Gauss-eliminasjonen.

4 -1 -1 0 O -1 -1 4 -1 1 4 7(-1)
-1 4 -1 -1 0 0 -1 -1 4 1 ]
-1 -1 4 -11 4 -1 -1 0 O +
0o -1 -1 4 1 -1 4 -1 -1 0 +
-1 -1 4 -1 1 -1 -1 4 -1
o -1 -1 4 1 (=5) 15 0o -1 -1 4
0 -5 15 —4 4 J+ 0 0 20 -24
0o 5 -5 0 -1 + 0 0 -10 20
-1 -1
0 -1
A O
0 0
: . . . o —1424
Vi bruker tilbakeinnsetting og far py = 1—76, b3 = % = %, P2 =

1+po—4p3+pa
-1

i .
5 Lgsningen er

b1 =

(p17p27p3,p4) = (1875%, 275%, 475%, 4375%)

-1

-1
20
0

1+p3—4ps
—1

-1
4
—24
8

55
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3.6 Noen spesielle matriser

3.6.1 Kvadratiske matriser

Matriser med like mange s@yler som rader spiller en viktig rolle i bade teori og anvendelser.

Definisjon 3.10 (Kvadratisk matrise). En matrise er kvadratisk av orden n hvis den har
n rader og n sgyler.

Eksempel 3.8. Fglgende matriser er kvadratiske.

2 -4 0 4
1 5 (1)(1)8 0 0 1 -1
—12’001’23—12’

0 1 0 -1

Den andre matrisen i eksempel 3.8 er et eksempel pa en identitetsmatrise. I kapittel 4 kom-

mer det mer om identitetsmatriser.

Definisjon 3.11. Elementene a1, - - - , a,, 1 en kvadratisk matrise A kalles for hoveddia-
gonalen til A.

Eksempel 3.9. I matrisen under har vi merket elementene i hoveddiagonalen med asterisk
k

2 =4 0 4

Definisjon 3.12. En kvadratisk matrise er en
diagonalmatrise hvis a;; = O ndr¢ # j
gvre triangulzer hvis alle elementene under hoveddiagonalen er O

nedre triangulzer hvis alle elementene over hoveddiagonalen er 0
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Eksempel 3.10. Matrisene

2 0 0] 2 1 —1 2 0 0
0 -1 0{,/01 2,02 |3 -1 0
0o 0 3/ (00 3 1 2 1

er henholdsvis en diagonalmatrise, en gvre trianguler matrise og en nedre trianguler ma-
trise.
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Oppgaver fra kapittel 3

KAPITTEL 3. LIKNINGSL@SNING OG MATRISER

1. Hvilke av matrisene under er pa trappe-
form. Er matrisene pa trappeform ogsa
pa redusert trappeform? Begrunn svaret.

a) [1 000
1100
1 2 4 0]

b)1040_
0110
0 0 0 1]

o [01030
00110
00001

d [1 14 —1]
011 —2
000 1,

e) [1 0 4 0
02 -10
00 0 1

;o1 4 -1
00 -1 —2
00 0 0

o) [1 4 -1
00 0
00 3

2. Forklar hvorfor matrisene i

til ¢) er radekvivalente.

a [30 -1 3
11 11
02 0 2
by [1 1 1 1]
30 -1 3
02 0 2
o [1 1 1 1]
30 -1 3
01 0 1

0g

og

0g

3. Finn rangen til matrisene

A=1-2 —4 1
3 6 2

cor cwr owkr

punkt a)

—_ O = N O =
(@)

= = N W

b) 1 3 4 2
A=1-2 2 0 4
-1 2 1 4
o) '112?l
2 0 2
A=10 111
12 3 4
d) [—2 1 -1
A=|-1 2 1
3 -4 -1
e) (1 1 0 2
A=10 1 2 1
2 -1 —4 1
(1 2 1 3 5]
" -11 2 01
A=10 2 2 2 4
0 1 1 2 3
2 1 -1 3 4

4. Et system har 21

ukjente og 19 lik-

ninger. Rangen til totalmatrisen er 19
mens rangen til koeffisientmatrisen er
18. Hvor mange lgsninger har systemet.

5. Prgv a finne et tredjegradspolynom
igjennom punktene (1,2), (2,3), (2,4)
og (3, 6). Hva som skjer og hvorfor skjer

det?

6. Avgjgr hvilke matriser av matrisene un-
der som er gvre traingul@re, nedre trian-
gulare eller diagonale.

1 0 0
a) |0 =3 0
1 2 1
0 0 1
c)|0 -3 —4
3 1 0
3 0 0]
e)|10 0 0
0 0 0]
[1 0 0]
g)|0 10
0 0 1]

b)

R o )

Sy
N—
' o

g
0
0_
1_
3
1—
;
3
0_

0
0
—1

O, O O~ O RFE ONO

cow oo o



7. Lgs de linezre likningssystemene. Bruk
Gauss-eliminasjon og tilbakeinnsetting.

a) T1+ To+ 2x3=2
1 — T2 =0
—x1 + 229+ x3=1
b) 1’1—|—21’2—|— .I‘3:1
rT — 1’2—21‘3:3
2[L‘1+ To — l‘3:4
C) r1 — I9 — X4 =1
2.T1+ .T2+3SL’3—|—4374 =2
—T] + 233‘2 + T3+ 333‘4 =-1
d) 201 —4dxo + 13+ 14= 4
IEl—Ql‘Q— T3 — Ty = 2
—T1 + 2x9 + 223 + x4 = —3
e) ST1+txo+ w3 — 214 + a5 = 2
—l’1+l’2—3$3+ Ty = 0
—T1 — X9+ Tz — Ty + Ty= 1
T1—To+ 33+ 14 —25= 0
f) 21‘1+ l‘2+3$3—l‘4 =
Ty — 2T — T3+ Ty — T5=
—l’1+21‘2+ T3 +25L’5:—
— T2 — .T3—.T4—2$L’5:
1 — X2 + x4 =

. For hvilke verdier av a og b er systemene
under bestemt, ubestemt eller selvmotsi-
gende.

a) T+ + 2y = 3
r — y + z =1
20 + y + az =D
b) 2z + y — 3z = 4
x -y — =z =1
dr — y + az = b

9. Finn en lineer sammenheng mellom a,
b og c for systemene

a) ¢ + 2y — z = a
r — y + 2z =D
2« + y + z =

1
2
1
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b) 2z + 2y — z = a
r — y — 2z =D
r + 3y + z =

10. For hvilke verdier av a er de homogene
systemene under bestemt eller ubestemt.

a) r + 3y — 2z = 0
2c + y + 2z =0
—2r — 3y + az = 0
by = + 3y + =z =0
r — y — 2z =0
2 + 4y 4+ az = 0

11. For hvilke verdier av a, b, ¢ og d er
folgende matriser like?

1 a 1
A= 10 (d4+¢) (d—¢)
d 1 0
1 (2+0b) 1]
B = 0 2a 2
[(a+1) 1 0]

12. Utfgr Gauss-Jordan-eliminasjon pa ma-
trisene under

a) [2 1 -1
-1 0 1
by [T -1 1 2

2 1 01
o 11 1 1
30 -1 3
02 0 2

13. Vis at matrisene i a)-c) er radekvivalente
med enhetsmatrisen med 3 x 3 elemen-

ter.
a) [1 1 1]
02 —1
0 0 3|
by [3 —1 1]
0 1 3
0 0 2]
o [1 11
2 11
2 2 1
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14.

15.

16.

KAPITTEL 3. LIKNINGSL@SNING OG MATRISER

I en by er det fire enveiskjgrte gater som
vist 1 figuren under. Trafikken malt i bi-
ler per time er oppgitt som variable eller
verdier. Sett opp et line®rt system for
modellen. Finn alle lgsninger av syste-
met.

100 300
200 T 200

T3 T4
150 T2 100

50 200

I en by er det fem enveiskjgrte gater som
vist 1 figuren under. Trafikken malt i bi-
ler per time er oppgitt som variable eller
verdier. Sett opp et line®rt system for
modellen. Finn alle lgsninger av syste-
met.

100 300 200
200 T L2 250

T3 Ty T5
150 T x7 300

50 100 150

Figuren under viser en rundkjgring med
enveiskjgrte gater inn og ut. Tallene an-
gir antall biler som passerer i minuttet.
Sett opp et lineert system med de ukjen-
te stgrrelsene xq, xo, T3, T4, T5. LGS sys-
temet.

18. Visat A = ‘CL

17. Reglene for spillet i figuren under er

som fglgende. Du starter pa et av de gule
feltene. En terning med seks sider bru-
kes til angi hvilken retning du gar. Du
gar alltid ett felt i hver omgang. Havner
du pa et grgnt felt har du vunnet. Om
du lander pa et rgdt felt har du tapt. Pa
det oransje feltet skal du umiddelbart til
nabofeltet i den retningen pilen viser. Pa
et bla felt tele-porteres du til et vilkarlig
gult felt.

Hva er sannsynligheten for seier for
hvert av de gule feltene.

er radekvivalent med

d
identitetsmatrisen / med 2 x 2 elementer

hvis og bare hvis ad — bc # 0.



KAPITTEL 4

MATRISEOPERASJONER

Figur 4.1: Nevrale nettverk gar ut pa a etterlikne sentralnervesystemer hos levende organismer
slik som hos denne fluen. I nevrale nettverk spiller line@r algebra en avgjgrende rolle.

4.1 Innledning

Matriser og tall har mye til felles. Blant annet kan vi regne med bade tall og matriser. For
reelle tall har vi flere regneoperasjoner. Blant de er addisjon a + b og multiplikasjon a - b. For
matriser definerer vi ogsa operasjoner. Vi kan addere og subtrahere to matriser av samme form.
En matrise kan multipliseres med et tall og i enkelte tilfeller kan vi ogsa multiplisere matriser.
Vi kan trekke matriser fra hverandre og vi har ogsa noe som ligner pa divisjon. Addisjon,
multiplikasjon, subtraksjon og sa videre kaller vi for regneoperasjoner eller av og til bare
operasjoner.

61
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4.2 Addisjon av matriser

4.2.1 Addisjon

En av de enkleste regneoperasjonen a for matriser er addisjon.

Definisjon 4.1 (Addisjon av matriser). To matriser av samme form kan adderes. Hvis A
og B er en m X n-matriser. Sa er summen av de lik A + B = [a;; + b;;].

For 3 x 2-matriser blir dette
(a11 + b11) (@12 + bi2)

A+ B = |(ag +ba1) (az + bxn)
(as1 +bs1) (asz2 + bsa)

Eksempel 4.1.

1 4 7 10 8§ 14
2 5+ |8 11| =110 16
3 6 9 12 12 18

Selv om addisjon er enkelt a forsta er det viktig & f4 meg seg betingelsen om at begge
matrisene ma ha samme form. Matriser med forskjellig form kan ikke adderes. For eksempel
har

1 4

1 0 -1
_11+{ }
3 9 1 -4 4

ingen mening.

Om vi adderer en matrise A med seg selv far vi A + A = [(a;; + a;;)] = [2a;;]. Addisjon
av 3 kopier av matrisen A gir (A + A) + A = [(3a,;)]. For a slippe a skrive for eksempel
A+ A+ A+ A+ A+ A, (addisjonen av 6 kopier av A) har man bestemt at vi kan skrive 6 A i
stedet. Det betyr at nA = [(n a;;)] er det samme som n kopier av A addert sammen.

4.2.2 Multiplikasjon av matrise med skalar.

Med en skalar menes et reelt tall. For eksempel er 2, 1, 7 og 1.4512 skalarer. Vi bruker sma
latinske bokstaver i kursiv for skalarer. Multiplikasjon med en skalar er en regneoperasjon som
involverer et tall og en matrise.

Definisjon 4.2 (Skalarmultiplikasjon). En matrise B multiplisert med skalaren a er ma-
trisen
aB = [(ab)]
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(a bn) (a b12) (a 513)
W B — |(aba) (abx) (absy)
(CL 531) (CL 532) (a b33)
(CL 541) (CL 542) (Cl b43)
Eksempel 4.2. La ¢ = 3 og la B = {1 3}.Da er aB = 3[1 3} =
—4 2 —4 2

{3 3 ('—14) 23} - [—?12 2}

4.2.3 Negasjon og subtraksjon av matriser

Negasjon av en matrise fas ved & multiplisere med skalaren —1. Hvis A er en matrise sa skriver

_1} sier—A=(—-1)A= (=1)-3 (=1)- (1) =

vi (—1)A. For eksempel hvis A = [3 (-1)-1  (=1)-0

1 0

{::1)) (1)} . Subtraksjon av matriser defineres ved

A—-B=A+(-1)B.
Det er ikke noe i veien for a definere subtraksjon som

A= B = [(ai — by)]-

4.3 Multiplikasjon

4.3.1 Multiplikasjon av en matrise med en sgylevektor

Multiplikasjon av matriser er litt mer omstendelig enn addisjon. Vi kan hente motivasjon for
multiplikasjon fra linezre systemer. Et lineert system kan skrives pa formen

(a1 21 + appxy + -+ A+ ap, T,) by
(a1 1 + asxy + -+ A+ ag, T,) _ by
(aml 1 + GmaT2 + e +  Amn xn) bm

Venstresiden velger vi a skrive som

X1
X2

@13 Q2 - Aip
Q21 Q22 -+ dAa2p

Aml Am2 *°° Qmn Tn
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Eller pé kortform Ax. Likningssystemet kan derfor skrives som

Ax = b.

MATRISEOPERASJONER

Legg merke til at A er en m x n matrise og at x er en n X 1 matrise eller det som kalles en
sgylevektor. Resultatet blir en 7 x 1 matrise. Hgyresiden b er ogsa en m x 1 matrise.

Eksempel 4.3. La A = ﬁ _41} oglax = [_21} .Daer

e (R

4.3.2 Multiplikasjon av matriser.

Seylene i en m x n-matrise B kan betraktes som n sgylevektorer.

B=1[b; by --- b,].

Vi bruker dette til & definere matrisemultiplikasjon.

Definisjon 4.3. La A vaere en m x p-matrise ogla B = [b; b,
matrise. Da er produktet av A og B definert ved m X n-matrisen

AB=[Ab; A4b, .- Ab,].

Vi kan ogsa skrive matriseproduktet med formelen

I summenotasjon kan vi skrive

P

(AB)U = Z aikbkj.

k=1

(AB)Z']' = ailblj + a'i2b2j —+ -+ aipbpj.

b,] vere en p x n-

Legg merke til at en m X p;-matrise bare kan multipliseres med en p, X n matrise hvis

p1 = po. Resultatet vil alltid vere en m X n-matrise.

4 3 7 —7
plisere fordi antall sgyler i A er forskjelig fra antall rader i B.

Eksempel 4.4. For matrisene A = {3 0 _1] og B = { 4

-1 2 . .
5 2] lar seg ikke multi-
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30 -1 il
Matrisene A = [ 43 7 } og B= |—2 —2| lar seg multiplisere fordi antall sgyler
5 2

i A er lik antall rader i B. Produktet er

AB_[(3-4+0-(—2)+(—1)-5) (3-(—1)+0-(—2)+(—1)-2)}
Tl (4443 (-2)+7-5) (@A (-1)+3-(-2)+7-2)
_[(2+0-5) (-3+0-2)

- [(16—6+35) (—4—6+14)} - [475

)
4

|

4.3.3 Skjema for matrisemultiplikasjon

I produktet AB vil (i, j)-elementet vere produktet av rad ¢ i matrisen A multiplisert med sgyle

J 1 matrise B. Skjematisk kan vi skrive det opp som:

|
b,

<

|
!

- a —|— al-bj

Et nyttig skjema for multiplikasjon av matriser er beskrevet i fglgende eksempel

3
Eksempel 4.5. Vi vil multiplisere matrisene A = {_12 :1)) _21} og B =|-2
0
tter kjemaet 5
setter opp skjemaet ———-
S
-2 1
0 1
1 3 -1 -3 3
-2 1 2| [-8 1]

4.3.4 Regneregler med matriser

Rekkefglgen av operasjoner i et uttrykk der flere operasjoner brukes er som for regning med
vanlige tall. Multiplikasjon utfgres fgr addisjon. For eksempel for & regne ut A + BC' sa multi-

pliseres B med C' fgr produktet legges til A.
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Rekkefglgen av faktorene i utregning av produkter er ikke likegyldig. For eksempel hvis

1 3 2 1 . |5 10 |4 6 :
A= [2 0] og B = [1 3} sder AB = [4 2} og BA = [7 3}DetbetyratAB ikke
er BA i dette tilfellet. Som oftest er AB # BA. Fglgende regneregler for matriser sier hvilke

regneregler som gjelder for matriser.

Setning 4.1. La A, B og C vere matriser slik at multiplikasjonene og addisjonene i reglene
har mening og la a og b veere vilkdrlige reelle tall. Da gjelder

1. A+ B = B+ A, (Kommutativ lov)

2. (A+B)+C = A+ (B+ (), (Assosiativ lov for addisjon)
c¢(A+ B) = cA + ¢B, (Distributiv lov)

(a +b)C = aC + bC, (Distributiv lov)

A(B + C) = AB + AC, (Distributiv lov)

(A+ B)C = AC + BC, (Distributiv lov)

A(BC) = (AB)C, (Assosiativ lov for multiplikasjon)
A(bC) = b(AC)

X S0 N S AW

(aB)C = a(BC)
10. a(bC) = (ab)C

Punktene 5, 6 og 7 i setningen er vanskeligst & vise. De gvrige 7 punktene er enkle a forsta.
A lzre seg disse reglene er egentlig ganske lurt fordi de ogsa gjelder for vanlig algebra. Husk
at AB # BA i nesten alle tilfeller nar A og B er matriser.

4.4 Invers

4.4.1 Identitetsmatriser og nullmatriser

En nullmatrise er en matrise med alle elementer lik 0. En nullmatrise skrives 0.

Eksempel 4.6. Fglgende matriser er nullmatriser
00

0 0 0 00
0 0|, 0 :[ } 0 :[ ]
00 0 0 0 00

Det er verdt & merke seg at ingen av disse matrisene er like da de har forskjellig stgrrelse.

0
0= |0
0

S e e
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Setning 4.2. Vi har fplgende regneregler for nullmatriser.
1. 0+ A=A4+0=A
12. 0A=0

13. A0O=0

Legg merke til at nullmatriser spiller den samme rollen i matriseregningen som tallet null
spiller regning med tall. Det neste begrepet er identitetsmatrisen.

Definisjon 4.4. En diagonalmatrise med bare 1-ere pa diagonalen kalles en identitetsma-
trise.

Selv om matriser av forskjellig stgrrelse er forskjellige sa vil vi bruke samme symbol / for
alle identitetsmatriser.

Eksempel 4.7. Fglgende matriser er identitetsmatriser

1000
100

10 0100

I:[OJ’ ]:8(1](1]’]:0010

0001

Identitetsmatriser har svert enkle regneregler for multiplikasjon.

Setning 4.3. Hvis A er en matrise og I er en passende identitetsmatrise sd er
14. TA=A
15. AT=A

Legg merke til fglgende hvis A er en m X n matrise sa ma [ vere en m X m matrise for
at [ A skal ha mening. Al har bare mening hvis / er en n x n matrise. En identitetsmatrise har
mye av den samme rollen for matriser som tallet 1 har for tall.
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4.4.2 Elementsere matriser

Det er en sammenheng mellom matrisemultiplikasjon og radoperasjonene i en Gausselimina-
sjon. Denne sammenhengen er beskrevet ved hjelp av sakalte elementare matriser. Felles for
alle elementare matriser er at de er kvadratiske matriser.

Elementare matriser finnes i 3 typer, en for hver type radoperasjon.

* Multiplikasjon av rad ¢ med skalaren a forskjellig fra O er knyttet til den elementere
matrisen

1 o 0 -+ 0]
Ei(a)= |0 a 0| Rad ¢.
0 -+ 0 -+ 1]

Denne matrisen er en diagonal matrise med 1 pa alle elementer pa hoveddiagonale bort-
sett fra i rad ¢ hvor elementet er lik a. Multiplikasjon av rad 7 i matrisen A kan skrives
som

* Ombytte av rad 7 og 7 knyttes til matrisen

0 1 ;
Eij = 1 0 j
{ J

der elementene pa plass (i,4) og plass (7, j) er lik 0, elementene pa plass (7, j) og plass
(7,4) erlik 1, resten av elementene pa hoveddiagonalen er lik 1 og resten av elementene
er 0. Ombytting av rad ¢ og j i matrisen A gir som resultat matrisen

EZ‘JA.

* Addering av rad 7 multiplisert med a til rad j er knyttet til matrisen

1 -0 i
Ei’j(a) - a 1 J
( J

der elementet pa plass (j,7) er lik a, alle elementene pa hoveddiagonalen er lik 1 og
resten av elementene er 0. Addering av rad ¢ multiplisert med « til rad j i matrisen A gir
matrisen

E;j(a)A.

7j
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4.4.3 Den inverse av en matrise

Et system av likninger kan skrives pa matriseform Ax = b der A er koeffisientmatrisen, x er
vektoren av ukjente og b er vektoren av konstantledd i det lineare systemet. Legg merke til at
pa denne formen likner systemet pa ax = b. Ved & dele med a pa begge sider far vi x = b/a.
For systemet Ax = b kan man bli fristet til & gjgre noe liknende, men dessverre vil det ikke
alltid fungere. Inverse matriser er historien om nar det fungerer.

Definisjon 4.5. En matrise A kalles inverterbar hvis det finnes en matrise B slik at AB =
I og BA = 1.1 s4 fall kalles B for den inverse av A og vi skriver denne som B = A~!,

Vi leser A~! som <a-inverss.

Setning 4.4. Hvis A er inverterbar sd finnes det en og bare en invers A~ av A.

Bevis. La By og By vare inverser av A. Da har vi at AB; = [. Multipliserer vi med B, fra
venstre pa begge sider av likhetstegnet far vi Bo(AB;) = Bs. Men siden multiplikasjon tilfreds-
stiller A(BC') = (AB)C sa har vi (ByA) B, = Bs. Fordi Bs er en invers av A er ByA = I, og
derfor har vi at [ By = B,. Fglgeliger By = Bs. U

Setning 4.5. En kvadratisk matrise er inverterbar hvis og bare hvis den har full rang.

Eksempel 4.8. Alle element®re matriser er inverterbare.
1. Den inverse av E;(a) er E;(1/a).
2. Den inverse av I; j er IJ; ;.

3. Den inverse av E; j(a) er E; ;(—a).

Fra definisjonen av invers far vi fglgende metode for a finne den inverse. Identitetsmatrisen
I kan skrives som [/ = [el €y - en] der
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Problemet med a finne en invers gar ut pa & finne X i matriselikningen AX = [. Hvis vi setter
X = [Xl Xy - Xn} sa far vi

AB = [Axl Axy - Axn} = [el ey --- en] = 1.
Med andre ord kan vi finne X ved a lgse hvert av de n systemene
Ax;, =e;, 1=1,2,...,n.
Felles for hvert system er koeffisientmatrisen A. System i har totalmatrise A; = [Ale,]. Ved

lgsning av disse gjgres ngyaktig de samme radoperasjonene. Vi effektiviserer ved a bruke en
utvidet totalmatrise

[A | e1 e --- en}.

Gauss-Jordaneliminasjon viser seg & gi

[7]A7).

4 2
Lgsning: Vi setter opp den utvidede totalmatrisen for inverteringsproblemet og bruker
Gauss-Jordan eliminasjon

3 -110 (-1) 3 -1 1 0 1 3 —-11 (—3)
[4 2 0 1} A L 3 1 1} 2 - [3 1 1 0} o,
1 3 -1 1 13 -1 1 ﬁ+ 1 0 02 0.1
0 —10 4 =3| |-(=1/10) 01 —04 0.3 (—3) 01 -04 0.3
Folgelig kan vi lese av den inverse av A.

L [02 01
AT = {—0.4 0.3]"

Regneeksempel 4.1. Vi skal finne den inverse til A = {3 -1

Metoden for a finne den inverse er like god for alle kvadratiske matriser. Neste eksempel
illustrerer dette.

Regneeksempel 4.2. Bruk Gauss-Jordan eliminasjon pa [A|]] til a finne den inverse til
matrisen

1 11
A=1]-1 2 1
3 1 2
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Lgsning: Vi setter opp den utvidede totalmatrisen og utfgrer Gauss-Jordan eliminasjon.

1
(Al = | -1
3

N = =
S O =
O = O
_ o O
L
+ 7

&

2
o~ =
o O =
[\gwr—*
H[\Q?—‘

[

o = O
_ o O

+

3 -1 -1
Al=15 -1 -2
-7 2 3

Fglgende regneregler gjelder for inverse matriser

Setning 4.6. Hvis A og B er inverterbare matriser sa gjelder
1. (AB)™' =B71A"!
2. (aB)™! = éB‘l

Bevis. Vi bruker assosiativ lov fra setning 4.1.
(AB)(B-1A™Y) = (AB)B~1)A™1) = (A(BB~))A™Y) —

Vi bruker regel 8, 9 og 10 fra setning 4.1. (aB)(:B™') = ((aB)B™') = 1(a (BB )
(fa)(BB™') =11 =1.

Regneeksempel 4.3. Lgs likningen AX = C' der A = E) g} ogC' = {1 01 _1}.

Lgsning: Vi finner fgrst A~L.

=[50 0 a~hat o~ 20 A -

Vi kan na bruke matrisealgebra pa likningen. Vi multipliserer med A~! fra venstre og far

4~ [2 -5t o1 -1] _[-38 -5 2 -7
X=4 C—[—1 3“110 1}“[2 3 -1 4}

[1 2
0 1

0 1
-1 3
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4.5 Transponering

Den transponerte av en matrise finner vi ved & gjgre radene om til sgyler. Formelt definerer vi
transponering som fglgende.

Definisjon 4.6. La A vere en m x n-matrise. Den transponerte av A er n X m-matrisen
AT = [a;;]. Elementet pé plass (i, j) i matrisen AT er aj;.

(AT)ij = a;i

I praksis transponerer vi en matrise ved a lese den rad for rad som vi leser en bok og skrive
ned elementene i den transponerte matrisen sgyle for sgyle slik som i fglgende eksempel.

Eksempel 4.9. Den transponerte av matrisen

er

I sammensatte uttrykk som for eksempel A + BT og ABT skal transponeringen utfgres fgr
addisjon og multiplikasjon. Fglgende regneregler gjelder for transponering.

Setning 4.7. Hvis A og B er matriser der multiplikasjonene og addisjonene har mening sd
gjelder

1.

(
2. (
3. (AT
4. (
5. (

Legg spesielt merke til den andre regneregelen i setning 4.7.
Regnereglene i setning 4.7, setning 4.1 og setning 4.6 kan brukes til & 1gse likninger der en
matrise er den ukjente. For eksempel lgser vi likningen X A = B ved 4 multiplisere med A~*
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fra hgyre pa begge sider av likhetstegnet. Da fér vi svaret X = BA~!. Likningen X7 A~! = B
Igses ved a multiplisere med A fra hgyre pa begge sider av ligningen og transponere pa begge
sider. Lgsningen er da X = AT BT Vi viser dette med et stgrre regneeksempel.

Regneeksempel 4.4. La A, B og X vare inverterbare matriser. Lgs likningen
(AX)' =3BAT + B™'A

Vi transponerer pa begge sider for a bli kvitt transponeringen av uttrykket pa hgyre side, (vi
bruker regel 1 pa hgyre side).

(AX)")" = (3BAT)" + (B~'A)"
Vi bruker regel 3 pa venstre side og regel 2 i begge ledd pa hgyre side.
AX = (AN)T3EB)T + AT(B™HT
Vi forenkler ved a bruke regel 3 og 4
AX =3ABT + AT(B™H)T
Multipliser vi med A~! fra venstre far vi
ATHAX) =3A7Y(ABT) + A7 AT(B™HT

(AT'A)X =3(A'A)BT + A1 AT (BT
IX =3IBT + A'AT(B™HT
X =3BT + A 'AT(B™HT

4.5.1 Symmetriske matriser

En symmetrisk matrise er en spesiell kvadratisk matrise der elementene tilfredsstiller likningen
a;; = a;;. Vikan si at elementene 1 en symmetrisk matrise er speilet om hovedaksen.

Definisjon 4.7. En kvadratisk matrise kalles symmetrisk hvis
AT = A
Eksempel 4.10. Matrisen
4 2 1
A=1|2 -1 5
1 5 0




74 KAPITTEL 4. MATRISEOPERASJONER

er symmetrisk.

Legg merke til at om B er en vilkérlig matrise sa er (BT B)T = BT(BT)T = BT B.

Setning 4.8. For en vilkarlig m X n-matrise B er

BTB, og BBT

symmetriske matriser.

4.5.2 Ortogonale matriser

Definisjon 4.8. En matrise A kalles ortogonal hvis AT = A~!

Vi kan sjekke om en matrise er ortogonal ved & regne ut A7 A. Matrisen A er ortogonal hvis
ATA = 1.

Eksempel 4.11 (en ortogonal 2 x 2-matrise). Matrisen

|

|

A=

Ol Ot
EHIS

er ortogonal fordi ATA = I.

Eksempel 4.12 (en ortogonal 3 x 3-matrise). Matrisen

9 4 12

25 5 25

_ |2z _3 16
A_ 25 5 25
4 _3

5 0 5

er ortogonal fordi ATA = 1.
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4.6 Heltallspotenser av matriser
Heltallspotenser av matriser defineres ved hjelp av gjentatte multiplikasjoner.

Al— A, A= AA, A3 = AAA,

75

For store verdier av n vil direkte utregning av A™ vere arbeidskrevende bortsett fra helt spesi-

elle matriser A. Hvis D er en diagonal matrise vil D" vere lett a finne.

Setning 4.9. La D vere en diagonal m x m-matrise med elementene a1, ass, .
hoveddiagonalen. Da er D" m X m-matrisen med elementene a}y, ay,, . .
diagonalen.

-y dmm pd
n o
., ay - pd hoved-

2 0 0 250 0
Eksempel 4.13. Gitt matrisen A = [0 —1 0|.Daer A5 = [0 (=1 0| =
0 0 3 0 0o 3
32 0 0
0 -1 0
0 0 243
Oppgaver fra kapittel 4
1. Regn ut cA + dB i punktene nar det er 2. La
mulig. 3 1 0 -1 0
A= , B= ,
0 1 9 2 1 11 1
a)A:{4 _1],82[1 e 1 2 -1 0 3
plsb . C=14 1/, D=]1 1 0
’ . ) 0 0 0 1 -1
5 3 0 1
b) A = [1 _2]’ b = {_1 2l Utfgr matriseoperasjonene der det er
c=2,d=3. i mulig. Forklar hvorfor hvis det ikke er
lig.
10 —1 mutis
4 = [1 _1}’ b= a) AB b)CB + D
1 92 3 c)CB+A d)BC+A
{1 -3 2]’02_1’0[:2' e)CB+D f)BB"
¢) BB h) DC + BT
4 —1 1
h4 = {1 —1 2} . B = 3. Regn ut AB og BA nar det er mulig i
1 2 1 punktene a)—e). Forklar hvorfor nar det
11 —11"¢7 l,d=3 ikke er mulig.
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1 2 4 4 2
b)A:L ~1 3}’ :{2 —1}
1
) A= |-2|,B=[2 -1 5.
A = [1 -2, B =
2 -1 3
-1 2 2|

e) A=[3 -2 4 1],
1 -1 2
b= {—4 8 11]'
4. Regn ut de inverse til 2 X
2 matrisene hvis det er mulig

1 0 0 1 1 2
2) 2 1} b) {1 0} ©) {2 4}
2 —1 5 3 2 -3
d)_1 1] e)[s 5] f)L 2]

5. Regn ut de inverse til 3 X 3 matrisene

(1 0 0 (3 0 0
a)|2 1 0| b)y|0 4 0
1 31 0 0-2
(1 -1 2 (3 2 —1
o3 1 1| df1 3 0
4 1 2 1-2 1

1000 1 2 -3 3
1100 01 —3 2
V11910 Pl3 4 43
111 1 2 1 3 1
(1 0 0 O] 1 2 —1 1
0400 293 —4 2
9 030 P13 0 —2
000 2 01 2 1

7. Finn den transponerte til hver av matri-
sene i punkt a)—d).

a) [3 4 2 —4 =2
-2 -1 -1 4 3
1 2 1 =3 0

by [4 1 -2 —4
2 -4 1 1

KAPITTEL 4. MATRISEOPERASJONER

La A, B og X vare inverterbare matriser. Lgs
likningene for X.

8. XA=1H

(XA)T =B

(A1 X)T = B

C(AX YT = B1AT

. Figuren under viser et kommunikasjons-

nettverk. Pilene viser hvilken vei en be-
skjed kan sendes. Nettverket kan beskri-
ves ved hjelp av matrisen A = [a;;] der
a;; = 1 hvis det gir en direkte pil fra
node i til node j og a;; = 0 ellers.

a) Skriv opp matrisen A.

b) Beregn matrisen A?. Hva beskriver
A%?
c) Beregn ogsa A3.

d) Regn ut K = A + A? + A3. Forklar
hva verdien til element (/); 5 betyr.

e) Forklar uten & regne ut hvorfor A* =
0.

og B = “|. Be-

stem alle z,y, z, w slik at AB = BA.
(Vi sier at A og B kommuterer nar
AB = BA))



14. La °'A=1, ’'B’=2, ’C=3, .. ,
"A'=29, og bruk ’#=30 som mel-
lomrom. Skriv en kort melding

med store bokstaver, for eksempel
"LINEAR#ALGEBRA#ER#GAY’ og
kod om til tall. I dette tilfellet blir det
12, 9, 14, 5, 27, 18, 30, 1, 12, 7, 5, 2,
18, 1, 30, 5, 18, 30, 7, 28, 25. Skriv tal-
lene inn i en matrise med tre rader. 1
eksempelet blir det

129 14 5 27 18 30
M= 112 7 5 2 18 1
30 5 18 30 7 28 25

Regn ut N = BM der
111
B=|1 21
1 2 2
og bytt med en medstudent. Du dekoder
meldingen ved & regne ut M = AN der

A er den inverse av B. Den inverse av B
er

15. a) Finn den inverse A~! av matrisen

1 -4 4
A=1|-1 5 —4
-1 5 =5

b) Bruk A~! som du fant i oppgave a)
til & lgse systemet

r — 4y + 4z = -3
—r + o5y — 4z = 2
—r + 5y — bHz = 4

¢) Bruk A~! som du fant i oppgave a)
til & 1gse systemet

xr - y — z = 0
—4r + by + bz = 2
dr — 4y — Hz = -1

(Hint: Legg merke til at koeffisient
matrisen er den transponerte av A.)

16. Avgjgr hvilke av matrisene som er orto-
gonale

19.

20.

22.

23.
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a) [V3/2 —1/2}
L 1/2 V/3)2

b) [v2/2 \/5/2]
V2/2 V22

c) [cos @ —sin@]
|sinf  cos6

O[5 5 O
0 ¢
0

o [1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 —-1/2 1/2 —1/2
1/2 1/2 —1/2 —1/2
1/2 —1/2 —1/2 1/2

. Finn alle 2 x 2-matriser som er bade

symmetriske og ortogonale.

. Anta at A er en kvadratisk matrise med

egenskapen A% = (. Bevis at A — [ er
inverterbar.

Anta at A er en kvadratisk matrise med
egenskapen A% = (. Bevis at A—I erin-
verterbar, (Finn den inverse matrisen til
A-1)

Bevis at produktet av to diagonale ma-
triser er en diagonal matrise.

. Vis at om B er en matrise sé er B BT en

symmetrisk matrise.

Vis at om A og B er diagonale m X m-
matriser med henholdsvis elementene
aiir, @22, ..., Qmm 08 bn, 622, ey bmm
pa hoveddiagonalene sa er AB lik dia-
gonalmatrisen

a1y b11 0 s 0
0 a22b22
: . 0

Anta at A og B kommuterer, dvs at
AB = BA. Bevis at de transponer-
te matrisene A” og BT ogsi kommute-
rer. (Hint: Bruk regel 2 i setning 4.7 pa
side 72.)
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KAPITTEL 5

VEKTORER I RV

Figur 5.1: Vektorer kan brukes til & angi bevegelse og endring. I tillegg finnes svart mange
andre anvendelser av vektorer.

5.1 Introduksjon til vektorer

5.1.1 Vektorer og sgylevektorer

Symbolet R stir for mengden av reelle tall, ogsd kjent som tallene pa tallinjen.! Med R™ me-
ner vi mengden av alle ordnede sekvenser av n reelle tall, (xy, 22, ..., x,). Tallene x1, x5, 0g

!'En presis definisjon av reelle tall kan du lese om i mer avanserte lerebgker.

79
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sa videre kalles for koordinater. Radvektorer og sgylevektorer er eksempler pa slike ordnede
sekvenser. Det er bare framstillingen som skiller disse fra (x1, s, ..., z,) og vi vil se pa bade
mengden av alle 1 X n-matriser og mengden av alle n X 1-matriser som kopier av R". Vi kaller
ogsa R™ for vektorrommet R"™. Vektoren 0 = (0,0, .. ., 0) kalles for nullvektoren.

Definisjon 5.1. Addisjon av vektorer defineres ved

(37173727---,xn)+(y1,y2,---7yn> = (551+3/17552+y27---737n+3/n)

Det er greit a legge merke til at vektorer bare kan legges sammen hvis de har like menge
elementer. Vektorer legges sammen akkurat som matriser. For eksempel er (a,b) + (¢, d) =
(a+c,b+d).

Eksempel 5.1. Laa = (1,—3,5) og b = (2,1, —6) vare vektorer i R®>. Daera+ b =
(142,-3+1,5+(=6)) = (3,-2,—1).

Om vi legger sammen to like vektorer far vi
(x1, @9, ..., xy) + (T1, 20, ..., x,) = (221, 229, ..., 27,)

Vi kan ogsa legge sammen tre like vektorer.

(1,22, ... xn) + (21,29, ..., 2p) + (21, T2, . .., 2,) = (321, 322, ..., 32,)
Venstresiden kan vi skrive som 3(xy, 2, . .., Z,).
Definisjon 5.2. For en vektor x = (zy, s, ..., ,) og en reell skalar® ¢ definerer vi ska-
larmultiplikasjonen
cx = (cxy, cxe, . .., CLy).
Spesielt skriver vi (—1)u = —u.

Eksempel 5.2. Gitt vektoren a = (4,2,1,—5) i R%. Daer

3a=(3-4,3-2,3-1,3-(=5)) = (12,6,3,—15).

Det er nyttig a kjenne hvilke regneregler som gjelder for vektorer.

2Vi bruker ordet skalar for reelle tall som ganges med en vektor.
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Setning 5.1. Hvis u, v og w er vilkarlig valgte vektorer i R" og a og b er vilkarlig valgte
reelle skalarer sa er fplgende pdstander sanne.

1. u+ vermediR" (R" er lukket under addisjon)
u + v = v + u, (Kommutativ lov)

(u+v)+w=v+ (u+w), (Assosiativ lov)

L

0 +u =u+ 0 =u, (Vektoren 0 kalles ogsa for en additiv enhet)
—u+u=u-+(—u) =0, (u€ R" har en additiv invers)

au er med i R", (R" er lukket under skalarmultiplikasjon)
lu=u

a(u + v) = au + av, (Distributiv lov)

v % N S W=

(a + b)u = au + bu, (Distributiv lov)
10. a(bu) = (ab)u
11. Ou=0

Pastand nr 11 er egentlig overflgdig da den fglger fra de 10 gvrige egenskapene:
ou=(-14+1lu=(-lu+lu=—-u+u=0.

Ingen av de gvrige 10 pastandene i setning 5.1 fglger fra de gvrige 9 pastandene.

Setning 5.2. Hvis u er en vilkarlig vektor i R™ sa er

Ou=0.

5.1.2 Vektorer i planet og R?

Planet utstyrt med et kartesisk koordinatsystem er det fremste eksempelet pa vektorrommet R?.
Hvert punkt har et par av koordinater (1, x5). I figur 5.2 har vi tegnet et slikt koordinatsystem i
planet. En vektor i planet er entydig gitt ved koordinatene til spissen til vektoren nar den andre
enden er plassert i origo. I figur 5.2 har vi tegnet to vektorer a; = (—1,1) og as = (2,1).> Vi
har ogsa tegnet inn summen av disse vektorene, a; + a = (1, 2).
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2 T 1+ ag
/1/4% a\
aj
—0 i i i i
—1 1 2 3 4
14

Figur 5.3: Vektorer i rommet utstyrt med kartesiske koordinater

5.1.3 Vektorer i rommet og R®

Pa samme mate som tallpar representerer vektorer i planet kan talltripler representere vektorer
i rommet. Med kartesiske koordinater representerer vi en vektor med koordinatene til spissen
av vektoren. I figur 5.3 har vi tegnet to vektorer a; = (1.7, —0.7,3.4) og as = (1.5,2.7,2.4).

5.2 Linezre systemer pa vektorform

Vektorer er ikke begrenset til formalismen (z1, xs, . . ., ,,) som brukes i delkapittel 5.1. En vek-

tor kan like gjerne skrives som enradvektor [z1 x5 --- ] ellerensgylevektor [z, 2

5.2.1 Tre fremstillinger av samme system

Vi har sett at det lineare likningssystemet

kan skrives om pa matriseform
-1 2| |u| |5
1 1| |v| |1|°

3Transponering av radvektorer letter skrivingen av sgylevektorer i tekst.

5.1

5.2)
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Systemet kan ogsa skrives pa vektorform
—1 2 )
J3) =) s

Vi kaller (5.2) for matrisebildet av systemet (5.1) og vi kaller (5.3) for vektorbildet av syste-
met (5.1). Med b = [5 1]T kan (5.3) skrives ua; + vas = b. I figur 5.4 har vi illustrert

21 23.2 (—1)31
1 + a
a
b = —aj + 2&2
—0 % % % % %
—1 1 2 3 4 5!
-1 +

Figur 5.4: Lgsning av det line®re systemet (5.3).

systemet (5.3) sammen med lgsningen.

5.2.2 Vektorbildet og inkonsistente systemer

Figur 5.5: Illustrasjon av et selvmotsigende system.

I vektorbildet er det lett & forsta selvmotsigende systemer. Vi figur 5.5 ser vi at vektoren b
ikke ligger pa den stiplede linjen. Siden bade a; og a, ligger langs denne linjen vil det vere
umulig at en vektet sum ua; + vay skal vare lik b. Derfor finnes det ingen Igsning av systemet

ua; + vag = b.
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5.3 Lineaer avhengighet og uavhengighet

5.3.1 Lineaere kombinasjoner

En vektormengde i R" er er en mengde S av vektorer fra R™. For eksempel er
s={a=[1 11" 2= 1"}

en vektormengde i R?. Uttrykket (—1)a; + 2a, er en linear kombinasjon av vektorene i S. Om
vi setter inn verdier har vi (—1)a; + 2a, = [5 1]T. Det betyr at [5 1}T kan skrives som en
linezer kombinasjon av vektorene i S. I linear algebra er begrepet lineere kombinasjon et av
de viktigste.

Definisjon 5.3. La S = {aj,ay,...,a;}, k > 0 vere endelig mengde av vektorer i R™. En
lineaer kombinasjon over S er et uttrykk pa formen

U1 + Ugao + - - - UpaAL.

Vi sier ogsa at en vektor er en lineeerkombinasjon over S hvis den kan skrives som minst
én lineer kombinasjon over .S. For eksempel er a; en lineerkombinasjon over S fordi a; =
1a1+0a2+---+0ak.

Eksempel 5.3. La § = {[1 0 0]",[2 1 1]"}. Da er vekworen [3 2 2] =
(-1 o O}T+2[2 1 I}Ten linezer kombinasjon over mengden S i R™.

Legg merke til at en matrise A multiplisert med en vektor c er en linezr kombinasjon av
sgylevektorene til matrisen A. Det motsatte stemmer ogsa.

Setning 5.3. Enhver linecer kombinasjon Zle c;a; over S = {ay,aq, ..., ax} kan skrives
pa som matriseproduktet
k
Z ca; = Ac
i=1

derA:[al a --- ak] ogc:[cl Cy - ck}T.
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5.3.2 Lineart avhengige og uavhengige vektormengder

En vektormengde S kalles linesert avhengig hvis det finnes et element i S som kan skrives
som en lineer kombinasjon av de gvrige. Av grunner vi ikke skal ga inn pa kalles ogsa en
vektormengde for line@rt avhengig nar det inneholder en nullvektor.

Eksempel 5.4. vektormengden
s={a=pB o1 2 =01 -111"a=012-10q",}

er lineart avhengig fordi a; = 2a; + ags.

Det er verdt a studere eksempel 5.4 nermere. Uttrykket a; = 2a, + a3 kalles en lineser
avhengighet. Om vi samler alle leddene pa venstre side sa far vi a; — 2a; — a3 = 0. Med andre

orderc=[1 —2 —I}T lgsning av det linezre systemet
Cc1a1 + cpasg + czaz = 0. (54)

Eller Ac = 0 hvis du vil, der A = [al as ag} ogc= [cl Co Cg}T.
Et vektormengde som ikke er lineart avhengig kalles for lineaert uavhengig. Generelt har
vi at om en vektormengde S = {aj,ay,...,ax} er line@rt avhengig sé finnes en ikke-triviell
lgsning av
cla; + cpag + - -+ cpa, = 0. (5.5)

Det vil si en lgsning som ikke er lik nullvektoren O.

Setning 5.4. Hvis vektorlikningen (5.5)
1. har bare den trivielle lpsningen sd er S linecert uavhengig.

2. har ikke-trivielle lpsninger sa er S linecert avhengig.

Regneeksempel 5.1. Avgjgr om vektormengden
s={a=[213 2 &= -111" a=-012-10q",}
er line@rt avhengig eller linezrt uavhengig. Finn en line®r avhengighet for S i tilfelle S er

line@rt avhengig.
Lgsning: Vi skriver

C1a1 + coag + czaz = 0.
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pa matriseform:
2 0 1 0
1 -1 2| |% o
3 1 —1| |2~ |o
2 1 0] L% 0
Vi utfgrer Gauss-Jordaneliminasjon pa totalmatrisen
2 0 1 0 1 -1 2 0 (=3) | (=2
1 -1 2 0 jj 2 0 1 0 (-1) 3+
3 1 -1 0 3 1 -1 0 ] +
2 0 0 2 1 0 O +
1 -1 2 0 1 -1 2 0
0 2 =30 0 1 -1 20 (=4) 7(-2)
0 4 -7 0 ] 0 4 -70 ﬂ
0 1 -1 0 0 2 -3 0 +
1 -1 2 0 1 -1 2 0 +
0 1 —-10 0 1 —-120 j+
0 0 =30 -1/3) | - (=1/3) 0 0 1 0 =) °
0 0 -1 0 J+ 0o 0 0 O
Systemet har bare en Igsning og den er ¢; = co = c3 = 0. Det vil si at S er et lineart
uavhengig. Det finnes ingen linear avhengighet for .S.

Regneeksempel 5.2. Avgjgr om vektormengden
s={a=[1 210" a=[-2011"2a=0431"}

er linezrt avhengig eller linezrt uavhengig. Finn en line@r avhengighet for S hvis S er
lineer avhengig.

Lgsning: Vi skriver
c1a1 + coasg + czaz = 0.

pa matriseform:

1 -2 0 0
2 0 4| [ o
11 3012~ |o
0 1 1| L= 0
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Vi utfgrer Gauss-Jordaneliminasjon pa totalmatrisen

—7

O = N =
e )

o O = O
S O =N
o O OO

\;L
+

2
coom

o O O =

Matrisen har 2 pivotelementer i sgyle 1 og 2. Tredje variabel er fri og vi setter den lik en
parameter c3 = t. Vi Igser resten og far co = —c3 = —t og ¢; = —2¢3 = —2t. Generell
lgsning er
—2
c=t|—-1
1

Fglgelig er S lineart avhengig. Setter vi ¢t = 1 far vi spesiell 1¢sning for ¢ som vi setter inn
i likningen
—2&1 —ag +ag = 0.

Dette er en linezr avhengighet for S.

Setning 5.5.
1. Hvis S inneholder nullvektoren sa er S L.A.
2. S ={a,b} er L.A. hvis og bare hvis a og b er proporsjonale
3. Tre vektorer i R? er L.A.

4. Tre vektorer som ligger i et plan i R3 er L.A.

Setning 5.6 (Rangmetoden).
Gitt vektormengden S = {aj,ay,...,ar} ogla A = [al ay - ak}

1. Hvis Rank A = k sa er S linecert uavhengig.

2. Hvis Rank A < k sd er S linecert avhengig.
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Regneeksempel 5.3. Avgjgr om

1 -17 1
S=<1=1|,121,|2
1 0] |8

er lineart avhengig eller lineart uavhengig.
Lgsning: Vi utfgrer Gauss-Jordaneliminasjon pa den tilhgrende matrisen

1 -1 1 1 00
A=1|-1 2 2({~---~ |0 1 0
1 0 8 0 01

Altsa er Rank A = 3. Dvs at S er lineart uavhengig.

Regneeksempel 5.4. Avgjgr om

1 171 [t
s={|-1],121,]o0
0 1| |1

er lineart avhengig eller lineart uavhengig.
Lgsning: Vi utfgrer Gauss-Jordaneliminasjon pa den tilhgrende matrisen

1 -1 1 1
A=1-1 2 0| ~---~ |0
0 1 1 0

O = O

1
0
0

Altsa er Rank A = 2 < 3. Dvs at S er line@rt avhengig.

5.4 Underrom

5.4.1 Kort om mengder og delmengder

For vi diskuterer underrom ma vi fgrst snakke om mengder og delmengder. Vektorrommet R"
er et eksempel pa en mengde. Det er en samling av vektorer. Vektorene kaller vi for medlem-
mer av mengden R”. En delmengde av en mengde er ogsa en mengde. Medlemmene av denne
mengden er et utvalg av medlemmene i R”. en vektormengde i R" er et eksempel pa en del-
mengde av R". Selv om det kan hgres litt rart ut, kaller vi R" for en delmengde av R". En
delmengde kan ogsé vare tom. Den kalles den tomme mengden (). Hvis S er en vektormengde
i R™ sa er mengden av alle vektorer som er en line@rkombinasjon av S en delmengde av R. Vi
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kaller denne delmengden for lineserspennet av S i R". Vi skriver

k

Linspan S = {Z c;a;

=1

ce Rk} (5.6)

vektormengden S kalles for generatormengden til Linspan S. Med notasjonen til venstre
1 (5.6) menes mengden av alle lineerkombinasjoner Zle c;a; der hvert ¢y, co,...,c, er reelle
tall.

5.4.2 Definisjon av underrom

Et underrom av R kan defineres pa forskjellige mater. Fgrst gir vi en formell definisjon.

Definisjon 5.4. En ikke-tom delmengde V' av vektorrommet R" kalles for et underrom av
R"™ hvis fglgende to egenskaper er tilfredsstilt for alle vektorer u og v i V' og alle skalarer ¢
iR.

1. Vektorenu+ vermediV.

2. Vektoren cuermedi V.

Egenskapene i setning 5.1 kalles aksiomer. Det kan vises at et underrom V' av R" tilfreds-
stiller ngyaktig de samme aksiomene som et vektorrom. Av denne grunn kan V' kalles for et
vektorrom.

Setning 5.7.
1. Nullvektoren O er alltid med i et underrom V av R".
2. {0} er et underrom av R".

3. R™ er et underrom av R™.

5.4.3 Lineare spenn og basis

Setning 5.8. Linecre spenn er underrom av R".

For a se det er det nok a sjekke at begge egenskaper for underrom er oppfylt. Hvis u og v
er med i Linspan S og ¢ en reell skalar sa er u = ra; + ryas + - -+ + rpag. Daer cu =
criay + craas + - - -+ crpag som er med i V. Den andre egenskapen kan vises pa liknende mate.
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Setning 5.9. La S vere en generatormengde til V = Linspan S. Hvis v er en vektor i S
som er linecert avhengig av de andre vektorene i S sd kan vi fjerne v fra S og den nye
mengden S’ er fortsatt en generatormengde til V. Det betyr at V = Linspan S’.

Det er enkelt & se at denne setningen er riktig. La .S = {vy,vs,...,v}. Antaat v = vy.
Betingelsen i setningen kan vi skrive som vy = ¢;vy + ¢ava + ¢ Vy. En vilkarlig vektor x i V/
kan skrives som X = x1vy + 23Va + - - - + 21 V. Vi kan na eliminere det forste leddet og vi far
X = (22 + x102)va + (3 + x103) Vs + - - - + (2 + T1¢,) V. Vilar S = {va, v3,..., v, }. Det
betyr at V' = Linspan 5.

Vi kan fortsette a fjerne medlemmer fra et generatorsettet .S til vi sitter igjen med et lineart
uavhengig generatorsett for V' = Linspan S. Slike generatorsett er sa viktige at de har fatt et
eget navn.

Definisjon 5.5. Et line@rt uavhengig generatorsett 53 for V' kalles for en basis for V.

Basis er et av de mest sentrale begrepene i linear algebra spesielt og matematikk generelt.

Eksempel 5.5. vektormengden S = {ej, ea, ..., e,} i vektorrommet R", der
1 0 0
0 1 0
€ = € = 1.1, ,€n =
0 0 1

kalles for standardbasisen for R".

Vektorene e, e,, . . ., e, er nyttige vektorer. Multipliserer vi en matrise med vektoren e; sa
far vi sgyle ¢ som resultat.

Eksempel 5.6. Om vi multipliserer en matrise med e, far vi andre s@yle til matrisen som
resultat.

5 2 3 2 (1) 2
2 3 21 ol = 3
2410 0 4
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Setning 5.10. En mengde S er en basis for R™ hvis og bare hvis S er linecert uavhengig og
inneholder ngyaktig n vektorer.

Eksempel 5.7. Vektormengden S = {[1 3]T, [—2 1]T} er en basis for R2.
Vektormengden S = {[1 0 —S}T, [O 1 1]T} er ikke en basis for R3.

Regneeksempel 5.5. Vis at vektormengden S = {a;,ay, a3}, dera; = [1 0 Q}T, a; =

[3 2 l]T ogas = [l 3 O}T, er en basis for vektorrommet R3.

Lgsning: S inneholder ngyaktig 3 vektorer sa vi trenger kun & vise at S er linert uav-
hengig. Rangmetoden sier at S er lineer uavhengig hvis og bare hvis rangen til A =
[al as ag] er lik antall elementer i S. Gauss-eliminasjonen

1 3 1 1
A=10 2 3| ~---~ |0
210 0

S NN W
pE w —

gir oss rangen 3. Derfor er S linezrt uavhengig. Setning 5.10 sier da at S er en basis for R?.

Setning 5.11. La V vere et underrom av R" og la B, og Bs veere to vilkdrlige basiser for
V. Da inneholder B, og By ngyaktig like mange vektorer.

Siste setning gjgr oss istand til & definere dimensjonen til et underrom av R™.

Definisjon 5.6 (Dimensjonen til et underrom.). La V' vare et underrom av R” og la B
vare en basis for V. Anta at B har ngyaktig k vektorer. Da sier vi at dimensjonen til V' er k.

dim V' = k = antall vektoreri B.

Dette stemmer med en intuitiv forstaelse av dimensjon. Et plan bestemmes entydig av
vektorer. Fglgende eksempel viser ogsa at denne definisjonen er fornuftig.

to



92 KAPITTEL 5. VEKTORER IRY

Eksempel 5.8. Dimensjonen til R? er lik 2 fordi standardbasisen i eksempel 5.5 har
ngyaktig 2 vektorer.
Dimensjonen til R? er lik 3 fordi standardbasisen i eksempel 5.5 har ngyaktig 3 vektorer.

I eksempelet kunne vi like gjerne erstattet 2 og 3 med en generell n.

Setning 5.12. Generatorsettet S = {ay,as,...,a;} til V = Linspan S er en basis for V
hvis og bare hvis hvert medlem x av V' kan skrives pad en entydig mdte

X = c1a1 + ceag9 + - - - + Ccrag.

I sa fall kalles vektoren [¢c; ¢y - - ck}T for koordinatvektoren til x med hensyn pa

basisen S. Vi skriver
T

Xlg=[an 2 - @]

Regneeksempel 5.6. La S vare basisen for R? fra regneeksempel 5.5. Finn koordinatvek-
torentilx = [1 4 3}T med hensyn pa S.

Lgsning: Vi skal lgse c;a; + csas + c3az = x. Denne har totalmatrise [A|x] der A er
matrisen fra regneeksempel 5.5. Gausseliminasjon gir

1 311 13 1 1
Ax]=10 2 3 4| ~---~ |0 2 3 4
21 0 3 00 % 11
Vi Igser ved tilbakeinnsetting: c5 = ﬁ =% 6 = % =—logc;=1—-3c, —c3 =2.

Derforer [x]g = [2 —1 2]T.

5.5 Underrom assosiert med matriser

5.5.1 Sgylerommet til en matrise

Vi har allerede sett at sgylene i en matrise kan betraktes som et sett av sgylevektorer. [ en m x n
matrise A er det n sgyler. Hver av disse s@gylene er vektorer i R™ fordi det er m rader i A.
Vi skriver A = [al a --- an} der hver a;, « = 1,2,...,n er sgylevektorer 1 R™. Disse
vektorene utgjgr vektormengden S = {aj, as, ..., a,}.
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Definisjon 5.7 (Sgylerommet). Underrommet av R"™ utspent av kolonnene til A kaller vi
for sgylerommet til A.

Col A = Linspan{ay, ay,...,a,} = Linspan S.

Kolonnerom er et synonym for sgylerom. Vi kan ogsa danne en matrise A av en vektor-
mengde S ved a la sgylene til A vaere vektorene til S. Dette er nyttig nar vi vil plukke ut en
basis for V' = Linspan S fra vektorene til S.

Setning 5.13. Sgylene til A som tilsvarer pivotsgylene til den Gauss-eliminerte matrisen
A% utgjor en basis til Col A.

Vi har fglgende oppskrift for & finne en basis for Col A.
1. Utfgr Gausseliminsajon A ~ - - - ~ A“
2. Identifiser pivotsgylene til A“.

3. De tilsvarende sgylene til A er en basis for Col A.

Regneeksempel 5.7. Finn en basis for sgylerommet til

1 3 1 1
A=10 0 2 —4
2 6-1 8

Lgsning:

1. Vi utfgrer Gausseliminasjon pa A

131 1] —2 13 1 1 1311
A=10 0 2 —4| |:2] ~|0 0 1 -2 3 ~ |0 0 12 =A°
2 6-1 8| «—+ 0 0-3 6 ;j+ 0000

2. Vi observerer at pivotsgylene i A er fgrste og tredje sgyle.

3. En basis for Col A er derfor forste og tredje sgyle i A. En basis for sgylerommet til A

" B={[1 0 2",[1 2 -1J"}
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Et underrom V' av R™ er gjerne gitt ved en generatormengde S. Problemet med en slik mengde
er gjerne at den er for stor. Vi gnsker a plukke ut vektorer fra S som utgjgr en basis for V. Det
vil si en linezr uavhengig generatormengde for V. Vi illustrerer dette ved et eksempel.

Regneeksempel 5.8. La V' vare utspent av generatormengden

nn
Il
_ =N O =
I
[\
O R Pk W~

Finn dimensjonen til V.

Lgsning: For a finne dimensjon til V' ma vi finne en basis for 1. Vi kan plukke en basis
for V fra S. Fgrst danner vi matrisen A ved a la vektorene i S vaere sgylene i A. Vi utfgrer
sa en Gausseliminasjon pa A.

1 2 3 1 1 2 31
O —i1 -2 3 01 2-3
A=12 0 -2 1|l ~---~ |0 0 0 1| =A4¢
1 0 —11 000 0
1 1 1 0 0000

Vi identifiserer fgrste, andre og fjerde sgyle som pivotsgyler i A®. De tilsvarende sgylene i
A utgjgr derfor en basis for Col A = Linspan S.

(0]

Il
_ =N O =
O~~~ WK

5.5.2 Sgylerommet og linegere systemer

Et lineart system kan skrives pa mange mater som vi har sett i seksjon 5.2.1 pa side 82. La A
vaere en m X n-matrise. Systemet Ax = b kan skrives pa vektorform

riay + x99 + -+ 1A, = b. (57)

Hgyresiden av likning 5.7 er en lineerkombinasjon av sgylene i A og derfor en vektor i
sgylerommet Col A. Hvis b ikke er med i sgylerommet vil likhet ikke vere mulig. Fra set-
ning 5.12 vet vi at b kan skrives entydig pa formen 5.7 hvis og bare hvis kolonnene i A er en
basis for Col A. Vi sammenfatter i fglgende setning
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Setning 5.14.
1. Om b ikke er med i sgylerommet Col A til A sa er Ax = b selvmotsigende.
2. Om b er med i spylerommet Col A og dim Col A = n sd er Ax = b bestemt.

3. Om b er med i spylerommet Col A og dim Col A < n sa er Ax = b ubestemt.

5.5.3 Radrommet til en matrise

Radommet Row A til en m x n matrise A er underrommet av R™ utspent av radvektorene

til

A. En elementer radoperasjon vil ikke endre pa radrommet til en matrise. Derfor er radrommet

til en matrise A og matrisen man far ved a gjgre en Gausseliminasjon den samme.

Setning 5.15. Radrommet til A og A® er det samme.

En nyttig konsekvens av denne setningen er at radene i A“ som ikke er nullrader utgjgr
basis for Row AY = Row A.

en

Regneeksempel 5.9 (Finne basis ved hjelp av Gausseliminasjon.). La V' vare utspent
av generatormengden

nn

I
=N O =

I

[\]
O~ = WK

finn en basis for V.
Lgsning: Vi setter inn vektorene i S som rader i en matrise A og utfgrer Gauss-
eliminasjon.

1 0 2 1 1 10 2 11
2 -1 0 o0 1 01 4 21| ¢
A=13 o o 11|~ ~loo 136 4| =4
1 3 1 1 0 00 0 00

Radene i A% er en basis for Row A.

e}

(0]
Il
_ =N O =
_— N s = O
—
> o
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5.5.4 Nullrommet til en matrise

Nullrommet til en matrise A er lgsningsmengden til det homogene systemet Ax = 0. Vi kaller
denne mengden for Null A.

Regneeksempel 5.10. Finn en basis for nullrommet til matrisen

1
A= |0
2

SO W

1 1
2 -4
-1 8

Lgsning: Siden Null A er mengden av alle Igsninger av Ax = 0 sa utfgrer vi Gauss-Jordan-
eliminasjon pa A

131 1 1303
A=10 0 2 4| ~---~ |0 0 12| =AC
2 6-1 8 0000

Vi har to frie variable som vi setter lik parametre x5 = s, x4 = t. Andre rad tilsvarer
likningen z3 — 224 = 0 som vi lgser og far x3 = 2x4 = 2t. Fgrste rad tilsvarer likningen
x1 + 3x9 + 3x4. Vi lgser for x; og far x1 = —3x5 — 3x4 = —3s — 3t. Lésningen er derfor

-3 -3

0
+t2
1

S O =

En basisen til nullrommet til A er

B={[-3 10 0",[-3 02 1]"}.

Dimensjonen til Null A er lik antall frie variable i det homogene systemet med koeffisient-
matrise A. Dimensjonen til Null A er derfor antall sgyler uten pivotelement i en trappematrise
A% til A. Vi minner om at rangen Rank A er antall pivotsgyler i en trappematrise A til A. Vi
har derfor fglgende resultat.

Setning 5.16. For en m x n matrise A er Rank A 4+ dim Null A = n.

5.5.5 Lineare systemer med kvadratisk koeffisientmatrise

Vi avslutter kapittelet med en oppsummering av sammenhengen mellom systemer, matriser og
vektorrom.

I At to predikater er ekvivalente betyr at begge enten er sanne eller begge gale.
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Setning 5.17. For en n x n-matrise A er fplgende utsagn ekvivalente'.
1. A erinverterbar
Det finnes en n x n-matrise B slikat AB = 1

Ax = b har ngyaktig en lgsning for hver b € R".

Ao w0

ColA =R"
dim ColA =n
Rank A =n
dim NullA =0
Null A = {0}

X S N S W

Ax = 0 har bare den trivielle lpsningen

10. A har n pivotsgyler

11. A og I, er radekvivalente

12. Det finnes en n x n-matrise C slikat C A =1
13. Sgylene i A er linecert uavhengige

14. Radene i A er linecert uavhengige
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Oppgaver fra kapittel 5

1. Adder vektorene a og b b) S = {31 = [1 1 -1 I}T,

a) a=(53),b=(-1,1) a=[-1 11 2],
b) a=(23).b=(-21) a;=[2 1 -2 0]}
©) a=(1,2).b=(43) o s={a=[1021",
d) a=(1,1,4),b=(3,1,-1) a,=[2 -1 2 0],

e a=(4,13).b=(-251) a;=[3 -2 2 -1]"}

) a=(42,31,-12),

b= (-21,-222.1) 5. Anta at {a;,as, a3} er en lineart uav-

hengig mengde av vektorer. Avgjgr om
vektormengden S er line®rt avhengig
eller lineert uavhengig.

2. Regn ut au + bv for verdiene av u, v, a
og b i punktene a) til c)

a)u=(1,3),v=(-21),a=-3 a) S ={a; —ay+ag,a—ag,a +

oghb=2. 2ap}
b) u=(1,2),v=(21),a=2o0g b) 5= {ai—as+ag ai—az ai—as}
b=4. c) S = {a; + ay + 2a3,a; — ay —
Ou = (1,2,3),v = (=3,-1,1), as, 2a1 + a3}
a=>50gb= -2 6. Avgjgr om vektormengdene er en basis

2 3
3. Skriv om de linezre likningssystemene for R” eller R".

pa vektorform zia; + zsa; = b. tegn a) {1 37,3 17}
vektorene 1 et koordinatsystem. L@s sys- T T T
temet som vist 1 figur 5.4. by {1 0% [0 1% {1 17}
o {3 —6]",[-2 4"}
g 1T m O {1 -2 -T2 1 -7}
1 = T2 =
e) {1 -2 17, [-2 1 1%,
b SO
1 S D1 100 1 1",
o) 3r1 + @ i 11 11 1]T}
ot = {2 1 -3 —2 47
207 — 4y = 3 1 -2 27 [-1 0 17}
d)
—x + 25(]2 =1

7. Avgjer i hvert av tilfellene om V' er et
4. Avgjgr om vektormengden S er lineart underrom av R2.
avhengig eller linezrt uavhengig. Finn
en line@r avhengighet for S hvis .S er li-

ne&r avhengig.

a) V = {v € R?*|v; > 0}, det sékalte
gvre halvplan.

b) V ={v e R?vy, = 2u,}

»s={a=[1 -1 21"
a,=[2 -2 3 1],
as=[-1 10 1]"}

¢) V ={veR}v, =0v?}
d) V =R
e) V={veR}n=1-uv}



8. Finn en basis for sgylerommet til m X n- b) S:{alz [_2 1 —1 0 —2}

matrisene T
] ay=[-4 2 -2 0 —4],
3 -2 -1 2 az=[3 —2 2 1 3]",

a) A= _63 ‘24 _23 _31 a,=[-4 0 -3 2 —6]",
- a;=[-3 -1 -2 3 5"},
1 -1 2 4 -1 b s

by A=12 -2 -1 2 2 Y T
1 -1 -3 -2 3 C)Sz{a1=[2 -1 -2 1],
- T
1 -2 101 a=[1 -2 -4 2] ,

ga= |l 0 1 20 az=[-3 0 2 3],
2 -1 1 31 a;=[1 —2 —2 —1]",
L2 8 as=[3 -3 —4 0]"}n=1

9. Finn en basis for radrommet til matrise-

. 14. Gitt matrisen
ne 1 oppgave 8.

1 -1 -3 4
10. Finn en basis for nullrommet til matrise- A=1-2 -3 1 =3
ne i oppgave 8. 1 2 0 1
11. Sjekk at Rank A+ dim(Null A) = n for Avgjor for hvert deloppgave om b med
matrisene i oppgave 8. i spylerommet til A?
T
12. a) Finn en 3 x 3-matrise A med a)b=[-5 5 -2
nullrom utspent av [100]7 og b b=1[2 1 _1]T
sgylerom utspent av [100] T
T
b) Finn en 3 x 3-matrise A med d) b= [0 5 _3]
nullrom utspent av [010]7 og &) b=[-1 2 3]T
spylerom utspent av [100]7
[001]7 15. Gitt samme matrise A som i oppgave 14.

Avgjer for hvert deloppgave om ¢ med i

¢) Finn en X 3-matrise A med )
) 3 3 radrommet til A?

nullrom utspent av [010]7 og

spylerom utspent av [010]7 a) ¢ = [O 11 —1]
T
[10 —1] bec=[2 1 -3 5
13. Thver oppgave under er underrommet V' ¢) c= [1 2 1 1]
av R" utspent av en vektormengde S. d) c= [1 1 -1 2]
qukk en .basis .for V' fra mengden S. e) ¢ = [1 5 3 _2]
Hvilken dimensjon har V'?
le=[1 0 -1 2]
ps={a=[ -2 -1 1", gc=[35 —1 4
as = [4 -4 =2 —Q}T, 16. Skriv om vektorlikningen
T
as = [O 2 3 —1] , 1 0 2 3
a,=[6 —4 0 —4]", oy | =1 4w | 1| +as [2] = |2
as=[ -6 —2 2"}, n = 2 -1 13

4 til et likningsystem.
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17. Skriv om vektorlikningen 18. Skriv om den line@re kombinasjonen
2 -1 0
1 0 9 3 b=2 :1 + (1) +3 1 (5.8)
o | =1 +a | 1| +23|2] = |2
2 -1 1 3

som et produkt av en matrise A og en
vektor c. Regn ut b, kan b skrives som
en annen lineerkombinasjon av vektore-
til en matriselikning pa formen Ax = b. ne over?



KAPITTEL 6
TRANSFORMASJONER I RV

6.1 Transformasjoner

Figur 6.1: Bildet viser en tredimensjonal modell av et aperiodisk krystall. Bildet er laget ved
hjelp av OpenGL, et programmeringsverktgy til a lage programmer som tar i bruk grafikk-
prosessoren i en datamaskin. I dette kapittelet skal vi ta for oss matematikken som ligger bak
OpenGL. For a fa mest ut av OpenGL er det viktig a forsta denne matematikken.

6.1.1 Kort om funksjonsbegrepet

Funksjoner er definert ofte ved hjelp av funksjonsuttrykk. For eksempel har vi f(z) = z? +
1. Vi finner verdiene av funksjonen for forskjellige verdier av x ved a sette verdiene inn i

101
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funksjonsuttrykket. For eksempel er f(2) = 22 + 1 = 5. Vi kan ogsa beskrive en funksjon
med ord. La g(x) vere lik det stgrste heltallet som er mindre eller lik z. Den kalles for stgrste
heltallsfunksjon. S langt har presentert to funksjoner, men vi har ikke fortalt hva som kreves
for at noe skal kalles en funksjon.

Definisjon 6.1 (Funksjonsbegrepet). En funksjon f er en regel som til hvert element i
en mengde Dy tilordner et entydig verdi i en mengde V. Mengden Dy kalles for defini-
sjonsmengden til f. Mengden V; av alle verdier som funksjonen kan ha i V' kalles for
verdimengden til f.

En mate a beskrive en funksjon pa er
f D F— Vf.

0g

frx—<etutrykkiz >
For eksempel kan vi skrive f(z) = 2 + 1som f : R — R, f : z ~ 22 + 1. Funksjonene i
teksten over kalles for reelle funksjoner fordi Dy og V' er delmengder av de reelle tallene.

6.1.2 Transformasjoner

I dette kompendiet skal vi se pd funksjoner mellom vektorrom R™ og R™. Det vil si at D; = R"
og V' = R™. En slik funksjon kalles for en transformasjon. Vi bruker gjerne symbolet 7'(x)
eller vi skriver 7' : R™ — R™. For eksempel er 7" : x +— Ax en transformasjon fra R” til R™
nar A er en m x n-matrise. Du kan sjekke at 7" : x — Ax er en transformasjon fra R" til R™
ved a lese kapittel 4.3.1 pa side 63.

Setning 6.1. En transformasjon pa formen'T’ : x — AX tilfredstiller fplgende to identiteter
for alle vektorer x 0g y og alle verdier av c:

Tx+y) = Tx)+T(y)
T(ex) = cT(x)

6.1.3 Lineare transformasjoner

Definisjon 6.2 (Lineger transformasjon). En transformasjon 7" : R” — R™ kalles for en
linezer transformasjon hvis 7' tilfredsstiller fglgende to identiteter for alle vektorer x og y
og alle verdier av c:

Tx+y) = Tx) +T(y) (6.1)
T(ex) = cT(x) (6.2)
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Det er enkelt 4 vise at
Tx—-y)=T(x)—-1T(y)

nar 1" er en lineer transformasjon. Legg merke til at en line@r transformasjon alltid bevarer
nullvektoren. Vi ser dette pa fglgende méte. Vi vet at x — x = 0 for alle vektorer x. Da er
T0)=T(x—x)=T(x)—T(x)=0.

Setning 6.2. Enhver linecer transformasjon bevarer nullvektoren 0.
T(0)=0

for alle linecere transformasjonerT'.

Eksempel 6.1.
1. Transformasjonen T'(z,y) = (z* + ¥y, y) er ikke en linear transformasjon.
2. Transformasjonen T'(x,y) = (z + y, x — y) er en line@r transformasjon.

3. Translasjon i planet T'(z,y) = (x + a,y + b) er ikke en linezr transformasjon nar
a # O eller b # 0.

Definisjon 6.3. En transformasjon 7' : R" — R™ kalles inverterbar hvis det finnes en
linear transformasjon S : R™ — R” slik at

S(T(x)) =x

for alle x € R" og
T(5(y) =y
for alley € R™.

6.1.4 Lineare transformasjoner og matriser

Definisjon 6.4 (Injektive transformasjoner). En transformasjon 7" : R® — R kalles for
injektiv hvis det for hver y € R™ finnes hgyst en x € R” slik at 7'(x) = y.
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Definisjon 6.5 (Surjektive transformasjoner). En transformasjon 7' : R™ — R™ kalles
for surjektiv hvis det for hver y € R™ finnes minst en x € R" slik at T'(x) = y.

Setning 6.3. Enhver transformasjon pa formenT’ : x — Ax der A er en m X n matrise er
en linecer transformasjon fra R™ til R™.

Setning 6.4. La y veere linecwrkombinasjonen'y = c¢1X1 + coXg + - - - + ¢ Xy. Da gjelder at

T(y) = 1T(x1) + 2T(x2) + - - + T (xx)-

) e T
Standardbasisen kan brukes til a representere enhver vektor x = [xl Tog - :cn] som den
line@re kombinasjonen.

X =T1€1 + Ty + -+ + Tp€y.

Fra setning 6.4 over har vi da at
T(x) =x1T(e1) + xT(€2) + -+ x,T(ey).
Pa matriseform er dette
T(x)=[T(e1) T(ex) - T(ey)]x.
Med andre ord

Teorem 6.1. Enhver linecertransformasjon T’ : R™ — R™ kan skrives pa formen T : X —>
Ax, der A er m X n-matrisen

A=T(e1) T(es) --- T(en)].

Teorem 6.1 er nyttig for & finne matrisen for en transformasjon 7" ut fra beskrivelse om
hvordan 7' transformerer vektorene i standardbasisen.

Eksempel 6.2. La 7" vere transformasjonen 1 planet som avbilder vektoren e; = [1 O] g
pa [3 Q]T og ey = [O 1}T pa [—1 Q}T Da er matrisen til 7" lik

A=z 5]
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Ofte beskrives 1" ved hvordan noen vektorer transformerer. Regneeksempel 6.1 viser hvor-
dan vi kan finne matrisen til en transformasjon nér vi ikke vet hvordan 7" virker pa standardba-
sisen.

Regneeksempel 6.1. La linexravbildingen 7' : R?* — R? avbilde (2,1) pa (4, —2) og
(—1,1) pa (1, 7). Finn matrisen A slik at 7'(x) = Ax.
Lgsning: Vi representerer punktene som sgylevektorer sa vi kan bruke matriser:

B =) A= 1]

b -5

Daer

1 1

S | B B v

Vi multipliserer med den inverse av [2 } fra hgyre pa begge sider av likhetstegnet.

Og finner da A )
. 4 11(1/3 1/3] |1 2
=2 7] [-1/3 2/3] |3 4]
Folgelig er )
1 2
T(x)= {_3 4 X.

6.2 Linezre transformasjoner og geometri

6.2.1 Lineare transformasjoner i planet

ey y e = T(ey)
e = T(el)
T(el) €1
T(eg)
T(x) T(x) X

Figur 6.2: Refleksjon om fgrsteaksen og andreaksen
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Figur 6.2 viser refleksjon om fgrste og andre aksen. La 7" vaere refleksjon om fgrste-aksen.

(1] _01} . I figuren til hgyre er
T refleksjon om andre-aksen. Da er T'(e;) = —e; og T'(es) = ey. Matrisen for refleksjon om

Daer T(e;) = e; og T'(e3) = —e,. Matrisen for T' er derfor

andre-aksen er derfor {_01 ﬂ . Figur 6.3 viser rotasjon og sakalt skjertransformasjon i planet.

T( €l e | __T(ez) =aeite
e - ~
2/ ¢ 0 \\\ T(el)
// \
\
/ 0 e
T ]
\\ /I | e = T(el)
\ /
\ /
\\ //

Figur 6.3: Rotasjon om origo og skj@rtransformasjon.

Figuren til venstre viser rotasjon av planet med vinkelen § mot urviseren. Vektoren e; roteres
. . T . . T .
til T(e;) = [cosf sinf] . Vektoren e, roteres til T'(e;) = [—sinf cos6] . Matrisen for

cosf) —sinf

denne 1" er derfor | .
sinff cosf

} Denne matrisen kalles en rotasjonsmatrise. P4 samme

o . . . . . 1 a
mate kan vi se at matrisen for den vertikale skj@rtransformasjonen er [ 0 J .

Figur 6.4: Skalering med faktoren s = 2 langs fgrsteaksen og andreaksen.

Figur 6.4 viser skalering langs aksene. Matrisen for skalering med faktoren s langs fgrste-

aksen er LS) ﬂ . Skalering med faktoren s langs andreaksen har matrise [(1) 2] . Skalering med

s1 langs fgrsteaksen og s, langs andreaksen er gitt ved matrisen {801 50} .
2
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6.3 Fiktive transformasjonsmatriser.

6.3.1 Skjeertransformasjon i rommet

Figur 6.5: Skje@rtransformasjon i rommet

Transformasjonen i figur 6.5 kalles en skj@rtransformasjon. Vi ser at vektorene e; og e, be-
vares av transformasjonen. Vektoren e transformerer som 7'(e3) = aje; + ase, + e3. Matrisen
for skj@rtransformasjonen er
ay
)

1
A=10
0 1

S = O

6.3.2 Fiktive koordinater

I figur 6.5 har vi ogsa tegnet inn det horisontale planet z = 1. Avgrenset til dette planet virker
A som en parallelltranslasjon. Vi har

1 0 a T T+ ap
01 a Yyl = |y +ag
0 0 1 1 1

I planet tilsvarer dette 7" : (x,y) — (x+ay, y+az). Punktet (z,y, 1) i planet z = 1 representerer
punktet P(z,y) i planet. Vi kaller (z,y, 1) for fiktive koordinater koordinater for P(x,y).

De vanligste transformasjonene i fiktive koordinater er som fglger er listet opp i tabell 6.1
paside 112.

6.3.3 Sammensatte linezere transformasjoner

En sammensatt transformasjon er en transformasjon som er satt sammen av flere av de elemen-
tere transformasjonene fra avsnittet over.

Nar man jobber med sammensatte transformasjoner lgnner det seg a tenke hva som trans-
formeres. Det dreier seg om vektorer x. En transformasjon av x gjgres matrise multiplikasjonen
Ax. Ved suksessive transformasjoner 77, T, og 73 med tilhgrende matriser A;, A, og As re-
spektive. Far vi resultatet

T3(T2(T1(x))) = AzAx A x.



108 KAPITTEL 6. TRANSFORMASJONER IRY

Den sammensatte transformasjonen har derfor matrise
AzAs Ay

Vi vil fgrst se pa et regneeksempel uten translasjon. Vi trenger derfor ikke a regne med fiktive
transformasjonsmatriser.

Regneeksempel 6.2. Finn matrisen for skalering med faktoren 2 langs linjen med stig-
ningstall 1.
Lgsning: Fgrst roterer vi planet med vinkelen 45° med urviseren,

m= o o))

Sa skalerer vi langs fgrsteaksen,

2 0
o 3|

Deretter roterer vi planet med vinkelen 45° mot urviseren,

T, — |:COS7T/4 —smw/ﬂ .

sinw/4  cosw/4

Vi passer pa at matrisene kommer i motsatt rekkefglge

o R b vty A e i el
RIS EHE

13 1
2 2|1 3

I neste eksempel far vi bruk for fiktive transformasjonsmatriser. I tabell 6.1 finner du en
oversikt over transformasjoner og tilhgrende fiktive matriser.

Regneeksempel 6.3. Finn den fiktive transformasjonsmatrisen for transformasjonen som
sender trekant ABC til trekant A’B’C” i figuren under.

44 B
3 4
1 C
2 A C E
1 1T AI B/
1 2 3 4 5 6
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Lgsning: Vi translaterer A til origo. Den fiktive translasjonsmatrisen er 7} =
1 0 -1
0 1 —2|. Deretter roterer vi 90 grader mot klokken. Fiktiv translasjonsmatrise er
0 0 1

cos90 —sin90 0 0 -1 0
T, = |sin90 cos90 0| = |1 0 0]. Vi reflekterer om andreaksen med fiktiv
0 0 1 0 0 1
-1 0 0
matrise 73 = | 0 1 0. Til slutt translaterer vi fra origo til punktet A’. Den tilhgrende
0 0 1
1 0 3
fiktive matrisener 7, = |0 1 1]. Den fiktive matrisen for den sammensatte transforma-
0 01
sjonen er
011
T, I315T, =11 0 0
0 01

I figuren under ser du hvordan trekant ABC' trinnvis transformerer til trekant A’ B’'C".

411 B
34k
C/
2. 4 ¢ E
\\
//1;\\\\ A B’
/// \\J\\\J | | | |
“-== T T T T T T
1 2 3 4 5 6

6.3.4 Kort om inverse transformasjoner

Som funksjoner og matriser kan vi definere inverse av transformasjoner.

Definisjon 6.6. Gitt en transformasjon 7' : R” — R"™. Hvis det finnes en transformasjon
S :R™ — R™slik at 7'(S(x)) = x og S(T'(x)) = x sa sier vi at " er inverterbar og S den
inverse av 7.

Om T er en inverterbar linezr transformasjon med tilhgrende matrise A sa er T~ enlineer
transformasjon med tilhgrende matrise A~!. Tilsvarende om en transformasjon er gitt ved en
inverterbar fiktiv matrise B, har den inverse transformasjonen den fiktive matrisen B,
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6.3.5 Transformasjon av kurver

I dette kapitlet skal vi se pa transformasjoner av kurver. En kurve kan beskrives ved en likning
eller parametrisering. La oss se pa et eksempel. En hyperbel er gitt ved likningen 22 —%? = 1. En
transformasjonen 7" vil avbilde hvert punkt (x, y) pa kurven til et nytt punkt (2, 3') = T'(x, y).
Vi lar T" vaere transformasjonen som er satt sammen av en rotasjon 45 grader mot urviseren og
en skalering med skaleringsfaktor s = /2. T har transformasjonsmatrise

A:E —11].

Matrisen til den inverse transformasjonen 7'~! er den inverse av A
1 11
-1_ |2 2
A _— o l l .
2 2

[ )
3] LY (=52 +3%)
' )

Det betyr at

/

Vi erstatter z og y med (32/ + 3¢/) og (—32' + 3y

Vi forenkler uttrykket og far

.T/y/ — 1
Vi har tegnet inn begge kurvene i figure 6.6
2 T 2 T
1+ 1+
% S % % %
-2 1 1 2 1 2
-1 4
—9 1

Figur 6.6: Hyperbelen til hgyre fremkommer ved at hyperbelen til hgyre roteres 45 grader mot
klokka og skaleres med en faktor v/2.

6.4 Transformasjoner i Rommet

Transformasjoner av rommet kan gjgres pa samme mate som i planet. I stedet for fiktive 3 x 3

matriser bruker vi 4 x 4 matriser. En translasjon 7'(x) = x + a har fiktiv matrise
1 00 aq
o 010 a9
Ta o 0 0 1 as
0 00 1
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Rotasjon med vinkelen # om z-aksen er gitt ved den fiktive matrisen

cosf) —sind 0 0

sinf cosf@ 0 0
R.(0)=|" 0 10
0 0 01

En gjenstand ser mindre ut nar den er langt borte en den gjgr nar den er naerme. Perspektiv-
transformasjonen for en observatgr som befinner seg i origo og ser i retning av z-aksen er gitt
ved T'(z,y,z) = (x/z,y/z,1). For a forsta denne avbildningen tenker vi oss at vi har et xyz-
koordinatsystem med origo plassert i gyet der z-aksen peker rett frem. Et hvert observert punkt
med koordinater (x,y, z) i rommet ligger pa en rett linje. Denne linjen skjerer planet z = 1
i punktet (x/z,y/z,1). For observatgren i origo ser det likt ut om det observerte punktet er
(x,y, z) eller (x/z,y/z,1) da disse ligger langs samme rette linje. Den fiktive transformasjons-
matrisen for perspektiv er gitt ved

P, =

SO O =
S O = O
__= o O
o O o O

Legg merke til at P, ikke bevarer fjerdekoordinaten som er lik 1.

P, =

OO O
OO~ O
_—-_— O O
o O OO
N e 8
ISR IR

I fiktive koordinater er hvert punkt (z, v, z) i R* modellert med et punkt (z,y, 2, 1). Punktet
(x/z,y/z,1,1) ligger langs den rette linjen fra origo til (z,y, 2, z). P et grafikk-kort vil alle
fiktive punkter
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6.5 Tabell over fiktive transformasjonsmatriser

Transformasjon Fiktiv matrise
10 ay
Paralell translasjon med vektoren a. 0 1 a
0 0 1
_ . cosf —sinf 0
Planet rotert med vinkelen # om origo mot ur- .
. sinf cosf O
viseren. 0 0 1
1 0 O
Refleksjon om f@rsteaksen. 0 -1 0
0 0 1
-1 0 0
Refleksjon om andreaksen. 0 10
| 0 0 1]
s 00
Skalering med faktoren s langs fgrsteaksen. 010
[0 0 1]
1 00
Skalering med faktoren s langs andreaksen. 0 s 0
0 0 1]

. S1 0 0
Skalering med faktoren s, langs forsteaksen og 0 0
med faktoren s; langs andreaksen. 0 802 )

) ) 1 00
Skjertransformasjonen 7' : (z,y) — (z,y + e 10
ax). 00 1

Tabell 6.1: Fiktive matriser for transformasjoner i planet.
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Oppgaver fra kapittel 6

1. Avgjgr om fglgende funksjoner er li- 5. Finn en fiktiv transformasjonsmatrise

nezre transformasjoner

a) T:R?> = R, T(z,y) = (x,2)

b) T : R = R T(z,y) = (z +
Y, = 2y)

¢) T:R* = R% T (z,y) =

d) T:R? -5 R% T(x,y) =

e) T:R?> = R T(n,y,2) = (z,y—

z,1)

HT : R — RS T(r,yz2 =
(2%, wy, 2)

g T : R — RS T(n,y,2) = (v —
y,x—z,1)

h T : R — R T(r,y,z2) =
(2,y,0)

2. La T vere en linear transformasjon fra

R? til R? slik at T(1,0) = (1,2) og
T(0,1) = (=2,1). Finn T(3,1) og
T(5,—2).

. La T" vaere en line®r transformasjon
fra R? til R? slik at 7(1,2) = (2,3)
og T(2,1) = (1,4). Finn 7(1,0) og
T7(0,1).

. Transformasjonen 7" som transformerer
trekant ABC til trekant A’B’C’ 1 figuren
under er satt sammen av translasjon av
fra A til origo, rotasjon med 90 grader
mot klokken om origo, og translasjon fra
origo til A’. Finn de fiktive matrisene for
disse tre transformasjonene. Finn sa den
fiktive matrisen for transformasjonen 7'.

Fou I -

som transformerer Yin-Yang symbolet
A til Yin-Yang symbolet B.

&

|
T

1

. Finn den fiktive matrisen for transfor-

masjonen 7' som transformerer firkanten
ABCD til firkanten A’'B’C’D’ i figuren
under.

A__B
3t p—c® c
5 1
14 A :
—
1 2 3 4

. Finn den fiktive matrisen for transfor-

masjonen 7' som transformerer firkanten
ABCD til firkanten A’'B’C’D’ i figuren
under.

A B
1 D’ C
3 D C
2 .
1 T A, B’
—
1 2 3 4
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8. En linear transformasjon 7' : R? — R?
er gitt ved formelen 7'(x) = (v +
T, 2x 1+ .TQ).

a) Hva er bildet av punktet (1,0)?

b) Hva er bildet av punktet (0, 1)?

¢) Hva er matrisen til 77

d) Inverter matrisen fra punkt c).

e) Hvilket punkt avbilder 7" pa (2,1)?

9. En lineer transformasjon T’ : R3 — R3

er gitt ved formelen 7'(x) = (321 + 22+
T3, —I1 —+ Ta, 21’1 —+ 233‘2 —+ l’g).

a) Hva er bildene av punktene
(1,0,0),(0,1,0) og (0,0,1)?

b) Bruk svaret fra a) til a skrive ned
transformasjonsmatrisen til 7.

¢) Finn matrisen til den inverse trans-
formasjonen 7.

10. En lineer transformasjon 7' : R3 — R3
er gitt ved formelen 7'(x) = (v +
T, Ty + T3, T1 — T3).

a) Hva er bildene av punktene
(1,0,0),(0,1,0) og (0,0,1)?

b) Bruk svaret fra a) til a skrive ned
transformasjonsmatrisen til 7.

¢) Finn alle punkter som 7" avbilder

d) Finn alle punkter som 7' avbilder
11. Enliner transformasjon 7" har transfor-
masjonsmatrise
3 =2
=% 7

a) Bestem likningen for punktene
som 7" avbilder pa 1. aksen.

b) Bestem likningen for punktene
som 7T avbilder pa 2. aksen.

¢) Tegn punktmengdene fra a) og b)
inn i et koordinatsystem.
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d) Tegn inn sgylevektorene til A~!
inn i samme figur som i punkt c).

12. En transformasjon av planet avbilder
punktet A(1,2) til punktet A'(7,2),
punktet B(2,3) til punktet B'(5,4) og
punktet C'(1,4) til punktet C’(3,2).

a) Tegn opp trekantene ABC' og
A’'B'C" i et koordinatsystem.

b) Den fiktive translasjonsmatrisen
T avbilder A til origo. Tegn opp
bildet av trekanten AABC' etter
transformasjonen 7} .

¢) La T, vaere den fiktive matrisen
som roterer planet 90 grader mot
klokken. Finn bildet av trekant
ABC etter den sammensatte trans-
formasjonen 7577.

d) Tegn bildet av trekant ABC' etter
den sammensatte transformasjo-
nen 7775. Sammelign med figuren
1 punkt c). Hva forventet du? Stem-
te forventningen med det du sa?

e) Bestem den fiktive transforma-
sjonsmatrisen 7.

f) Finn punktet i planet som holdes i
roavT.

13. La T" vere transformasjonen gitt ved
T(x,y)=Q2r+y+3,z+y—2).

a) Visat 7 har fiktiv transformasjons-
matrise

b) Finn et punkt (xo,7y0) slik at
T'(x0,y0) = (2o, Yo)-
c¢) Finnes det flere punkter (zo,yo)

slik at T'(zg, yo) = (7o, yo) enn det
du fant i deloppgave b)?



KAPITTEL 7

DETERMINANTER, EGENVERDIER OG
EGENVEKTORER

7.1 Determinanter av sma matriser

7.1.1 Determinanter av 2 x 2 matriser

Determinantbegrepet er viktig for matriser. Determinanten er et tall man regner ut for en kvad-
ratisk matrise.

Definisjon 7.1. For en 2 x 2-matrise

er determinanten lik
det A = ad — be.

Determinanter kan skrives pa mange mater. De vanligste er

det A= |A| = . d

ab’

Det er verdt & merke seg at de vertikale strekene ikke ma forveksles med absoluttverdi-tegn.
Determinanter kan ha bade positive og negative verdier.

Regneeksempel 7.1. Finn determinanten til

A:B ﬂ

115
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Lgsning: Vi har

2 3
{2 J =2-1-3-2=-4

7.1.2 Kofaktormatriser av orden 2 x 2

Definisjon 7.2. Matrisen
kof A = [a” _aﬂ

—ai2 a1

kalles kofaktor-matrisen til matrisen

A= {an a12:| .

a21 A2

Kofaktor-matrisen gir oss en grei formel for a finne den inverse av en 2 X 2 matrise.

Setning 7.1. Den inverse av en 2 X 2-matrise A er lik

1
det A

(kof A)”. (7.1)

I neste delkapittel skal vi definere kofaktor-matriser for stgrre matriser. Med den definisjo-
nen vil formel 7.1 gjelde for alle kvadratiske matriser. Dessverre tar det svaert mye tid & regne
ut kof A for matriser som er stgrre enn 3 X 3-matriser. For den inverse av 2 X 2 matriser sparer
formelen oss for mye regning.

Regneeksempel 7.2. Bruk formel 7.1 til & regne ut den inverse til matrisen

2 -1
st
Lgsning Determinanten til Aerdet A =2-1— (—1) - 1 = 3. Kofaktormatrisen er
1 -1
kof A = [1 9 } .

Den inverse til A er derfor

A deiA(kofA)T =% {_11 ﬂ = {j{/gg ;@ '
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7.1.3 Determinanter av 3 x 3-matriser

Definisjon 7.3. Determinanten til matrisen

ai; Q12 a3
A= a21 A2z Q23

az1 asz g3

er gitt ved

det A = ay1a20a33 — 11023032 — A12021G33 + Q12023031 + Q13021032 — 13022031 -

Det er ikke ngdvendig a huske denne formelen. Det er tilstrekkelig 4 bruke definisjonen som
blir gitt i delkapittel 7.2.

7.1.4 Kofaktormatriser av orden 3 x 3

Nar vi fjerner en rad og en sgyle i en 3 x 3-matrise far vi en 2 x 2-matrise. Siden det er 3 rader
og 3 sgyler i en 3 x 3 matrise far vi tre ganger tre matriser pa denne maten.

Definisjon 7.4. En underdeterminant D;; til en 3 X 3-matrise A er lik determinanten til
2 x 2 matrisen vi far nar vi har fjernet rad i og sgyle j fra matrisen A.

Regneeksempel 7.3. Regn ut alle underdeterminantene til matrisen
1 11
A=|-1 2 1
3 1 2
Lgsning:
2 1 -1 1 -1 2
11 11 11
11 1 1 1 1
D=1y 4|=-1 D=1 4|=2 Dy =11 o/ =3

Vi bruker underdeterminanter til a regne ut kofaktormatrisen til en 3 x 3 matrise. En 3 x 3-
matrise har 9 kofaktorer.
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der D;; er underdeterminanten definert i definisjon 7.4.
Kofaktormatrisen til A er definert ved

kof A = [kof(a;;)].

kof(aij) = (—].)H—jDij,

Definisjon 7.5. Kofaktoren for elementet a;; til en 3 x 3-matrise A er definert ved

Det er nyttig a bruke fglgende “‘sjakkbrett”-skjema for fortegnsendring ved utregning av

kofaktormatrisen. ~ _
+ - 4+ -
-+ - +
+ - 4+ -
-+ - 4
Eksempel 7.1. Kofaktorene til
1 11
A=1]-1 2 1
3 1 2
er gitt ved
kOf(an) == +D11 =3 kof(a12) == —D12 =5 kOf(a,lg) == +D13 = -7
kOf(G,Ql) = —D21 =—1 kOf(G,QQ) = —|—D22 =—-1 kOf(CL23) = —D23 =2
kof(a31) = —|—D31 =—-1 kof(a32) = —D32 = -2 kOf(CL33) = +D33 =53
Kofaktormatrisen til A er
3 5 =7
kof A=|—-1 -1 2
-1 -2 3

Skrevet ut er den transponerte av kofaktormatrisen til A

(CL22CL33 - CL23CL32) —(CL12G33 - a13a32) (CL126L23 - CL13CL22)

(kOf A)T = —(a21a33 - a23a31) (a11a33 - CL13CL31)

- (CL11 Q23 — CL13CL21)

(a21a32 - (l22€131) —(a11a32 - CL12€131) (a11a22 - a12a21)

Om vi regner ut matriseproduktet A(kof A)7 sé far vi

detA 0 0
Akof ) = | 0 detA 0
0 0 det A

= (det A)I.

(7.2)
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Vi kunne ogsa skrevet den transponerte av kofaktormatrisen til A som

kof(ay1) kof(ag;) kof(as;)
(kof A)T = |kof (a12) kof(ags) kof(asz)
kof(ay3) kof(ass) kof(ass)

Fra formel 7.2 vet vi at hvert diagonalelement i matriseproduktet A(kof A)7 er lik det A. Det
gir fglgende formel for determinanten til A.

det A = a1 kOf(ClH) + a2 kOf(Cng) + a3 kOf(Cng).

Denne formelen kan vi ta som alternativ definisjon for determinanten av en 3 X 3-matrise.

Definisjon 7.6. Determinanten til en 3 x 3 matrise A = [a;;] er gitt ved

det A = ai kOf(an) + a9 kof(a12) + a13 kOf(alg)

I neste kapittel skal vi definere determinanter av matriser over samme lest som i defini-
sjon 7.6 Fra formel 7.2 far vi at formel 7.1 for den inverse av en 2 X 2 matrise ogsa for 3 x 3

matriser.

Setning 7.2. Den inverse av en 3 X 3-matrise A er lik

1
~det A

-1

(kof A)T. (7.3)

Regneeksempel 7.4. Bruk formel 7.3 til 4 regne ut den inverse til

1 11
A=1]-1 2 1
3 1 2

Lgsning: Determinanten til A er

det A = aj1a92a33 — A11G23a32 — A12021G33 + A12023A31 + Q13021032 — 13022031
:1-2-2—1-1-1—1-(—1)-2+1-1-3+1-(—1)-1—1-2-3
:4—1—(—2)+3+(—1)—6:1.

Kofaktormatrisen er regnet ut i eksempel 7.1. Den inverse av A er
5 =1 =l

1
A7l = (kof A)T=15 -1 -2
det A 7 9 3
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7.2 Determinanter av matriser storre enn 2 x 2-matriser

Definisjonen av underdeterminanter er den samme for kvadratiske matriser av alle stgrrelser.

Definisjon 7.7. En underdeterminant D;; til en n X n-matrise A er lik determinanten til
(n —1) x (n — 1) matrisen vi far nar vi har fjernet rad i og sgyle j fra matrisen A.

Legg merke til at forelgpig byr det pa et lite problem & regne ut underdeterminanter for
5 x 5 matriser. Dere er ikke blitt fortalt hvordan dere regner ut 4 x 4-matriser. Dette lgser
seg nar vi har definert determinanter for vilkarlige matriser. P& samme mate kan vi definere
kofaktorer for alle kvadratiske matriser.

Definisjon 7.8. Kofaktoren til elementet a;; til en n x n-matrise A er definert ved
kof(aij) = (—I)H—jDij,

der D;; er underdeterminanten definert i definisjon 7.4.
Kofaktormatrisen til A er definert ved

kof A = [kof(a;;)].

Definisjon 7.9. Determinanten til en n x n-matrise A er gitt ved

det A = ai kOf((IH) + a9 kOf(a,lg) —+ -4 A1n kof(aln)

Siden kof (a;;) = (—1)"*7 D,; sé kan vi skrive formelen over ved hjelp av underdeteminanter

det A= CL11D11 — CL12D12 4+ -+ (—1)”a1nD1n.

Regneeksempel 7.5. Finn determinanten til matrisen

B

Il
_o O =
_ O = O
——_=0 O

O~ = N
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Lgsning:

=110
1

1 01
1
1

1{—-010
0 1

1
1

1
0

det A = a11 D11 — a12D19 + a13D13 — a4 D1y
0 0 1

011
+010 0 1|—
110

010
210 0 1| =1-(-2)—0+0—2-1=—4.
111

(7.4)

7.2.1 Kofaktorekspansjon

Formelen det A = a1 kof(aq1) + a1 kof (aja) + - - - + ay, kof (a1, ) kalles kofaktorekspansjon
langs fgrste rad. Det viser seg at vi kan regne ut determinanten ved & ekspandere langs hvilken
som helst rad

det A
det A

det A

eller sgyle

det A
det A

det A

ag kof(ag1) + age kof(age) + - - - + ag, kof (asy,)
asq kOf(a31> + aso kOf(CLgQ) “+ -4 asn kof(a3n)

a1 kof (an1) + anz kof (ang) + -+ 4 any kof (apy)

a1y kof(an) + 921 kOf(CLQl) 4+ -+ Ap1 kof(anl)
a1z kof(ay12) + agg kof (age) + - - - + ana kof (an2)

ayy, kof (ayy,) + agy, kof (asgy,) + « -+ + apy kof (@)

Vi vil vise hvordan denne valgfriheten kan brukes til & regne ut determinanter. Vi vil finne

determinanten til matrisen

Tt w O W

]
w

S =N O =

OO~ OO
= w w o -

Legg merke til at rad 2 bare har et element forskjellig fra 0. Vi kan spare endel skriving ved a
ekspandere langs den raden

det A =-0+1

S Ot W W
O = N

OO = O

—0+0-0

= W W =
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Vi trenger kun a regne ut en underdeterminant. Denne underdeterminanten har kun et element
forskjellig fra 0 i fjerde rad og vi velger a ekspandere langs den raden.

310
detA=1-{-0+0-0+4(3 2 1
510

I tredje sgyle i 3 x 3 determinanten over finnes kun et element forskjellig fra null. Vi velger a
ekspandere langs den tredje sgyle.

3 1

detA:4<0—1’5 1

'+0) =4(-1)(3-1—-1-5) =8.

7.2.2 Egenskaper for determinanter

I dette kapittelet skal vi se pa endel egenskaper for matriser. Disse egenskapene gir oss en mye
raskere metode for a regne ut determinanter enn ved & bruke definisjonen. Formelen for a regne
ut en determinant blir stgrre og mer tungvind jo stgrre matrisen er. Derfor innfgrte vi kofaktorer
for & regne ut determinanten. For store determinanter blir ogsa kofaktorer for arbeidskrevende.
For triangulare matriser, derimot, er det en meget enkel formel for determinanten.

Setning 7.3. Determinanten til en trianguleer matrise er lik produktet av elementene pa
hoveddiagonalen.

ai 0 e e 0
21 A9292 O te 0
= A11A22 * * * Qpp.-
0
anl an2 . e anb

Forklaringen pa at dette er sant nar A er nedre triangular er som fglgende.
1. For en 2 x 2 matrise fglger setningen direkte fra definisjonen.

2. Determinanten til en nedre trianguleer matrise A er det A = a1 D, fordi a5 = a3 =
-+ = ay, = 0.legg merke til at D; er determinanten til en nedre triangul@r matrise som
har stgrrelse en mindre enn A. Setningen gjelder for n = 2 og derfor for n = 3 og derfor
for n = 4, etc.

a1y 0 0 a 0
22
an azxp 0 |=ap = A11G22033.
aszz A2

ag1 asz Aass

a1y 0 0 0
0 0 a1 0 0
Q21 22 . 0l =
= Q11 (G21 Q22 = A11022033044,

agy asy asz 0
a31 dazz2 G33
aq1 Q42 Q43 Q44

etc.
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Setning 7.4 (Regneregler).

1. Om to sgyler eller rader bytter plass i en matrise sd skifter determinanten fortegn,
men den beholder absolutt verdi.

2. Om to matriser A og B er like bortsett fra spyle j og C' dannes ved d ta A og erstatte
sgyle j med summen av sgyle j fra A og B sd er

det C = det A + det B.

3. Om to sgyler i en matrise er like sa er

det A = 0.

4. Hvis B er matrisen vi far ved a legge et multiplum av en spyle i A til en annen sgyle
i Asder
det A = det B.
5. Hvis B er matrisen vi far ved d legge multiplisere en av sgylene i A med en skalar c

sd er

det B = ¢ det A.
6. Transponering av en matrise endrer ikke determinanten
det(A") = det A.
Folgelig gjelder reglene 1 til 5 ogsa for rader istedet for spyler.

7. Determinanten av et produkt AB er lik produktet av determinantene til hver faktor A
og B
det(AB) = det A det B.

8. Hvis A er inverterbar sd er

det(A™') = 1/(det A).

Fra regel 5 fglger folgende ekstraregel. Hvis A er en n X n-matrise og ¢ er en skalar sa er
det(cA) = " det A.

Vi kan bruke regel 1, 4 og 5 til & regne ut determinanter. Vi illustrerer dette med noen
eksempler.

Regneeksempel 7.6. Bruk reglene regel 1, 4 og 5 til & regne ut determinanten til matrisen

01 3
A= 2
1

1 1
3 4
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Lgsning: Vi bytter om pa fgrste og andre linje. Fortegnet skifter og vi kompenserer ved a
multiplisere med (—1).

01 3 2 1 21
detA=|1 2 1 =(=1)(0 1 3
31 4 31 4
Vi adderer fgrste rad multiplisert med (—3) til tredje rad. Ingen kompensering er ngdvendig.

12 1] —3 1 2 1| —p
det A=(-1)[0 1 3 ] =(-1)jo 1 3 ] .
3 1 4] - 0—5 1] ++

Sa adderer vi andre rad multiplisert med 5 til tredje rad.

1 2 1] —s 12 1
det A=(-1){0 1 3 ] =(-1)|0 1 3| (=1)-1-1-16 = —16.
0-5 1| I+ 0 0 16

Om vi multipliserer en linje eller sgyle i en determinant med en skalar ¢ ma vi kompensere
med & multiplisere resultatet med %

Regneeksempel 7.7. Bruk reglene regel 1, 4 og 5 til a regne ut determinanten til matrisen

04 0.2 038
A=10.1 0.3 0.7
0.0 0.1 0.3

Lgsning: Vi starter med a multiplisere hver rad med 10 og kompensere ved & multiplisere
resultatet med 1—10.

04 02 08 |4 2 8 L oq e 28
det A=[01 03 07 ==[01 03 07| === |1 3 7
0.0 0.1 0.3 0.0 0.1 0.3 0.0 0.1 0.3
428 13 7] — 9 1 3 7
111 1 1
01 3 01 3 0 1 3
1 3 7 13 7
__<_10100) 0 1 3 =W :10100 013 _10100'1'1'10_ﬁ
0 —10 —20| - 00 10
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7.3 Determinanter og lgsning av likninger.

Formelen for invers i setning 7.3 gjelder for vilkarlige matriser.

125

Setning 7.5. Den inverse av en kvadratisk matrise A er lik

1
det A

(kof A)T.

(7.5)

Ulempen med denne er at arbeidet blir ungdig stort for a regne ut determinanter av stgrrelse
4 x 4 eller stgrre. Derfor er formelen over mest interessant fra en teoretisk synsvinkel. For
eksempel ser vi at om det A # 0 sd er A inverterbar. Det viser seg ogsa at om det(A) = 0 saer

A ikke inverterbar.

Teorem 7.1. For en n x n-matrise A er fplgende utsagn ekvivalente'.
1. A er inverterbar
2. Ax = 0 har bare den trivielle lpsningen.

3. Determinanten til A er ikke null.

Eksempel 7.2. Vi vil sjekke om systemet

r + 0 + 22z = 0
2r + y + 4z =
3r + y + 7z = 0

o

har ikke-trivielle lgsninger.
Lgsning: Determinanten til koeffisientmatrisen er

1 4
L =3-0-2=1#0.

1 0
detA=12 1
3 1 3 1

-0 AN

:1‘

-ov2f

Derfor vet vi fra teorem 7.1 at systemet bare har den trivielle l¢sningen.

Fgr du ser pa neste kapittel er det nyttig a forsta teoremet over. Fglgende regneeksempel er

beslektet med det vi skal bruke teoremet til i neste kapittel.
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Regneeksempel 7.8. La matrisen A vare gitt ved

a? 0 4
A=1|1 a 5
0 1 a

Stgrrelsen a er en parameter og vi sier A er avhengig av parameteren a. Bestem for hvilke
verdier av parameteren a at systemet Ax = 0 har uendelig mange Igsninger.
Lgsning: Vi regner ut determinanten til A.

2

IS

det A = = a*(a*-5)+4 = a*—5a*+4 = (a®*—1)(a*—4)(a—1)(a+1)(a—2)(a+2)

Q Ot &~

0
a
1

O =

Determinanten til A er null hvis og bare hvis a = +1 eller a = £2. Vi far derfor uendelig
mange lgsninger nara = —2,a = —1,a = 1l ellera = 2.

7.4 Egenverdier og egenvektorer

7.4.1 Introduksjon til egenvektorer

Definisjon 7.10. La A vere en kvadratisk n X n-matrise, x # 0 vare en vektor forskjellig
fra nullvektoren' i R™ og la \ vare en reell skalar. Hvis

Ax = \x

sa kaller vi A for en egenverdi av A. Vektoren x er da en egenvektor til A tilhgrende
egenverdien \.

Eksempel 7.3. La A = [_41 ﬂ oglax = [_11} daer

gl B g e R

Folgelig er 2 en egenverdi for A og x er en egenvektor som hgrer til egenverdien 2.
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Eksempel 7.4. La A = {_41 ﬂ oglaLay = {ﬂ daer

=[5 B =)

Hgyresiden kan apenbart ikke skrives som Ay for noe verdi av \. Derfor er y ikke en
egenvektor til A.

La \ vaere en egenverdi av A og la x vere en egenvektor som hgrer til egenverdien A. La ¢ vaere
en reell skalar forskjellig fra 0. Da er

Alex) =cAx=cAx =\ (cx).

Derfor er ¢x ogsa en egenvektor som tilhgrer egenverdien \.

Setning 7.6. Hvis )\ er en egenverdi til A og at X er en tilhgrende egenvektor, sd er ogsd cx
ogsa en egenvektor som hgrer til \ for hvilken som helst verdi av c forskjellig fra null.

Setning 7.7. Hvis S = {v1,Va,...,Vi} er et sett av egenvektorer som hgrer til en egen-
verdi \ til A. Sa er enhver linecerkombinasjon av S enten nullvektoren eller en egenvektor
som hgrer til \.

Vi forklarer hvorfor denne setningen er riktig ved a bruke at 7' : x — Ax er en linear
transformasjon. For en vilkarlig lineeerkombinasjonen y = ¢y vy + cove + -+ - + ¢V av S er

Ay = A(eyvi + cova + - - - 4+ Vi) = LAV + AV + - - - + ¢ Avy =
AV + oAV + - -+ AV = A1V + Ve + -+ F V) = Ay

Definisjon 7.11. La A vere en n X n-matrise og la A vaere en egenverdi til A. La F, vare
delmengden av R" som bestar av nullvektoren og alle egenvektorer tilhgrende A\. Mengden
E), kalles for egenrommet som hgrer til egenverden .
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7.4.2 Egenverdiproblemet

A finne egenverdier og de tilhgrende egenvektorerne til en matrise A kalles for egenverdipro-
blemet. Vi skal finne alle par av A og x som tilfredstiller likningen

Ax = Ax.
Vi omformer denne likningen ved a trekke fra A\x fra begge sider av likningen.
Ax —Ax=0.

Legg merke til at x er en felles faktor pa venstresiden av likningen. For & kunne bruke distributiv
lov sa ma begge leddene vare pa samme form. Vi omformer det andre leddet slik at begge ledd
er pa formen matrise ganger vektor.

Ax — A Ix = 0.
Na kan vi bruke distributiv lov. Egenverdiproblemet kan derfor skrives pa formen
(A= XDx=0. (7.6)

Matematikken er full av sma detaljer som tilsynelatende ikke ser viktige ut, men som i hgyeste
grad er det. Legg merke til at vi ikke tillater at en nullvektor kan vere en egenvektor. Vi ser
derfor etter ikke-trivielle lgsninger av egenverdiproblemet 7.6. Vi vet at om det(A — A1) # 0
sd er A—\ [ inverterbar. I sa fall har egenverdiproblemet 7.6 kun den trivielle l¢sningen. Derfor

ma vi kreve at
det(A— A1) =0. (7.7)

Likning 7.7 kalles for den karakteristiske likningen for egenverdiproblemet 7.6.

Eksempel 7.5. Bruk den karakteristiske likningen til a finne alle egenverdier til matrisen

a=[4 9.

Lgsning: Vi regner ut

SYELE B AN

Vi regner sa ut determinanten

4—2) 2

det(A-\1) = ’ 1 (-

’ = (4=A)(1=X)—=2-(=1) = 4—5A+A%+2 = A2—5)\+6.
Vi har derfor karakteristisk likning
A —BA+6=0.
Dette er en annengradslikning som vi kan lgse og far
A=2VA=3.

Egenverdiene til A er derfor \; = 2 og \y = 3.
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For & finne egenverdiene tilhgrende en gitt egenverdi ma vi lgse egenverdiproblemet 7.6
innsatt egenverdien.

Eksempel 7.6. Finn alle egenvektorer som hgrer til hver av egenverdiene A\; og Ao i ek-
sempelet over Lgsning: Vi lgser for hver egenvektor

A = 2). Vi skriver opp koeffisient matrisen til (A — XA [)x = 0 og utfgrer en Gauss-
eliminasjon

(4-N) 2 12 2 11
-1 1-X |-1 -1 00
Vi har fglgende likning x; 4+ x5 = 0 med en fri variabel x5. Vi setter denne lik en parameter
x9 = t. Lgser vi likningen far vi z; = —t. Vi har derfor Igsningsmengden er alle

Egenvektorer tilhgrende egenverdien 2 er:
-1
X:t|:1:|, t#0.()

Vektoren v; = [—1 1] " er en basis for egenrommet til A tilhgrende egenverdien \; = 2.
A = 3). Vi skriver opp koeffisientmatrisen til (A — A /)x = 0 og utfgrer Gauss-
eliminasjon

(4-)) 2 |12 1 2
-1 (1=XN)| |-1 -2 0 0
Vi har fglgende likning x; + 225 = 0 med en fri variabel x,. Vi setter denne lik en parameter
x9 = t. Lgser vi likningen far vi z; = —2¢. Vi har derfor lgsningsmengden er alle

T —2
X = LCJ ——tll }
Egenvektorer tilhgrende egenverdien 3 er:

x:t{_ﬂ, t#0.()

Vektoren v, = [—1 2} T er en basis for egenrommet til A tilhgrende egenverdien Ay = 3.

Prosessen fram til 4 finne en egenvektor er sammensatt og regnefeil skjer. Det er derfor
ngdvendig & sjekke svaret. Vi har for eksempel

R 3 s i
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Regneeksempel 7.9. Finn alle egenverdier og basiser for de tilhgrende egenrommene til
matrisen.

3 0 2
A=1-2 1 =2
-1 -1 2
Lgsning: Det karakteristiske polynomet er
(3—=2X) 0 2 _ _
det(A—A)=| -2 (1-X) -2 |=@B-2x ‘(1_1” o _QA)‘
-1 -1 (2—))
-2 =2 -2 (1=-X
_O’—l (2—)\)‘ +2‘—1 -1 ’

=B-MN(T=X2-2)-(=2)(-1)) = 0+2((=2)(-1) -1 =X)(-1)) =
B=XNA=3X)—-0+203—=X) =B =X\ -3x+2).

Karakteristisk likning (3 — A\)(A\* — 3\ + 2) = 0 har Igsning A = 1, A = 2 og A = 3. Vi
finner egenvektorene.

A1 = 1: Egenverdiproblemet har koeffisientmatrise

(3—X\1) 0 2 2 0 2 1 0 1
-2 (1—=X\p) -2 =(-2 0 -2({~ |0 1 -2
-1 -1 (2—X\) -1 -1 1 00 O
Vi har likningene x; + z3 = 0 og 9 — 223 = 0. x5 er en fri variabel, x5 = ¢. Vi
lgser hver av likningene og far x; = —t og 2o = 2t. Setter vi ¢t = 1 far vi basis for
egenrommet F,
vi=[-1 2 1] .
A2 = 2: Egenverdiproblemet har koeffisientmatrise
(3—X\2) 0 2 1 0 2 1 0 2
-2 (1 —X9) -2 =|-2 -1 -2(~ |0 1 -2
—1 —1 (2= A2) -1 -1 0 00 O

Vi har likningene =1 4+ 2x3 = 0 og x5 — 223 = 0. 3 er en fri variabel, x5 = ¢. Vi
Igser hver av likningene og far z; = —2t og x5 = 2t. Setter vi ¢ = 1 far vi basis for
egenrommet Fy

vo=1[-2 2 1] .

A3 = 3: Egenverdiproblemet har koeffisientmatrise

(3—2A3) 0 2 0o 0 2 1 10

—2 (1—X3) —2 =1|-2 -2 2|~ 1]0 01

-1 -1 (2—X3) -1 -1 -1 0 00
Vi har likningene 1 + o = 0 og 3 = 0. x5 er en fri variabel, zo = ¢. Vi lgser hver
av likningene og far x; = —t og x3 = 0. Setter vi ¢t = 1 far vi basis for egenrommet

E; .
vi=[-1 1 0] .
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7.4.3 Multiplisitet av egenverdier

Regneeksempel 7.10. Finn alle egenverdier og basiser for de tilhgrende egenrommene til
matrisen.

0 1 -1
A=1]-1 2 -1
-1 1 O

Lgsning: Den karakteristiske likningen er

0—=x 1 —1
O=det(A—X)=| -1 (2—2X) -1 |=-=-X1-2))>2
—1 1 (0=\)

Egenverdiene er \; = 0 og Ay = 1. Vi finner basis for egenrommene.

A1 = 0: Egenverdiproblemet har koeffisientmatrise

1 ~1 0 1 -1 10 -1
~1 2=X) -1|=]|-12 -1|~]0 1 -1
~1 1 -\ -1 1 0 00 0

Fra trappematrisen leser vi av to likninger 1 — 23 = 0 og x5 — x3 = 0. Vi setter den
frie variabelen lik en parameter x5 = ¢ og Igser likningene. x1 = t og x5 = t. En
basis for egenrommet for egenverdien 0 er

vi=[111]".

A2 = 1: Egenverdiproblemet har koeffisientmatrise

A1 ~1 ~1 1 -1 1 -1 1
1 (2=X) -1|=1|-11 -1|~]0 0 0
~1 1 =X 11 -1 0 0 0

Vi far kun en likning 7 — x5 + 3 = 0. De to frie variablene settes lik hver sin
parameter x5 = s og x3 = t og vi Igser likningen ;1 = s —t. Vi finner basisvektorene
ved & sette (s,t) = (1,0) og (s,t) = (0,1) inn i lgsningen.

vo=[1 1 0] ogvs=[-1 0 1]"

Legg merke til at 0 kan vare en egenverdi, men O kan ikke vare en egenvektor. Null er alltid
en egenverdi nar nullrommet til en matrise har dimensjon 1 eller stgrre.

Videre er ser vi at egenrommet til egenverdien 1 i eksempelet har dimensjon 2. Faktoren
1 — X kommer i annen potens i det karakteristiske polynomet —\(1 — \)2. Vi sier da at multi-
plisiteten til egenverdien Ay = 1 er lik 2. Det er en sammenheng mellom multiplisiteten til en
egenverdi og dimensjonen til det tilhgrende egenrommet.
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Setning 7.8. Hvis n X n-matrisen A har en egenverdi A med multiplisitet m) sa har det
tilhgrende egenrommet dimensjonen maksimalt m;y.

1 S lelE)\ S my.

Eksempel 7.7 (Defekt matrise). Matrisen

el

har karakteristisk polynom (1 — \)?. Den har en egenverdi med multiplisitet 2. Allikevel er
dimensjonen til det tilhgrende egenrommet 1. Egenverdiproblemet har koeffisient matrise

thi

Denne er allerede pa trappeform og likningen lyder 2z, = 0. Den har lgsningen x =
T T .
t [1 0] . [1 0} er basis for egenrommet.

Triangulere matriser er svaert enkle & finne egenverdiene til.

Setning 7.9. Egenverdiene til en triangulcer matrise er lik elementene pa hoveddiagonalen.

Eksempel 7.8. Den nedre triangul@re matrisen

har egenverdiene 0, 1 og 2. Egenverdien 1 har multiplisitet 2. De andre har multiplisitet 1.

Antallet egenverdier til en n X n-matrise er aldri stgrre enn n inklusive multiplisitet.
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Setning 7.10. Hvis A er en symmetrisk n X n matrise sa har A ngyaktig n egenverdier
medregnet multiplisitet.

Teorem 7.2. Et vektorsett vi, Vs, ...,V av k egenvektorer til en matrise A tilhgrende for-
skjellige egenvektorer Ay, \o, . .., A\, er linecert uavhengige.

7.4.4 Diagonalisering

En viktig anvendelse av egenvektorer er diagonalisering.

Definisjon 7.12. En diagonalisering av en matrise A er et par av matriser P og D der P
er en inverterbar matrise og D er en diagonal metrise slik at

A= PDP

Sjekk om du forstar at en diagonaliserbar matrise ma vere kvadratisk og at P A og D ma
ha samme stg@rrelse.

Setning 7.11. En n X n-matrise A er diagonaliserbar hvis og bare hvis A har n linecert
uavhengige egenvektorer vi,vso, ..., v,. Da er matrisene P og D gitt ved
P = [Vl Vg - Vn]
08
A0 0
0 X 0
D = .
0 O An
der v; tilhgrer egenverdien \; til A, i =1,2,...,n.
PS! Selvom vy,vso, ..., v, er LU. trenger ikke A1, Ao, . .., \, veere forskjellige.
Vi kan ogsa skrive diagonalmatrisen D pa formen D = [/\161 Ag€y -+ /\nen] Da har

vi ifplge definisjon 4.3 at

PD = [AlPel )\QPeQ s )\nPen] = [Alvl /\QVQ s )\nvn]
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0g
AP = [AVl AVQ cee Avn} = [)\1V1 )\2V2 tee )\nvn] .

Derfor er AP = PD som vi gjgrom til A = PDP~!,

Eksempel 7.9. Fra eksempel vet vi at

har 3 forskjellig egen verdier Ay = 1, Ay = 2 og A3 = 3. Da vet vi at de tilhgrende
egenvektorene er linezrt uavhengige. Da er

-1 -2 -1
P = [Vl Vo V3] = 2 2 1
1 1 0
0g

1 00

D=10 2 0

00 3

Gitt fglgende eksempel

Regneeksempel 7.11. Vi vil diagonalisere matrisen

0.3 0.7
A= {0.2 0.8} '

Lgsning: A finne en diagonalmatrise D og invertibel matrise P slik at A = PDP~*
1. Finn fgrst egenverdiene: Lgs karakteristisk likning 0 = |A — |
0=(03-X)(08-X)—07-02=X—-1.1X4+0.1
2 Lgsninger: Egenverdiene \; = 1, A\ = 0.1
2. Lgs Ax = 1x og Ax = 0.1x.

-0.7 0.7 1 -1 1
A= 1: [ 0.9 _0.2] ~ [0 0 ].Egenvektor. v = [1]

0.2 0.7 2 7] Boenvekion ve — | 7
0.2 0.7 0 o "8 V2T 9

coey Y- Ao o[ )

)\2 =0.1: |:
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Diagonalisering har mange anvendelser. Den fgrste vi skal se pa er utregning av utrykk pa
formen A", der A er en diagonaliserbar matrise.

Setning 7.12. Anta at A er diagonaliserbar med P og D slik at A= PDP~!. Da er

A" = PD"P7! forn=1,2,3,....

Bevis. Vi skal benytte oss av induksjonsbevis. Fgrst beviser vi at setningen holder for for
n = 1. Deretter beviser vi at setningen holder for n = k£ + 1 hvis den holder for det naturlige
tallet n = k.

For denne setningen slipper vi 4 bevise setningen for n = 1 fordi A! = PD'P~! er setnin-
gens betingelse. Sa setningen er sann for n = k£ + 1 og setningen er bevist.

Om setningen er sann for n = k sd er A* = PD*P~1. Vi regner ut A1 = A*A =
PDFP-'PDP~' = PD*IDP~' = PD*DP~! = PDF1p-L, n

Regneeksempel 7.12. Finn et uttrykk for A™ der

0.3 0.7
A= {0.2 0.8} '

Lgsning: Vi har diagonalisert matrisen i regneeksempel 7.11. Den inverse av P er

r-8 )

Vi har ogsa

. 1 07 o 0 0
D= lo (0.1)"} = [0 0}“0'1) [0 1}
Da regner vi ut

St o o v R Y e

— E?g ng} +(0.1)" {_72//99 —27/99]

7.4.5 Systemer av lineaere differensiallikninger

Likningen 3y’ = ay + x er et eksempel pa en differensiallikning. Den ukjente stgrrelsen y er
en funksjon i én variabel. Variabelen kan for eksempel vere x. En lgsning av likningen er en
funksjon y(x) som tilfredsstiller y'(z) = ay(z) + b for alle verdier x. I dette tilfellet har vi
lgsningen y(x) = ce™ — b/a.
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Definisjon 7.13 (System av férste orden). Et system av differensiallikninger i de ukjente

funksjonene vy, o, - . . , ¥, 1 €n variabel 1 for eksempel x eller ¢.
Yy = auy + awpyp +-+ awmys + G

yé = a1 + Qx2ys +---+ Ay, + G2

Y, = an1ila + An2Y2 SFeoogE ApnYn + 9n

Vi finner mange anvendelser av slike systemer i ingenigrvitenskapene. En av disse er an-
vendelsen pa elektriske kretser.

Eksempel 7.10. Strgmmene i den elektriske kretsen i figuren tilfredsstiller differensiallik-
ningene i systemet under.

Vi kan skrive de ukjente funksjonene som en vektor funksjony : ¢ — y(t) eller som

T
y(t) = ) - w()] .
Vi definerer derivasjon av en slik funksjon ved a derivere hver komponent for seg.
T
y'(t)=[vi(t) - yn(t)]

Vi definerer sa vektor funksjonen.

g(t) = [n(t) -+ ga(t)]

Matrisen
ailz Qa2 - Aip
Ag1 Qg2 -+ Aap
A = [aij} =
Ap1 Ap2 - Qpp

kalles for koeffisientmatrisen til systemet. Med denne notasjonen kan vi skrive systemet pa
matriseform

y =Ay +g.
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Hvis A er diagonaliserbar si kan vi forenkle uttrykket. La A = PDP~! der D er en diagonal

matrise. Vi innfgrer skifte av variabel y = Pz. Daer
Pz = APz +g.

Vi multipliserer med P~
z = P 'APz+ P 'g.

Vi har derfor
7z = Dz + P g.
Vi far da n ukoblede differensial likninger i variablene 21, 2o, . . ., 2.
Zi = )\121 + (Pilg)l
Zé = )\222 + (Pilg)z
2= Aza+ (P 'g),.

(7.8)

(7.9)

Regneeksempel 7.13. Vi skal Igse systemet i eksempelet over.
Lgsning: Vi skriver systemet pa matriseform

di/dt = Ai+b, i(0)=0

A= |z —apa]1= [o] e =]

Diagonalisering gir A = PDP~! med

[-2 0 12 L1
D—[o —1/2]’ P—{—1 1}’ og P _§l1

Vilar i = Py og far 2 ukoblede initialverdiproblemer som vi kan lgse.

der

dyi/dt = —=2.0y1 + 2/3, y1(0)=0
dys/dt = —05ys + 2/3, y2(0)=0

Vi finner lgsningen

1 4
Y= g(l —e ) ogy, = 5(1 =@ )

1 8
i(t) =y + 2y =3 — §6_2t - 56—0-&7

1 4
io(t) = —y1 tya =1+ §6_2t — ge—o-&_

=
1

|

Homogene systemer er enkle a lgse.
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—_—
e

Figur 7.1: Graf av Igsningen til systemet i eksempelet med elektrisk krets.

Setning 7.13. Gitt det homogene differensialsystemet i n ukjente yy,ys, . . . , Y, pd matrise-
form

y' = Ay,
der A er en n X n matrise med n linecert uavhengige egenvektorer vi,vs, . .., v, tilhgrende
egenverdiene \i, \o, . .., \,. Da har vi fplgende generelle lgpsning av systemet.

y(t) = c; eMvy ey e?vy + - o ey,

Regneeksempel 7.14. Finn generell 1¢sning til systemet

yi = Y2 — Y3
Yy = =1 + 2y — y3
ys = =y + Y

Lgsning: Systemet har koeffisientmatrise

0 1 -1
A=1|-1 2 -1
-1 1 O

Vi har funnet egenverdier og basis for egenrommene fra regneeksempel 7.10. v; =
111"
vy = [—1 0 l]T er en lineert uavhengige egenvektorer tilhgrende samme egenverdi
Ay = A3 = 1. Vi har derfor fglgende generelle lgsning av systemet.

er en egenvektor tilhgrende egenverdien \; = 0. v, = [1 1 O]T og

1 1 —1
y(t)=ci [1| +cpe’ |1| +c3e | O
1 0 1
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Det vil si

yp(t c1 + (co — c3)ét
ya(t) = 1+ coel
yg(t) = ¢+ Cget

~— —
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Oppgaver fra kapittel 7

Determinanter

1. Finn determinanten til matrisene

o [
(1 2
b) -2 1}
3 2
©) 2 1]

o %0

f

2. Finn (i) underdeterminantene og (ii) ko-
faktorene til matrisene

1 4
2) 5 —2}
2 3
b) 1 —2}
1 4 —2
o |3 1 2
2 1 1
[—2 1 -1
d |1 1 3
|3 -1 1

3. Bruk kofaktor ekspansjon til a regne ut
determinantene til matrisene

1 0 —2
a) |1 1 2
0 1 1|
(4 1 —1]
b) [1 0 3
2 0 1|
1 0 3
c) |0 2 3
0 0 3
(1 1 3 2
1 03 2
d)0020
10 2 2
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-2 3 -1 1
) 2 0 4 2
1o 0o 0 0
-1 0 -2 4
[—2 3 -1 1 6]
0O 0 0 01
)y -1 4 4 2 3
2 0 0 01
(2 1 1 0 3]
[—2 3 -1 1 6]
3 0 0 00
g9 -1 0 4 0 3
0 0 01
i I 1 0 3
[—2 3 -1 1 6
0 3 4 1 0
hy |0 0 2 1 3
0O 0 1 2 1
0 0 0 0 =5
4. Finn determinanten til matrisene
(30 0 00
0 % 000
a) [0 0O 4 00
00010
0000 3
[—2 00 0 0
1 00 00
b) -1 1 4 0 0
0 4 2 « 0
(2 110 3
[—3 3 11 5
o -1 2 -1 1
© |0 0 & 1 3
0 0O 0 4 1
0 0 0 o0 1
Egenverdier
1 1 2
5. Gitt matrisen A = |1 —2 1|. Regn
1 -1 0

ut Ax der x er gitt nedenfor. Avgjgr hvil-
ke av vektorene under som er egenvek-
torer til A. Finn ogsa tilhgrende egenver-
di for egenvektorene.



6. Bruk formel 7.1 til & regne ut de inverse
til 2 X 2 matrisene

ol 3] ol ol
ot 3] el ol Y]

7. Bruk formel 7.1 til &

\)

regne ut

de inverse til 3 X 3 matrisene
1 00 300
a) (2 1 0 b) (0 4 O
1 3 1 [0 02
(1 -1 2 (3 2 —1
0|3 1 1f d|1 3 0
4 1 2 1-2 1
Diagonalisering

8. Diagonaliser = matrisen A

2 2 1
1 0 1f.
2 -2 3

9. En matrise kalles stokastisk hvis sum-
men av elementene i hver sgyle er en.

a) Hvilke egenverdier har matrisen

0.7 0.1
= ?
A {0.3 0.9} '

Finn ogsa en egenvektor for hver
av egenverdiene.

b) Finn en inverterbar matrise K og
en diagonal matrise D slik at A =
KDK™!,

¢) Vis at alle stokastiske matriser har
egenverdi 1. (Hint: Vis fgrst at
summen av radvektorene i matri-
sen A — 11 er lik nullvektoren.)
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10. T et fiktivt land der ingen flytter ut
og innbyggertallet er konstant bor 30
prosent i byene og 70 prosent pa lan-
det. Hvert ar flytter 10 prosent av de
som bor i byen til landet og tretti pro-
sent av de som bor pa landet flytter
til byen. Vi antar at landet har en mil-
lion innbyggere. La v, vare vektoren
der 1.-komponenten er lik antall per-
soner som bor pa landet etter £ ar og 2.-
komponenten er antall personer som bor
i byen etter k ar.

a) Finn matrisen A i formelen vy, =
AVk.
b) Finn egenverdiene med tilhgrende

egenvektorer til matrisen A.

¢) Bruk svaret i b) til & si hvor man-
ge mennesker som bor i byen nar
innbyggertallet har stabilisert seg.

d) Diagonaliser matrisen A og finn et
uttrykk for A™.

0.3 04

1. Ta A = {0.7 0.6

A",

} . Finn et uttrykk for

= Differensiallikninger

12. Lgs systemene av differensiallikninger.

a)
Yy = 3yt
Yy = Y1+ 3y
b)
yi = 3y — 2
Yy = 4y — 3

Oppgave 13 er for de som kjenner til teorien
for elektriske kretser.

13. a) Finn en differensiallikning for kretsen
i figuren, der de ukjente stgrrelsene er
strgmmene 7, 0g i5. (Bryteren skal vere
lukket.)
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b) Sett inn verdiene £ = 3.0V, R, =
4009, R, =600€2, L =40mH og C' =
1.0 uF og finn den generelle lgsningen.

c¢) Bryteren har vert dpen lenge. Ved ti-
den ¢ = 0 lukkes bryteren. Du kan anta
at i1(0) = i2(0) = 0 og ¢(0) = 0. Finn
i1(t) og i2(t) med disse startbetingelse-
ne.

Teori

14. Bevis at hvis A er ortogonal sa er
det A = +£1.

15. Bevis at hvis A er inverterbar sa er

det(A™') = . (Hint. Du kan f4 bruk

for regelen for determinanter av et pro-
dukt av matriser.)

16. En kvadratisk matrise A er er skjev-
symmetrisk hvis AT = —A. Bevis

at hvis A er skjev-symmetrisk sa er
det A = (—1)"det A.

17. Hva er determinanten til en skjevsym-
metrisk n X n matrise hvis n er et odde-
tall.

Flere oppgaver for a finne egenvektorer

18. Finn egenverdier og tilhgrende egenvek-
torer til matrisene.

@[3

4 —4 2
A=]1 0 1
-3 4 —1]
(1 —1 —1]
c) A=1-2 3 =2
-4 5 —2]

19. Finn egenverdier og tilhgrende egenvek-
torer til de stokastiske matrisene.

2 0.2 0.3]
0.8 0.7]
(0.4 0.1]

b) 0.6 0.9

0 (0.7 0.5]
0.3 0.5

20. Finn egenverdier og en basis tilhgrende
for egenrommene til matrisene.

(3 2 1]
) A= |-1 0 -1
(2 4 4|
o
byA=|1 0 1
-1 2 1]
4 -2 4 -3
1 0 -1 1
OA=1_1 0 1 1
4 2 4 -3



KAPITTEL 8
ORTOGONALE PROJEKSJONER

8.1 Indreproduktet pa R”

8.1.1 Indreprodukt

I dette delkapittelet skal vi se pa indreprodukter. Indreprodukter er ogsa kjent som skalarpro-
dukt og prikkprodukt.

Definisjon 8.1. Indreproduktet mellom to vektorer u og v i R” er definert ved
U-V = UVU; + UVg + -+ * + UpUp.

Med summenotasjon skriver vi

n
u-v= E U V5.
i=0

Eksempel 8.1. Indreproduktet mellom vektoreneu = [2 —1 5] ogv=[3 4 1]er

u-v=2-34(-1)-44+5-1=6—-4+5=71.

Indreproduktet mellom to sgylevektorer u og v kan skrives ved hjelp av matriseproduktet

(%1

u-v=-u v:[ul Ug - un] 2 . (8.1)

143
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La A og B vare to matriser. Da finner vi (ij)-elementet til AB ved & regne ut indreproduktet
til 7-raden til A med j-sgylen til B.

k

Fglgende regneregler gjelde for indreproduktet i R™.

Setning 8.1 (Grunnleggende egenskaper til indreproduktet). La u, v og w vere vekto-
rer i R" og la a veere en skalar. Da er

I. u-v=v-u, (symmetri).
2. (u+v) - w=u-w-+Vv-w, (additivitet).
3. (au) - v = a(u - v), (homogenitet).

4. u-u > 0o0gu-u = hvis og bare hvis u = 0, (positivitet).

8.1.2 Indreprodukt og lengde

Begrepet indreprodukt er nart knyttet til geometri. Ved hjelp av indreprodukt definerer vi
stgrrelser som lengde av en vektor, avstand mellom punkter og vinkel mellom to vektorer.
Dette er stgrrelser som opprinnelig tilhgrer geometri 1 planet og i rommet.

P(z,y)
5
0@(\“ s
|
‘é\ﬁ E
l
|
Origo <
Katet = x

Figur 8.1: Pytagoras og lengden til en vektor

Lengden til en vektor v = [:C y] 1 planet er definert som avstanden fra origo til punktet
P(x,y). Betrakt trekanten i figur 8.1. Pytagoras teorem sier oss at i en rettvinklet trekant er
kvadratet av lengden til hypotenusen lik summen av kvadratene av lengdene til katetene. Det

vil si atlengden til v er /22 + y2. Lengden til vektorenu = [z y z]eru=\/2® +y2 + 22

Det er naturlig & definere lengde ogsa for vektorer i R”.

Definisjon 8.2. Lengden til en vektor v i R" er gitt ved

|V|:\/V-V:\/v%+v§+---+v%.
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Et annet navn pa lengden til en vektor er kvadratisk norm.

Eksempel 8.2. Lengden til vektoren (2, —2,1,4) er

V2 (22 +124+42=+/4+4+1+16=5.

Lengden til vektoren (1,0,0,0) er

VIZ4+02+024+02=v1+0+0+0=1.

Den siste vektoren i eksempelet er kalles ofte for e;. Den er den fgrste av fire vektorer som
utgjgr standardbasisen R*. Standardbasisen for R™ er definert i eksempel 5.5 pé side 90.

Eksempel 8.3. Vektorene e, e, ..., e, i standardbasisen har lengde 1.

Standardbasisen har en sentral betydning for vektorer i R”. Vektorer med lengde 1 vare
nyttig for & beskrive et en retninger entydig. I mange anvendelser er enhetsvektorer viktige. De
spiller en stor rolle i geometri men ogsa i anvendelser slik som komprimering av lyd og bilder.
Det finnes derfor et eget navn for vektorer med lengde lik en.

Definisjon 8.3. En vektor u med lengde |u| = 1 kalles en enhetsvektor.

Eksempel 8.4. Vektorene u = (0.8,—-.6), v = (6/7,—-2/7,3/7) og w =
(1/2,1/2,1/2,1/2) er enhetsvektorer.

lul = /0.82+(-0.6)2 =+/0.64 4 0.36 = 1.

Iv| = V(6/7)2+ (=2/7)2+ (3/7)2 = \/36/49 + 4/49 + 9/49 = 1.

w| = /1/4+1/4+1/4+1/4=1.

Om to vektorer i planet peker i samme retning, kan den ene vektoren fas fra den andre ved
4 multiplisere med en skalar!. Det er godt 4 ha et presist begrep for retninger som vi kan bruke
i R™. Til det er det naturlig a bruke enhetsvektorer. Fglgende setning gir en oppskrift pa a finne
en enhetsvektor som har samme retning som en gitt vektor.

!Skalarmultiplikasjon er definert pé side 80.
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Setning 8.2. Hvis v er en vektor forskjellig fra nullvektoren sa er

1
VY

en enhetsvektor. Denne kalles for retningen til v. Vi sier at vi har normalisert vektoren v.

Regneeksempel 8.1. Finn retningen til vektoren v = (5, 3,4, —1,7).

Lgsning: Vi finner lengden til vektoren v. |v| = /5% + (=3)2 +42+ (—1) + 72
V25+9+16+49+1 = +/100 = 10. Retningen til v er derfor ﬁv =
1(5,-3,4,—1,7) = (0.5,-0.3,0.4,-0.1,0.7).

8.1.3 Indreprodukt og avstand.

Punktene P(uq,us) og Q(v1,v;) i planet kan representere vektorene u og v i R?. Avstanden

e,
u—v
2 4 P
\%
1+ 0

Figur 8.2: Avstand og vinkel i planet.

mellom P og @ er lik lengden til vektoren u — v. Det er naturlig a definere avstand i R” pa
samme méte som i R2.

Definisjon 8.4. Avstanden mellom vektorene u og v i R” er lik

d(u,v) =|u—vl|.

Cosinus-setningen anvendt pa trekanten i figur 8.2 gir oss

lu—v|* = [u]® + [v|]* — 2|ul|v| cosb.
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Litt regning gir felgende formel for vinkelen mellom to vektorer:

u-v
cosf =

uflv|’

Der er naturlig & bruke samme formel for vinkelen mellom vektorer i R".

Definisjon 8.5. Vinkelen mellom vektorene u og v er stgrrelsen 6 i intervallet [0, 7| defi-
nert ved

cosf = =V
|ulfv]
Regneeksempel 8.2. Finn vinkelen mellom vektorene x = [8 — 6 70| ogy =

—-12 9 20|

Lﬂsning: Vi I]lar x-y=8-(-12)4+(-6) -9+ 70-20 = —96 — 54 + 1400 = 1250,
x| = VX x = /8 +(-6)2+702 = /64+36+4900 = /5000 = 50/2 og
ly| = vy ¥y = V(-12)2+92 + 202 = /144 + 81 + 400 = /625 = 25. Da har vi
cosf = it = 2 = Y2 Vi finner § = cos™! (?) = 7/4, eller 45° fra tabellen pa
side 213 i formelsamlingen som dere finner i tillegg E.

Legg merke til at nar vinkelen § mellom u og v er 90 grader (eller 7/2 hvis vi bruker
radianer som vinkelmal) sa er u - v = 0 og motsatt.

8.2 Ortogonale vektorer

I planet og i rommet er vi vant til & bruke ordet vinkelrett nar to linjer eller vektorer star 90
grader pa hverandre. For vektorer i R er det mer vanlig a bruke ordet ortogonal. Det er fordi
vi mangler intuisjon om vinkler i flere dimensjoner enn to og tre.

Definisjon 8.6. To vektorer i u og v i R" kalles for ortogonale hvis

u-v=020.

Eksempel 8.5. Vektorene u = (4, —2,6,1) og v = (3,5, —1, 4) er ortogonale fordi u-v =
4:-34(=2)-546-(=1)+1-4=12—10—6+4 =0.
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Mengden av L alle vektorer i planet star vinkelrett pa vektoren u = (3, —2) er en rett linje
i planet. Denne linjen er mengden av alle vektorer v = (z,y) som er ortogonal med u. Dvs at
u- v = 0 for alle vektorer i mengden L. Vi skriver dette ut og far 3z — 2y = 0, som er den rette
linjen y = 1.5z gjennom origo med stigningstall 1.5. En rett linje gjennom origo et eksempel
pa et underrom av vektorplanet R%. Om vi har et underrom? W av et vektorrom R" si er kan
det vaere interresant a finne mengden av alle vektorer som er ortogonale med alle vektoreri IV.

Definisjon 8.7 (Ortogonalt komplement). Gitt et underrom W av R". Det ortogonale
komplementet til W i R” er mengden W+ av alle vektorer i R™ som er ortogonale med
alle vektorer i TW. Nar vi leser W+ s4 sier vi det ortogonale komplementet til 1.

Det viser seg at matriser og lgsninger av homogene systemer er nyttige verktgy for a finne
ortogonale komplementer. Vi minner om at indreprodukt og matriseprodukt har mye til felles.
Om u og v er en sgylevektorer sa er

u-v—=—1u V.

La A vere en m x n-matrise. Mengden av alle x i R" slik at Ax = 0 er mengden av alle vektorer
x som er ortogonale med hver rad i A. Denne mengden er et underrom av R" og kalles for
nullrommet til matrisen A. Du kan lese mer om nullrommet Null A til en matrise i avsnitt 5.5.4.
Hvis a;,as,...,a,, er radene til A og x € NullAsdera;-xforalle k = 1,2,...,m.
Da er x ogsa ortogonal til enhver lineeerkombinasjon av radvektorene til A. Mengden av alle
radvektorer i en matrise kalles for radrommet® Row A.

Teorem 8.1. Hvis A er en m X n-matrise sd er

(Row A)* = Null A

0g
(Col A)* = Null(A™T)

Regneeksempel 8.3. La W vare et underrommet av R* med basis bestdende av vektorene
vy = (1,0,2,1) og vy = (0,1, —1,4). Finn en basis for W=,
Lgsning. Vi lager en matrise der radene er elementene til basisen til 1V/.

10 2 1
A:[01—14}'

Teorem 8.1 sier da at W7 = Row A. I de fleste tilfeller ma man gjgre en Gauss elimina-
sjon for a finne Null A. T dette tilfellet er A allerede pa (redusert) trappeform. Det er to

ZUnderrom av vektottom er definert i delkapittel 5.4.
3Du kan lese mer om radrommet til en matrise i avsnitt 5.5.3 pa side 95.
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pivotsgyler i A. For de to gvrige sgylene definerer vi frie variable x3 = s og x4 = t. Vi
bruker tilbakeinnsetting og far x1 = —2s — t og ro = s — 4t. L@gsningene pa Ax = 0 er
derfor

x = (—2s—t,s—4t,s,t).

Vi finner en basis for Null A = W+~ ved & suksesivt sette s = 1, = 0 og s = 0, = 1.
Det gir u; = (—2,1,1,0) og uy = (—1,—4,0, 1). Derfor er W+ = Linspan{uy, u,}, det
linezre spennet av vektorene u; og us.

I forige regneeksempel benytter vi intuitivt at det er tilstrekkelig & kreve at en vektor x i
W+ er ortogonal pa hver av basisvektorene til 1¥. Vi oppsumerer det i fglgende setning.

Setning 8.3. La S vere en basis for W. En vektor x i R™ er med i W+ hvis og bare hvis x
er ortogonal med hvert av elementene S.

I mange anvendelser er det nyttig a la vektorene i en basis veare parvis ortogonale.

Definisjon 8.8. En vektormengde S kalles for ortogonal hvis hvert par av vektorer fra S
er ortogonale.

Eksempel 8.6. Vektormengden S som bestér av vektorene vi = [1 0 2 1}T, vy =
[-2 2 1 O]Tog vi=1[0 1 —2 4}T er ortogonal fordi

vi-vg = 1-(=2)+0-242-1+1-0=-24+0+2+0=0
1-04+0-1+2-(-2)+1-4=0+0—-4+4=0
vavy = (=2)-04+2-1+4+1-(=2)+0:4=0+2-24+0=0

V1 V3

Setning 8.4. En ortogonal vektormengde er linecert uavhengig.

Fra setningen vet vi derfor at hvis S er en ortogonal vektormengde og S uspenner et under-
rom W av R" sa er S en basis for W. Vi kaller da .S for en ortogonal basis for /. Nytteverdien
av en ortogonal basis er stor. Omy € W og {a;,as, ..., a;} er en basis for W sa vet vi at det
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finnes reelle tall ¢q,co,..., ¢ slik at y = cja; + cas + - -+ + cpay. For a finne ¢;-ene for
1 = 1,2,..., k har vi kan man reformulere problemet til 4 la a;-ene vare sgyler i en n x k
matrise A og lgse matriseproblemet Ac = y. Om basisen er ortogonal sa er det mye raskere &
finne c;-ene ved hjelp av indreprodukter. Oppskriften er gitt i fglgende setning.

Setning 8.5. Hvis S = {uy, us, - -+ ,uy} er en ortogonal basis for W og
y =cu +cuy + -+ cpy

sd er

8.3 Ortogonal projeksjon

Gitt et linje L igjennom origo i planet og en vektor x i planet. Vi gnsker & skrive x som en sum
av to vektorer der den ene p ligger langs linjen L og den andre q star vinkelrett pa L. Vi vil
forst behandle problemet helt generelt i dimensjon n og la linjen L veare utspennt av en vektor
u i R". Lgsningen pa problemet viser seg a vare

X-1u
p=——uogq=x-—p.
u-u

Det er fordi det viser seg at q og u er otogonale:
X-u ) X-u

q-u:<x——u ‘u=xXx-u——u-u=x-u—x-u=_0.
u-u u-u

Definisjon 8.9. La x og u vare vektorer i R". Vektoren

p=—"u
u-u

kalles for den ortogonale projeksjonen av x ned pa vektoren u.

La oss se pa et konkret eksempel

Regneeksempel 8.4. Gitt linjen L i planet gitt ved ligningen 4z — 3y = 0 og vektoren
vektor x = (2, 3) i planet. Vi gnsker & skrive x som en sum av to vektorer der den ene p
ligger langs linjen L og den andre q star vinkelrett pa L.

Lgsning: Vektoren u = (3,4) ligger i linjen L fordi 4 - 3 — 3 - 4 = 0. Vi regner ut den
ortonormale projeksjonen av x ned pa vektoren u.

p-u 18 54 72
P u= 2534 (25’25

u-u
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Det gjenstar da kun & finne

,_ 54, T2 4 3
= X — = _—— — = = —_——, — .
E P 25"% " 25 25' 25

I neste avsnitt vil vi ta sktittet en steg videre. Vi vil se pa basiser til underrom som ikke bare
er otogonale pa hverandre, men om ogsa der elementene i basisen er enhetsvektorer.

8.3.1 Ortonormale vektormengder

Definisjon 8.10. En ortogonal vektormengde .S kalles for ortonormal hvis hver vektor i S
har lengde 1.

En ortogonal vektormengde S = {uy, uy, ..., u,} av vektorer i R™ danner m x n-matrisen
U= [ul u; - un].
. T L 1=7 T e .
Pa grunnavatu; u; = u; - u; = 0. iy saer U'U = [u] u;] = I. Denne betrakningen
y L7

er egentlig et bevis for fggende setning.

Setning 8.6. Spylene i en m x n-matrise U er ortonormale hvis og bare hvis UTU = 1.

Matriser med ortonormale sgyler bevarer lengder og indreprodukt. Mer presist gjelder fglgende
setning.

Setning 8.7. La U vere en m X n-matrise med ortogonale sgyler og la x 0og y veere vektorer
i R". Da er

1. |Ux| = |x]

2. (Ux)-(Uy)=x"-y.

Bevis. Vi bruker at u - v = ulu, at (AB)T = BTAT ogat UTU = I. 1. fglger direkte av 2.
fordi |[Ux|? = (Ux) - (Ux). Vi beviser 2.:

(Ux) - (Uy) = (Ux)T(Uy) = x"UTUy = x"Iy =xTy =x - y.
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g
Til na har vi behandlet projeksjon ned pa en linje. Vel sa interessant er det a projisere en vektor
ned pa et plan i rommet, eller mer generelt, et underrom i R".

Definisjon 8.11. La IV vare et underrom av R”. Gitt et en vektor y € R”. Hvis
*y=pP+4q,
e derpermedi W
e oggermedi W+

sa sier vi at p er ortogonalprojeksjonen av y ned pa W:

Projy, (Y) =P

Figur 8.3: Figuren viser ortogonalprojeksjonen av vektoren y ned pa W.

I neste teorem er det gitt en oppskrift for a regne ut projeksjonen av en vektor x i R” nes pa
et underrom W and R". Det er svart viktig at basisen som brukes i metoden er ortogonal.

Teorem 8.2. Hvis {uy, us,...,us} er en othogonal basis for W, underrom i R™. Og'y er
en vektor i R" sd er
y- -u y Yy - Ui

Projy (y) = u; + uy + -+
uj - ug Us - Uy Ug - Ug

Ug
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Regneeksempel 8.5. Gitt W utspennt av basisen {u; = [1 2 1 Q}T Uy =
[—2 1 2 —1]T}. Finn projeksjonenavy = [1 2 3 4} ned pa W. Lgsning: Vi regner
utu; -uy =10, uy-uy =10,y -uy =16 0gy - uy = 2.

_y'w y-us 6 17

Projy, (y) = — u1u1 + - u2u2 = }—gul + 1—20u2 = [g X2 3]

Om vektoren y som skal ortogonal-projiseres ned i W tilfeldigvis allerede er i W sa vil den
projiserte ogsa vere y.

Setning 8.8. Hvisy € W sad er
Projy (y) =y

Den ortogonalprojiserte av y kan ogsa brukes til 4 finne n@rmeste punkt i W fra y. Husk at
y=p+q,derp e Wogqe WL Hvisitilleggv € W, séer

ly—vP’=|p-v)+d*=p—v|*+2(p—v)-qa+|q* = [p—v]*+|a* > |a]* = |y —p|*.
Vi har derfor

Setning 8.9 (Beste tilnzerming). Hvis p = Projy, (y) sder |y — p| < |y — v| foralle v i
W som er forskjellige fra p.

Med andre ord p er punktet i /' som ligger n®rmest y. Mange komprimeringsalgoritmer,
gar ut pa a behandle et signal som en vektor y i et vektorrom R"™ av dimensjon n. I tillegg
defineres et m-diemensjonalt underrom W av R™. Signalet y projiseres ned pa W. I utgangs-
punktet brukte man m tall for & lagre signalet y. Det komprimerte signalet Proj, (y) krever
kun £ tall for a lagres.

l

|

! Korteste avstand
: mellom y og W

|

|
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I en ortonormal basis {u;, uz, us, ..
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Lugteru;-u = 1forallei = 1,2,3,..., k. For orto-

normale basiser kan teorem 8.2 skrives mye enklere. I tillegg kan formelen skrives pa en nyttig

matriseform.

en vektor i R" sa er

Teorem 8.3. Hvis {u;, uy, ..

PTOJW(Y) =

., Uy } er en ortonormal basis for W, underrom i R". Og 'y er

(y-u)u + (y-u)ug + - -+ (y - up)uy,

Regneeksempel 8.6. Gitt den ortonormale basisen uw; = (3,—3,—3,3), U =

(3,3, —3, —3) for et underrom . Finn den ortogonale projeksjonen av y = (3,6, —2,4)

ned pa W.

Lgsning: Vihary -u; =3 -84+ 2+ 2 =3 0gy-uy=3+5+2— 2 =1 Derforer
Projy, (y) = 3111 + U = (2, L —%, —1)

LaU = [ul Us
sgylevektorer. Da er

Derfor er

UU"y) =

Vi skriver det som et teorem

ujy Y- w
Ty wy| |y-ouw
u{y Yy ug

(y-u)u + (y-u)ug + -+ -+ (y - ug)uy.

en vektor i R" sd er

Teorem 8.4. Hvis {u;,u, ..

., Uy} er en otonormal basis for W, underrom i R". Og y er

Projy, (y) = UUTy.

UUT kalles for projeksjons-matrisen for Proj,;. Vi Igser samme eksempel som i proble-

met over
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Regneeksempel 8.7. Gitt den ortonormale basisen u; = (%, —%, —%, %), Uy =
(3,3, —32,—1) for et underrom . Finn den ortogonale projeksjonen av y = (3,6, —2,4)
ned pa W.
Lgsning: Vi har
11 1 1
S i A
2 2 T2 T2
Projeksjonsmatrisen er
1 0 -1 0
110 1 0 -1
T p—
vut = 2 (-1 0 1 0
0 -1 0 1
Vi multipliserer denne med y pa sgyleform
1 0 -1 0173 5/2
110 1 0 -1 6 1
T = — =
VUY=351210 0 1 o |=2] 7 |=s52
0O —1 0 1 4 —1

8.4 Gram Schmidt ortogonalisering

Na som vi her sett hvor nyttig ortonormale basiser er sa er det pa tide a presentere en metode
for & lage en ortonormal basis.

Teorem 8.5. Gitt en basis {x1,Xz . ..,X;} av et underrom W av R™. Vi danner en ortogo-
nal basis {vi, vy ..., vy} ved prosessen
Vi = X3
X9 V1
Vo = X9 — Vi
Vi-°Vy
X3 -Vy X3 V2
Vs = X3 — - Vo
Vi-Vi Vo - Vo
. Xk Vi Xk - V2 Xk VE-1
Vi = X — S Vg — i — ——————— V4
Vi-Vy Vo - Vo Vi—1* Vi1

Regneeksempel 8.8. Finn en ortogonal basis til underrommet W av R? utspennt av vekto-
rene x; = (—1,3,0) og x2 = (1,0, 2).
Lgsning. Vi lar v; = x; = (—1, 3, 0). Deretter regner vi ut

X2 V1

vi=(1,0,2,0) — 73(—1,3,0) = (0.9,0.3,2).

Vo = X9 —

V1 -Vy
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Vi har defor den ortogonale basisen {v; =

(—1,3,0),v2 = (0.9,0.3,2)}

Nar vi har laget en ortogonal basis

kan vi gjgre den ortonormal ved & normalisere hver av

vektorene i basisen. En annen mate er a normalisere underveis i prosessen. Da har vi fglgende

modifikajson av teoremet over.

, X} av et underrom W av R". Vi danner en ortonor-

Teorem 8.6. Gitt en basis {x1,X5 ...
mal basis {v1,Vs ..., V} ved prosessen
Vi = Xi
_ 1
u = |v1|V1
Vo = Xy — (Xz : 111)111
_ 1
Uy = |v2|V2
V3 = X3 — (Xs : 111)111
N
uz = [val 3
Ve = Xip — (Xk . 111)111 —
_ 1
Ue = T Ve

- (X3 : 112)112

(X% - u2)uz — (Xk - Up—1)ug—1

x5 = (2,—1,2,0) og x3 = (1,1,4,3)

Regneeksempel 8.9. La W vare utspennt av basisen {x;, x5, x3}, med x; = (1,2,0, 2),
. Bruk teoremet til a finne en ortonormal basis for 1V/.

Lgsning: Vi har |x;| = /12 + 02 + 22 + 22 = 3. Derfor er u; =
enhetsvektor. Videre har vi vy = x5 —

og finner uy = (3, é, :2,),0) Til slutt har vi
V3 = X3 — (X3 )111 (x3 - uz)uy
— (—2,0,2, 1).
Normalisering av v gir ug = (—2,0, 2, 3).

b = (1,2.0.9) en

—1,2,0). Vi regner ut

(

X9 ul)ul = X9 +0 = (2,

I eksempelet har vi i funnet tre ortonormale vektorer. Om vi setter de inn som s@yler i en

matrise sa far vi

Q=

[111 Uo 113] =

2 _2
3 3

W=

Wiy O wlhw |-
O win

wWiFwINn O



8.5. QR-FAKTORISERING 157

1 0o o0
VihardaQTQ:[g 1 0]_

0o 1

8.5 QR-faktorisering

I mange nummeriske metoder er det nyttig & skrive en matrise A pa formen A = QR, der Q)
er en matrise med ortogonale sgyler og R er ne gvre diagonal matrise. Dette kalles for QR-
faktorisering.

Setning 8.10 (QR-faktorisering). La A vere en m X n matrise med linecert uavhengige
sgyler. Da kan A faktoriseres ved A = QR der () er en m X n matrise med ortonormale
spyler og R er en invertibel gvre triangulcer n x n matrise med positive tall pa diagonalen.

* Vi finner Q) ved Gram Schmidt og normalisering

o Vifinner R ved R = QT A.

1 2 1
. L 2 -1 1 .
Eksempel 8.7. Finn en () R-faktorisering av 0 2 4 Lgsning: Svar:
2 0 3
; _21 _02 303
310 2 2 00 3
2 0 1

Nar man gjgr Gram Schmidt prosessen med normalisering underveis sa far man R pa veien.
Det kan man se ved a skrive om alle trinnene i teorem 8.6

X1 = |U1|111

Xy = (X2 up)uy + |vajug

X3 = (X3 -u)uy + (x5 u)uy + |vs|us

X = (Xp-up)ug + (Xg - u)ug + - - -+ (Xg - Ug—1)Ug—q + |0 g

Matrisen R far er derfor

_|V1| Xo-Up Xz-up - XU
0 |V2| X3-Ugy -+ XUy
R=1|0 0 vs| e X ug
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Oppgaver fra kapittel 8

1. La vektorene x = [2,4,—1], y =
[4,2,1], z = [-1,-5,1] og w =
[—2,1,3] veere gitt. Regn ut fglgende

indreprodukter.
aAX'y Oy W €)X W
b)x-z dz-w fy- -z

. Normaliser vektorene i oppgave 1

. Benytt deg av setning 8.2 til & normali-
sere vektorene

a) [6, 3, 2] d) [5,—1,3,1]

b) [5,—-7,1,5] e)[7,—8,—2,2]

) [7,4, —4] f) [2,—10,5, —2, 6]

. La vektorene x = [2,4,—1], y =
4,2,1], z = [-1,-5,1] og w =
[—2,1,3] vere gitt. Regn ut vinkelen
mellom

aA)X0gy C)YyoOgw €)Xogw
b)yxogz d)yzogw f)yogz

. Finn ortogonal komplementet til under-
rommet W av R" 1 hvert av tilfellene un-
der.

a) n = 4. W = Linspan{(1, 5,0, 2),
(2,-1,4,2)}.

b)n = 3. W = {(z,y,2)|lx =
2t,y = —t,z = bt}.

. Visat S = {y1,y2,ys} er en ortogonal
vektormengde i1 hvert av tilfellende un-
der.

a) yi1 = (1707672)’
Y2 = (47 17 27 ]-),
Y3 = (27 7707 _1)
b) Y1 = (172707072)’
y2 = (0707 17 170)’
Y3 = (27 ]-7 27 27 _2)
C) yi = (17272)’
Yo = (07 _17 ]-),
Y3 = <_47 17 1)

. Bruk Gram Schmidt til 4 finne en orto-

normal basis for underrommet W av R"
utspennt av vektorene:

a) V= (27 7072)5

Vo = ( y 3 2 2)
V3 = (47 7 275)
x =(1,0,2,2,0,0),
y:(2,0,1 ,—6,2,14),
z=(4,1,5,-7,-9,7)
. Finn QR-faktoriserintgen til
[2 —1 4]
1 -3 -9
S [
2 =2 5
[1 2 4]
0 0 1
2 14 5
b) B = 2 -6 -7
0 2 -9
0 14 7




KAPITTEL 9
GENERELLE VEKTORROM

9.1 Definisjon av generelle vektorrom

I kapittel 5 om vektorer i R™ leste dere om vektorer i planet R? og vektorer i rommet R3. For
eksemepel er tallparet (4, 2) et element i R?. Vi kan se pa (4,2) som koordinater til et punkt P
i planet, men ogsa som en vektor fra origo til punktet P. Mengden av endelig ordnede fglger
av reelle tall (z1,xs, ..., x,) kaller vi for vektorrommet R". I setning 5.1 ga jeg en liste med
elleve regneregler for vektorregning. De ti fgrste av disse reglene vil har en spesiell plass. Disse
ti reglene er plukket ut av matematikere til for & gi en abstrakt beskrivelse av vektorrom. Det
vil si at om vi regner med disse reglene sa trenger vi ikke a tenke pa om vi snakker om vektorer
1 planet, rommet eller for den saks skyld R".

Definisjon 9.1 (Vektorrom). En mengde V' med operasjonene addisjon og skalar multipli-
kasjon kalles et vektorrom hvis fglgende aksiomer er oppfylt for alle u, v, w1 V' og alle
skalarer a og biR.

lLu+veV

2. u+ v = v + u (Kommutativ lov)

3. u+ (v+w) = (u+v)+ w (Assosiativ lov)

4. Det finnesen 01V slikatv+0=vforallev e V.

5. Forhver viV sé finnesen —v iV slikat v + (—v) = 0.
6. avelV.

7. a(u+v)=au+ av. (Distributiv lov)

8. (a+b)v =av+ bv. (Distributiv lov)

9. a(bv)=(ab)v.

10. 1v =w.

159
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Det er selvsagt nyttig med flere regler enn disse 10. Vi har for eksempel fjernet regelen
Ou = 0. Regelen Ou = 0 er viktig for effektivt 4 regne med vektorer og man bgr selvsagt
ha denne som en del av verktgykassen. Mange bruker ogsa sunn intuisjon og erfaring fra fra
regning med vektorer i planet. Da er det for eksempel opplagt at (—1)v = —v.

I prinsippet kan alle andre regneregler for vektorer utledes fra disse ti aksiomene, men ingen
av aksiomene kan utledes av de 9 gvrige aksiomene. De er derfor et minimalt sett av regler. Nar
det er sagt sa gjgr de ingen regler overflgdig. A kun bruke disse reglene uten  bruke noen ekstra
antagelser er ikke lett. Det er heller ikke meningen at dere skal gjgre det i praksis. Aksiomene
er fgrst og fremst til for & sjekke om noe kan kalles for et vektorrom.

9.1.1 Utledning av noen regler fra aksiomene

Dette avsnittet er ment for de som undrer seg over hvordan man bygger videre pa aksiomene.
Det er kun ment & vaere en liten smakebit pa hvordan denne delen av matematikke er oppbygd.
De to fgrste setningene kan virke opplagte.

Teorem 9.1 (Entydighet av 0). Hvis V er et vektorrom sa finnes et bare en vektor 0 med
egenskapen i aksiom 4.

Vi beviser dette teoremet med et direkte bevis. Lax € V oppfylle aksiom 4. Daerv4+x = v
for alle v € V. Spesielt er dette ogsa sant for v = 0. Altsaer x = 0 +x = x + 0 = 0. For
mange ser dette ut som en meningslgs aktivitet. Det er jo opplagt at det bare finnes en nullvektor
i de eksemplene vi har sett pa. I planet, for eksempel, er (0, 0) opplagt den eneste vektoren som
oppfyller aksiom 4. Legg merke til at bare to aksiomer er brukt til na. Disse to er aksiom 2 og
aksiom 4. En lignende setning har vi for —v 1 aksiom 5.

Teorem 9.2 (Entydighet av —v). For hver vektor v i V' finnes bare en vektor —v med
egenskapen i aksiom 5

Beviset av denne setningen ligner pa den foregaende. Malet er & vise at om bade x og y
tilfredstiller aksiom 5 for en fritt valgt vsémdx = y. Daharviatx =x+0=x+ (v+y) =
(x+v)+y=(v+x)+y=0+y =y+0 =y.Legg merke til at beviset av dette resultatet
som man ofte tar for gitt bruker fire aksiomer. Vi har brukt aksiomene 2, 3, 4 og 5. Vi avslutter
dette avsnittet ved a nevne et knippe andre regneregler som gjelder for alle vektorrom.

Fgste av disse reglene bgr vaere kjent. Hvor kommer regelen fra som vi bruker til & 1gse
lineare likninger?

Teorem 9.3. For alle vektorer a, b og c sd er a+ ¢ = b + ¢ hvis og bare hvis a = b.
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Vi legger til —c pa hver side av likningen. Det gir
(a4+c)+ (—c)=(b+c)+ (—c)
Assosiativ lov, dvs aksiom 3 gir
a+(c+(-¢c))=b+(c+(-c))

Aksiom 5 gir
a+0=b+0

Til slutt bruker vi aksiom 4 og far a = b.

Teorem 9.4 (Noen enkle konsekvenser). For hver vektor u € V' og skalar c;
(i) Du=0
(ii) c0 =0
(iii) —v =(=1)v

La oss vise (i) ved kun a bruke aksiomenen og teorem 9.3. P4 den ene siden har vi fra
distributiv lov i aksiom 8 og at 0=0+0 at Ou = (0 4+ 0)u = Ou + Ou. Pa den andre siden har vi
fra aksiom 4 at Ou = Ou + 0. Vi har derfor at Ou + Ou = Ou + 0. Fra teorem 9.3 og aksiom 2
(kommutativ lov) at Ou = 0.

9.1.2 Nye og gamle eksempler pa vektorrom.

Med nye eksempeler mener vi ikke at de er frai ar eller nylig. Vi mener at de er nye for studenter
som leser om vaktorrom beskrevet gjennom aksiomer. De gamle eksemplene er planet, det
tredimensjonale rommet og mengden R™ av alle n-tupler (z1,xs, ..., x,). Her fglger en liste
av noen vektorrom.

e R" er et vektorrom nar n > 1.

* Mengden PP, av alle polynomer med grad mindre eller lik n danner et vektorrom.
* Mengden av alle reelle funksjoner definert pa R danner et vektorrom.

* Mengden M,,«,, av alle m X n matriser danner et vektorrom.

* Mengden av alle kontinuerlige reelle funksjoner definert pa intervallet [0, 1] danner et
vektorrom.

* Mengden av alle uendelige fglger.

* Mengden av alle konvergente uendelige fglger.

Vi insisterer pa kalle konstante funksjoner f(x) = k for polynomer. Uten det vil ikke mengden
P,, vere et vektorrom. Legg merke til at mange av eksemplene over er mengder av funksjoner.
Vi kan undersgke noen aksiomer for mengden av alle reelle funksjoner definert pa R. La f(z)
og g(x) vere to reelle funskjoner. Vi definerer da den reelle funksjonen h(x) = f(x) + g(z).
Aksiom 1 er da oppfylt. Om dere tenker dere om sa er f(z) + g(z) = g(x) + f(z). Altsa er
aksiom 2 er ogsa oppfylt. Sjekk gjerne at alle aksiomene er oppfylt. Det er ganske innlysende
om dere tar for dere aksiom for aksiom.
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9.2 Underrom

Begrepet underrom brukes mye i andvendelser av matematikk. Lagring av lyd og bilder i en
datamaskin benytter seg ofte av komprimering for a spare plass. Teorien om vektorrom og
underrom spiller en avgjgrende rolle i komprimering.

Definisjon 9.2. En undermengde W av V kalles et underrom av V' hvis W selv er et
vektorrom.

Et eksempel er ned og oppsampling av bilder. Et gitt digitalt bilde bestar av 480x640 piksler
kan lagres i en floating points array av lengde 307200. En simpel komprimering er a ta gjen-
nomsnittet av 2x2 blokker. Dimensjonen til det nye bildet er 240x320 piksler og det tar opp en
fjerdedel av minnet.

A sjekke om et delmengde W av et vektorrom 1 er et vektorrom er lettere enn en skulle tro.
De fleste aksiomene er automatisk oppfylt siden W er en delmengde av V. For eksempel om u
og v er vektorer i W sa er de ogsa vektorer i V. Derfor gjelder aksiom 2 for V' ogsa for W. Det
er faktisk kun aksiom 1 og aksiom 6 som ma sjekkes. Dette er innholdet i fglgende setning.

Teorem 9.5. En undemende av W av V' er et underrom av V' hvis og bare hvis fplgende to
betingelser er oppfyllt

1. u+vermediW hver ganguog v ermedi W

2. auermediW hver gang u er med i W og a er en skalar.

En konsekvens av teoremet er verdt & nevne separat. Hvis vi setter « = 0 i punkt 2 i teoremet
sa far vi at Ou = 0 alltid er med i alle underrom.

Korollar 9.1. Hvis W er et underrom av'V sd er 0 med i W.

9.2.1 Eksempler pa underrom

Vi skal se litt pa forskjellige underrom. Mengden V' selv er et underrom av V. Mengden {0}
som bestar av bare nullvektoren er et underrom av V. Rette linjer igjennom origo (0) er unde-
rom av R%, Rette linjer og plan igjennom origo (0) er underom av R?. Om A er en 323 matrise
sa har likningen Ax = 0 enten uendelig mange lgsninger eller Dette er underrom som vi har
sett for.

Mengden P, av alle polynomer av grad mindre eller lik n er et underrom av vektorrommet
av alle reelle funksjoner. La oss sjekke at a p(z) er et polynom av grad mindre eller lik n nar a
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er et reelt tall og p(z) er et polynom av grad mindre eller lik n. La p(z) = ¢, 2" + ¢,_12" " +
<ot +cg.Daerap(r) =ac, 2" +ac, 7"+ +acx +ac.

Ordet polynom betyr mange navn. I matematikken betyr det mange ledd. Leddene i poly-
nomet er ¢,z", c¢,, 2", osv. Disse leddene kalles for monomer. De er pa formen en konstant
ganger en potens av x. Potensene av x spiller derfor en viktig rolle for polynomer da de er deres
byggesteiner.

Vi har snakket om basiser og linezre spenn av vektorer i R" 1 avsnittet 5.4.3. Vi skal bruke
samme terminologi for funksjoner.

9.2.2 Linear kombinasjon og linezere spenn

Definisjon 9.3.
U = aiVy + aaVy - -+ apVy

kalles en linezer kombinasjon av vektorene S = {vy,...,v;}iV.Mengden av alle mulige
linezerkombinasjoner av S kalles det linezere spennet av S. Vi skriver Span(.5).

Polynomet p(z) = 322 + 5z — 4 er et element i vektorrommet P, av polynomer av grad 2 eller
lavere. Det samme er monomene 2, x og 1. De er ogsé elementer i vektorrommet IP,. Ved &
bruke ordene fra definisjon 9.3 kan vi si at p(z) = 32 + 5x — 4 er en lineer kombinasjon av
monomene 72, z og 1. Med andre ord er p(x) = 3 - 2% + 5 x + (—4) - 1. Faktisk kan alle
polynomer av grad 2 eller lavere skrives som en linezrkombinasjon av monomene 22, z og 1.

asx? + ajx + ag - 1.

I en datamaskin lagres polynomer som en vektor, eller om du vil en en-dimensjonal array
i numpy, hvis vi snakker om Python. Det er bare koeffisientene som lagres. Metoden nest
i Sauer [8] tar en array av koeffisienter og som input. Vi kan addere polynomer ved a legge
sammen koeffisientene. Foreksempel er (4z% + 3z — 3) + (52> —x +5) = (4 +5)z* + (3 —
Dz + (=3+5) =922 + 2z + 2.

Line@re spenn er vektorrom siden de er et underrom av et vektorrom. Beviset av fglgende
setning er ikke sa vanskelig men vi gir det ikke her da vi ikke vil fokusere sa mye pa bevis.

Teorem 9.6. Span(S) er et underrom av V. Vi kaller Span(S) for underommet generert
av vektorene i S.

Vi sé& over at monomene 1, x og z? er tilstrekkelig for & utrykke alle polynomer av grad 2
og lavere. Spesielt har vi at P, = Span ({1, x, 2?}). Det stopper ikke her, vi kan ogsa bruke
andre funksjoner.
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9.2.3 Tre forskjellige basiser for polynomrom.

9.2.4 Basiser for polynomrom

Vi har sett at vektorrommet P, er utspennt av de tre monomene 1, z og 2. Som vektorer
er monomene 1, x og z? lineert uavhengig. Dvs at co2® + c1x + ¢g = 0 hvis og bare hvis
co = ¢; = ¢g = 0. En linezrt uavhengig mengde av vektorer som utspenner et vektorrom
kalles en basis. Mengden {1, z, z*} er en basis for vektorrommet P5. Dette er ikke eneste basis
til Ps.

9.2.5 Basiser for Bezierkurver

I fglgende eksempel vil dere se man kan ha flere basiser for et vektorrom. I Sauer [8] kan dere
lese om Bezierkurver. En Bezierkurve er en kurve som er parametrisert ved (z(t), y(t)), der
x(t) og y(t) er polynomer av grad hgyst 3 i variabelen ¢. Vi skriver

z(t) = ag+ byt + cut® + dt°
y(t) = ay+ byt +c,t* + dyt°.

Her er basisen 1, ¢, ¢, 3 brukt til 4 presentere polynomene. En bezierkurve kan ogsé utrykkes
ved hjelp av en annen basis. B(t) = (1 —)>P, + 3t (1 —t)?P, + 3t* (1 — t) Py + t3 P, Kurvens
starter 1 punktet P, og stopper i punktet P;. Punktene P og P er kontrollpunkter.

Figur 9.1 viser et eksempel pd en Bezierkurve. Polynomene (1 —t)3, 3t (1 —¢)?, 3t* (1 —t)

P,

P Py

Figur 9.1: Bildet viser en bezier kurve som starter i punktet /; og ender 1 punktet P;.

og 12 kalles for Bezier-basis funksjoner. De er ogsa kjent som Bernsteinpolynomene av tredje
grad. Figur 9.2 under viser graferne til Bezier-basis funksjonene.

9.2.6 Lagrange basiser.

Interpolering av punkter betyr a finne en kurve som gar gjennom en gitt mengde av kurver.
Lagrangepolynomer er tilpasset det formalet. Gitt at vi gnsker a finne et annengradspolynom
som gar gjennom punktene (z1,¥;), (£2,y2), og (x3,ys). Vi bruker da en basis som bestér av
tre polynomer, L;(z), Ly(z) og Ls(z). Disse er valgt slik at L;(x;) = 1 og L;(z;) = 0 for
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—_— Ly(x) —_— Ly(2) Ls(x)

Figur 9.3: Figuren viser Lagrangebasisene for polynomer av andre orden for interpolering med
x; =1,2,3.

1 # j. Disse polynomene er gitt ved

Ly(z) = 0.1

)
)

Lo(z) = ; (9.2)
)

Ls(x) = . 9.3)

Lagrangepolynomene for interpolering med x-verdiene x1 = 1, xo = 2 og x3 = 3 er tegnet i
figur 9.3 Om vi hadde andre verdier for x1, x5 og x3 ville vi fatt tre andre lagrangepolynomner.
En linezr kombinasjon av lagrange p(x) = y1 L1 (z)+ys Lo(z)+ys Ls(z) interpolerer punktene
(@1, 91), (22, 92) 0 (73, y3).

9.2.7 Basis for funskjonsrom

En mengde S av vektorer er linezert avhengig hvis det finnes et element i .S som kan skrives
som en line@r kombinasjon av de gvrige. Om S ikke er linezrt avhengig kalles den for linegert
uavhengig. Fglgende argument viser at lagrangebasisen {L;(z), Lo(x), L3(x)} i figur 9.3 er
linezert uavhengig. Hvis p(x) = ¢; Li(x)+co Lo(x) 4¢3 L3(z) er nullfunksjonen, dvs at p(z) =
Oforalle z,saer0 = p(1l) = ¢1,0 = p(2) = c2 0g 0 = p(3) = c3. Det er grunnen til at begrepet
“lagrangebasis” ender pa ordet basis. En basis B til et vektorrom V' er en lineart uavhengig
mengde B av vektorer i V' slik at V' = Span(B).
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9.3 Kort om anvendelser

Automatisk gjenkjenning av mgnstre brukes mer og mer i hverdagen. Mange biler kan “se” vei-
en foran dem og “oppdage” hindringer. Linear algebra danner grunnlaget for mgnstergjenkjenning.
Man modellerer et bilde som en matrise der elementene er lysintensiteten til en piksel.

Oppgaver for kapittel 9

1. a) Bruk aksiomene i definisjon 9.1 og 2. Bevis teorem 9.6 ved a bruke teo-
teorem 9.3 til avise at cO = 0 for rem 9.5.

alle reelle tall c.

3. Vis at mengden {(1 — ¢),3t(1 — t)?,
3t%(1—1t),t3} av polynomer i ¢ er en ba-
sis for vektorrommet av alle polynomer
i variabelen ¢ av grad hgyst 4.

b) Bruk aksiomene i definisjon 9.1 og
teorem 9.3 (1) til 4 vise at —v =
(—1)v for alle vektorer vi V.



KAPITTEL 10
LAPLACETRANSFORM

10.1 Definisjoner

10.1.1 Introduksjon

Tidligere har vi sett pa metoder for a lgse differensiallikninger pa formen

y' +ay +by = f(1).

Dette er en andre ordens line@r differensiallikning med konstante koeffisienter a og b. Liknin-
ger av denne typen kommer i mange anvendelser. Funksjonen f(¢) bestemmes gjerne fra en
padyttet ytre kraft i et mekanisk system eller et varierende signal i en elektrisk krets.

For spesielle funksjoner f(¢) kan man bruke ubestemte koeffisienters metode eller variasjon
av parametre. Begge disse metodene fungerer greit nar f(¢) er en kontinuerlig funksjon. Nar
f(t) ikke er kontinuerlig er begge metodene bortimot ubrukelige.

10.1.2 Stykkvis kontinuerlige funksjoner

Bade i elektriske kretser og i mekaniske systemer kan det hende at den ytre pavirkningen f ()
beskrives av en funksjon som ikke er kontinuerlig.

Definisjon 10.1. En funksjon f kalles stykkvis kontinuelig pa et intervall hvis den har et
endelig antall brudd i intervallet og at hgyre og venstreside grensen er endelig 1 hvert brudd.
Et slikt brudd kalles for et sprang.

Eksempel 10.1. Funksjonen f definert ved

t, for0<t<1
flt)y=42, forl1<t<?2
1, fort>2

167
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er stykkvis kontinuerlig pa intervallet [0, o). Figur 10.1 viser grafen til f(¢). Funksjonen
harbruddit = 1o0gt = 2.1¢ = 1 er venstreside-grensen lik

lim f(t) =1,
t—1-
mens hgyreside-grensen er
lim f(t) = 2.
t—1+

~+

Figur 10.1: Funksjonen fra eksempel 10.1.

Merknad 10.1. Kontinuerlige funksjoner regnes ogsa som stykkvis kontinuerlig funksjo-
ner.

Et viktig spesialtilfelle er sprangfunksjonen. Den er gitt som fglger

Definisjon 10.2. Sprangfunksjonen er gitt ved

u(t):{o, t<0

1, t>0

Figur 10.2 viser grafen til sprangfunksjonen.

Sprangfunksjonen kan brukes til & skrive om funksjoner pa delt forskrift. For eksempel kan
funksjonen f(t) fra eksempel 10.1 skrives som

Ft) =t +u(t—1)(2—1t) —ult —2).

Fglgende eksempel gir en oppskrift pa hvordan det kan gjgres.
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Figur 10.2: Sprangfunksjonen.

Eksempel 10.2 (Omskriving av funksjon pa delt forskrift). La

filt) 0<t<a

f@) =4 folt) a1 <t<a
fg(t) ,a2<t§oo

Daer f(t) = fu(t) +u(t — a1)(f2(t) = f1(1)) + u(t — a2)(f3(t) = fo(1))-

Merknad 10.2. Formelen i eksempelet over stemmer ikke pa intervallgrensene. Det fgrer
heldigvis ikke til alvorlige problemer og vi velger a overse det.

Regneeksempel 10.1. Skriv om funksjonen f(t) ved hjelp av sprangfunskjoner.

£(t) = {sint ,t€]0,m/2)!

)1 ,t € [m/2,00)
Lgsning: Vi bruker oppskriften fra eksempel 10.2.

f(t) =sint +u(t — 7/2)(1 —sint).

Noen ytre pavirkninger pa et system er voldsomme. En gnist i et system, et lyn, to legemer
som stgter i hverandre. Felles for disse er at en viss energi overfgres i et kort tidsrom At = h.
Til dette bruker vi impulsfunksjonen.

I'Tegnet € betyr “element i”. Nar vi skriver t € M betyr det at ¢ er med i mengden M.
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Definisjon 10.3. Impulsfunksjonen med bredde h er definert ved

5. (t) = u(t) — Z(t - h)

Figur 10.3 viser grafen til en typisk impulsfunksjon.

=

|
|
|
|
+
ﬂ
Figur 10.3: Impulsfunksjon med bredde .

En ekstem kort impuls kan modelleres ved hjelp av en sakalt Dirac-deltafunksjon. Nar A
blir veldig liten blir 1/h veldig stor. I grensen nar h gér mot null blir 1/h uendelig stor.

Definisjon 10.4. Dirac-deltafunksjonen er er grensen

h—0

Dirac-deltafuksjonen en egentlig ikke en ordentlig funksjon, men en sékalt distribusjon.
For vart bruk i vil vi bare trenge a kjenne egenskapene til 6(¢). Vi vil ikke trenge & vite hva en

distribusjon egentlig er.

Setning 10.1. Dirac-deltafunksjonen tilfredstiller fplgende (noe merkelige) egenskaper.
1. 6(t) =0fort #0,
2. limy_,0 6(t) = oo,
3. 2o F(#)o(t —to) dt = f(to)

Den siste egenskapen krever at f(t) er en kontinuerlig funksjon.
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Oppgaver fra kapittel 10.1
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1. Skriv om funksjonene ved bruk av
sprangfunksjonen.

1, 0<t<1
a t) = -
YR
(t, 0<t<2
b) g(t) =41, 2<t<4
0 t>4
(12, 0<t<1
¢) h(t)={1, 1<t<2
0 t>2

2. Skriv om funksjonene ved bruk av
sprangfunksjonen. I a), b) og d) er k
maksverdien til funksjonen. Den er ikke
bestemt i oppgaven.

KAPITTEL 10. LAPLACETRANSFORM

o). 1 f()

d) ¥/

k /\
i t

0 1 2 3
3. Regn ut integralene

a)/ o(t—1)d

b) / d(t — ) costdt.

c)/
d)/ o(t+2)d

1+¢
idt

a) 1 f(t)
k — o0
: : 4. Regn ut integralet d1/2(t) dt, der
] ] \ 0
i é é t d1/2(t) er impulsfunksjonen med bredde
b) 1/(@) 1/2.
k 1 I 1
I I I [e’¢)
A 5. Vis at / 5 (t) dt = 1

10.2 Laplacetransform

10.2.1 Definisjon av Laplace

Laplacetransform, eller ofte bare Laplace, er en sakalt integraltransform. Det vil si et integral
som omformer en funksjon f(¢),t > 0, til en annen funksjon (L f)(s). Laplace inngar i metoder

for lgsning av differensiallikninger. Metoden er spesielt nyttig i for eksempel kretsteknikk.

Definisjon 10.5. Laplacetransformen til en funskjon f(t), ¢ > 0, er funksjonen .Z (f) (s)

definert ved
/ f 7st dt

(F'(s)) () til F(s) =

(10.1)

Den inverse Laplacetransformasjonen ¥ ! Z (f) (s) er gitt ved

Integralet som regnes ut er avhengig av verdien til s det gjgr at vi far en funksjon av s.
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Merknad 10.3 (Til orientering). Til vart bruk er det ikke ngdvendig behandle definisjons-
omradet til en Laplacetransform. Du kan tenke pa s som en reell variabel uten at det skaper
problemer. Egentlig tar variabelen s verdier i det komplekse tallplanet. Definisjonsomradet
til F'(s) er alle komplekse tall s der integralet [;° f(¢) e~ dt konvergerer.

Vi vil na se pa et enkelt eksempel.

Eksempel 10.3. Sprangfunskjonen u(t) har Laplacetransform

2 (u(®)) () = /0 T u(t)e "t dt = /0 h etdt = lim [_isestr _ é

Funksjonen u(t) kalles ogsa for Heavisidefunksjonen eller pa engelsk unit step function.

Eksempel 10.4. Pa liknende méate regner vi ut den Laplacetransformerte av funksjonen

ft) =t

Z(t)(s) = te stdt = |t —e | + “etdt =0+ |—e | ==
2 2

Eksempel 10.5. Vi regner ogsa ut Laplace av eksponensialfunksjonen e®

o e 1 o 1
A (eat) (s) = / e et dt = / ela9)t 4t = [ e“] = )
7 o a—s s—a

0

10.2.2 Magien bak Laplace

For a forsta nytteverdien av Laplacetransformasjoen er det nyttig & se pa noen av dens egenska-
per. Grunnen til at Laplace undervises er dens styrke i & forenkle Igsningsprosessen av initial-
verdiproblemer. Prosessen bestar av fglgende tre trinn.

1. Etinitialverdiproblem omformes til en algebraisk likning.

2. Den algebraiske likningen lgses ved hjelp av kun algebra.
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3. Lgsningen i trinn to omformes tilbake for a gi Igsningen pa det opprinnelige initialverdi-

problemet.

En viktig egenskap til Laplacetransformasjonen er at den er lineer.

Setning 10.2 (Linearitet). La f(t) og g(t) veere funksjoner definert fort > 0 med Laplace-
transformasjoner F'(s) og G(s). Lineeerkombinasjonen h(t) = a f(t) + bg(t) der a og b er
konstanter har Laplacetransformasjon

H(s)=aF(s)+bG(s).

Hvis f(¢) har Laplacetransformasjon F'(s) s& har f’(¢) Laplacetransformasjonen s F'(s) —
f(0). Vi ser dette ved fglgende utregning der vi bruker delvis integrasjon.

2(f)(s) = / TP et dt = [T + / TS f() et dt = —f(0) + s F(s).

Det er blant annet denne egenskapen som vi bruker nar vi skal 1gse en differensiallikning ved

hjelp av Laplace.

Regneeksempel 10.2. Vi ser pa fglgende differensiallikning.

y—2y=t, y(0)=1

Vi anvender Laplacetransformen pa begge sider av likhetstegnet.

1
—y(0)+sY(s) —2Y(s) = =
Resultatet er ikke en differensiallikning, men en likning vi kan lgse med algebra. Vi Igser
likningen for Y'(s) og far
1+ s
s?(s —2)

Det viste seg at det var mye enklere 4 finne Y'(s) enn y(t) direkte. Neste utfordring er a
finne y(¢). Du spgr muligens om det var verdt & bruke Laplace nér det viser seg & vere
ekstra arbeid & finne y(t) fra Y (s). Vi skal komme tilbake til dette senere og vi skal se at
Laplace virkelig er nyttig.

Fgrst finner vi y(t) fra Y (s). Forenkling av utrykket for Y'(s) er helt sentralt i metoden,
som du kommer til & se snart. Vi skriver om Y (s) ved hjelp av delbrgksoppspalting. Det
vil si at vi skriver Y (s) som en sum av enklere brgker som har faktorene fra nevneren til

1+82 o .
Z(s3) | nevnerene:

Y(s) =

1+ s? _A+B C
s2(s—2) 82 s s5—2

Vi multipliserer med s?(s — 2) og far

1+5%=A(s—2)+ B(s® — 25) + Cs? = 24+ (A — 2B)s + (B + O)s%.
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Vifair A= —1/2, B= —1/4 og C' = 5/4. Vi har derfor

1 1 1 1 5 1
Y(s)= —— . — — — .- 1. _
(5) 2 s2 4 s+4 s—2

Veien videre er & sammenlikne hvert ledd med Laplacetransformasjonene vi har gjen-
nomfgrt til nd, nemlig u(t), t og €. Vi far derfor

Tabeller for Laplacetransformasjoner vil vere svart nyttige for a finne y(¢) og til & utfgre
Laplace transformasjonen av likningene. Noen Laplacetransformasjoner er beskreveti tabell 10.1
pa side 183.

Oppgaver fra kapittel 10.2

1. Finn  Laplacetransformasjonen  til
fglgende funksjoner ved hjelp av defi-
a) cos bt b) sin bt
nisjonen. ¢) e®cosbt d) t?

5. Finn den inverse Laplacetransformasjo-
nen f(t) = <£L7'(F) til fglgende
F(s) ved hjelp av tabell 10.1 pa
side 183 og eventuelt setning 10.2.

at o3 3 1 2
e)e“sinbt f)t a) b) =
s—4 s
. ) ) 2 2s
. Finn  Laplacetransformasjonen til c) d ——
. . s24+4 s2+9
folgende funksjoner ved hjelp av ta- a b ¢ 1 1
bell 10.1 pa side 183. Du kan ogsa fi Ostat; Di5ta

bruk for setning 10.2 og trigonometris-
a)at+b b)4t* —1
ke identiteter. c) cos?t  d)sin®t
e) cos>wt f)sin?wt

. Finn Laplacetransformasjonen til funk-

. Finn den inverse Laplacetransforma-

sjonen f(t) = Z ' (F) til fglgende
F(s) ved hjelp av tabell 10.1 pa
side 183 og eventuelt setning 10.2. Du
vil fa bruk for delbrgksoppspalting.

1 1—s5
sjonene i oppgave 1 i seksjon 10.1 ved a) b)
hjelp av definisjonen (57 + 4)(s — 1) (s —-2)(s —3)
Jelp Jonen. s2+1 2s
Vi1 Vst
4. Finn Laplacetransformasjonen til funk- 1 1
sjonene i oppgave 2 i seksjon 10.1. €) 2 4 f) s(s —1)2

10.3 Laplace transformasjon og differensiallikninger

10.3.1 Derivasjon i tidsomradet.

I forrige kapittel brukte vi Laplacetransformasjon for a forenkle en fgrsteordens liner diffe-
rensiallikning. Vi kan gjgre det samme for andre ordens, tredje ordens og hgyere ordens linezre
differensiallikninger. Fglgende egenskap er nyttig til det formalet.
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Setning 10.3. Hvis y(t) er n ganger deriverbar og y(t) har Laplacetransform Y (s) sa har
y™ (t) Laplacetransform

$"Y (s) =y (0) — sy D (0) — - - = s"Y(0) — 5" 1y(0).

Bevis. Setningen er allerede vist for n = 1. Anta at den er sann for n = k. Vi skal vise at den er
sann for n = k + 1. La h(t) = y*)(¢). Laplacetransformasjonen til 2/(t) = y*+1)(¢) er

sH(s)— h(0
=5 (s"Y(s) = y*7Y(0) = sy®2(0) — - = 5572 (0) — 5" y(0)) — y™M(0)
= 1Y (s) — y®(0) — sy D(0) — - - - — sF71(0) — sFy(0). (10.2)
Setningen er dermed vist ved induksjon. U

Vi kommer til & bruke fglgende spesialtilfeller.
2L (Y (t)) = sY(s) —y(0) (10.3)

Z (y'(t)) = s*Y (s) — sy(0) — /(0) (10.4)

Eksempel 10.6. Vi kan bruke 10.3 til & regne ut £ (e*):
La f(t) = e. Daer f'(t) = ae™ = a f(t). P4 den ene siden er

Z(f'(t)) =sF(s) = f(0) = s F(s) — L.

P3 den andre siden er
Vi har derfor likningen

som vi lgser og far

10.3.2 Lgsning av linezre 2.-ordens differensiallikninger

Setning 10.3 brukes til & skrive om en differensiallikning til en ren algebraisk likning. Initial-
verdiproblemet

' +ay +by=rt), y0)=y, v'(0)=u
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skrives om ved & bruke at .Z (y/'(s)) (s) = sY(s) —y(0) og &£ (y"(s)) (s) = s*Y (s) — sy(0) —
y'(0). I stedet for & Igse initialverdiproblemet sa lgser vi

(s + as + b)Y — sy(0) — 4/ (0) — ay(0) = R(s)

og finner Y (s). Deretter finner vi y(t).

Regneeksempel 10.3. Lgs initialvediproblemet
y" + 2y + 2y = 5cost,t > 0,y(0) = 0,y'(0) = 0.

Lgsning: Laplacetransform gir
s
1+ 52

s’Y — sy(0) — y'(0) + 2sY — 2y(0) +2Y =5

Vi erstatter y(0) og 3'(0) med deres verdier.
s
1452

Y +2sY +2Y =

Denne likningen har lgsning
DS
(14 s2)(s2+25+2)
For & finne y(t) utfgrer vi forst en delbrgksoppspalting av hgyresiden
5s _As+B Cs+ D

(14 s2)(s%2 425+ 2) 1+ 52 Jr52+23+2

Y =

Forenkling gir
5s = (As + B)(s*> +2s +2) + (Cs + D)(1 + s?)

Utregning av parantesene gir

55 = As® + 2As* + 2As + Bs? 4+ 2Bs+ 2B+ Cs+ D + Cs® + Ds>.
Samling av ledd av samme orden

5s = (A+C)s* + (2A+ B+ D)s* + (2A + 2B + C)s + (2B + D).

Vi Igser sytemet av likninger

A+C 0
2A+B+D = 0
2A+2B+C = 5
2B+D = 0
Systemet har lgsning A = 1, B = 2, C' = —1, D = —4. Vi setter inn i yttrykket for Y’

s+2 —s—4

“ixs  GrPtl

s 2 s+1 3

Y

T4 112 G+l HIP+L
Vi slar opp i tabell 10.1 over Laplacetransformasjoner pa side 183 og finner

y(t) = cost +2sint — e "cost — 3e ' sint
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Oppgaver fra kapittel 10.3

1. Bruk oppskriften i eksempel 10.6 til a

regne ut
b) L (1) = 5
¢) Z (coswt) = ﬁ
d) & (sinwt) = ﬁ

2. Lgs initialverdiproblemene gitt under
ved hjelp av Laplace.

a) vy +4y =0,
y(0) =0, 4(0) = 0.
b) v =2y 42y =0,
y(0) =0,9'(0) = 1.
0 y'—y=0,
y(0) = 1,4'(0) = 0.
d) v'+2y +2y=
y(0) = 0,9'(0) = 2.
3. Lgs initialverdiproblemene gitt under
ved hjelp av Laplace. Gi svaret som en

10.4 Forskyvningsteoremene

10.4.1 Forskyvning i -rommet

KAPITTEL 10. LAPLACETRANSFORM

funksjon i s. Dvs, du behgver ikke a
utfgre invers Laplace.

a) Y’ +4dy =o(t - )

y(0) =0,4'(0) =
b) ¥’ 4+ 9y = I(t — 37r)
(0

y(0) = 0,4'(0) = 1.
o)y +y=0(t—m)+d(t—2m),
y(0) = 0,4/(0) = 0.

d) y" + 2y + 2y = 6(t — 2m),
y(0) = 0,4'(0) = 0.

4. Lgs initialverdiproblemene gitt under
ved hjelp av Laplace.

a) y" — 4y = cost,
y(0) =1,(0) = 0.
b) ¥ + 9y =sint,
y(0) =0,y'(0) =1.
o)y —2y +y=¢,
y(0) =0,y'(0) =2.
d) v+ 5y + 6y =1,
y(0) =1,(0) = 0.

Dette del-kapittelet handler om Laplacetransformasjonen av stykkvis kontinuerlige funskjoner.
Dette gjgres ved a bruke sprangfunksjoner og linearitet.

a) Laplacetrasnformasjonen e~ **F'(s).

7 (e_‘”F(s))

Setning 10.4. Hvis funksjonen f(t) har Laplacetransformasjonen F(s), har f(t — a)u(t —

Z (f(t —a)u(t —a)) =
Invers Laplacetransform av e~ **F'(s) er gitt ved

= f(t — a)u(t — a).

e “F(s).

Bevis. Det er tilstrekkelig & vise at .Z (f(t — a)u(t —a)) = e *F(s). I fglgende utregning
bruker vi substitusjonen x = ¢ — a i tredje likhetstegn. I fjerde likhetstegn har vi benyttet oss
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av efstfsa — efstefas.

Z(f(t—a)u(t —a)) = /OOO f(t —a)u(t —a)e*dt = /OO f(t —a)e®dt

= /00 f(x)e 5@t dy = ¢ /OO f(x)e *da = e “F(s).
0 0

0
Forskyvningsteoremet vil brukes bade for a regne ut en Laplacetransform og dens inverse.

Eksempel 10.7. Laplacetransformen til u(t — 1)e’~! er

1
L (u(t—1)e!™ ) =e* :
(u( )er ) =e =
Invers Laplace transform til e~2* -2 er
L e 2 =u(t —m)sin2(t — )
s24+4) '

Svert ofte er ikke uttrykket du skal regne ut Laplace av pa formen f(¢ — a)u(t — a). Neste
eksempel viser blant annet hvordan dette kan gjgres.

Regneeksempel 10.4. Finn Laplacetransformen til funskjonen i regneeksempel 10.1.
Lgsning: Funksjonen er allerede omskrevet ved hjelp av sprangfunksjoner

f(t) =sint +u(t — 7/2)(1 —sint).
Vi ma skrive om andre ledd til formen

u(t —mw/2)g(t —m/2).
Det gjgr vi ved & skrive om sin ¢ til en funksjon pa formen g(t — 7/2).

sint = sin ((t —7/2) 4+ 7/2)
= sin(t —7/2)cosm/2 4 cos(t — 7/2) sinw/2, (A9)
= cos(t —7/2)

Vi har derfor
f(t) =sint +u(t — 7/2)(1 — cos(t — 7/2)).

Vi bruker at Laplace er linear

Z(f(t) = ZL(sint)+Z (u(t —7/2)(1 — cos(t —7/2)))
1

_ +€fsw/2 l_ o )
s2+1 s s24+1




180 KAPITTEL 10. LAPLACETRANSFORM

Vi skal na Igse et enkelt initialverdiproblem med en Dirac-Delta impuls.

Regneeksempel 10.5. Lgs initialverdiproblemet
y' +y=0(t—m), y(0)=1,y(0)=0.
Lgsning: Vi utfgrer laplace transformasjon pa problemet.
s?Y —sy(0) — /' (0) + Y = e ™.
Innsatt verdiene for y'(0) og y(0) far vi
Y —s+Y =e ™.

Vi lgser for Y.

T 1+ s2 1+s2
Invers Laplacetransform gir oss

y(t) = cost + u(t — m) sin(t — ).
Vi kan skrive om resultatet til
y(t) = cost — u(t — ) sint.

Grafen til Igsningen er tegnet 1 figuren under.

10.4.2 Forskyvning i s-rommet

Forskyvning i s-rommet er nyttig for funksjoner med en faktor e, der b er en konstant.

Setning 10.5. Hvis £ (f(t)) = F(s) sd er
Z (ft)e") = F(s—b), (10.5)

der b er en konstant.
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Bevis. Fra definisjonen har vi

181

F(s—b) = /0 h f(t)e =Dt qe

Lgsning: Vi bruker at £ (") = -2+. Daer

Z (tneat) —

Eksempel 10.8. Finn laplacetransformasjonen til t"e™.

n!

Oppgaver fra kapittel 10.4

1. Regn ut Laplace til fglgende funksjoner

a) e"lcos(t — 1) u(t—1)
b) cos(t — 1) u(t — 1)

c) (tF—2t+1)u(t—1)
d) (& +t)u(t—1)

e) e* cos(3t)u(t — 1)

2. Regn ut Laplace til funksjonene i opp-
gave 1 1 kapittel 10.1.

3. Regn ut Laplace til funksjonene i opp-
gave 2 i kapittel 10.1.

4. Lgs initialverdiproblemene gitt under

ved hjelp av Laplace.
a) ¥y + 4y = (sin(t — 7r)) (t—m),
y(0) =0,4'(0) =
b) y"+9y = 1+(cost— )u(t—2m),
y(0) =1,4'(0) =

c) y”+y:u(t—7r)—
y(0) =0,y'(0) = 0.

d) v+ 2y + 2y = e u(t — 27),
y(0) =0, y'(0) = 0.

§U(t — 27'('),

5. Bruk forskyvningsteoremet i s-rommet
til a finne Laplace til funksjonene
a) t2€_2t
b) (3 —t)et
c) tcoste!
d) sin 2te™3!
6. Regn ut Invers Laplace til fglgende

funksjoner ved hjelp av forskyvnings-
teoremet 1 s-rommet.

) 1
a
(s —4)?
b — =
) (s—1)2+4
9 roptd
d) e* !
e
5s—3
7. Finn invers laplace til
) 1
a e ——
s(s?2+s—2)
b) ——

s(s?+s—2)
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6723

©) s(s?+s—2)

8. Lgs initialverdiproblemet
y'+y =2y =r(t), y0)=y'(0)=0

der r er gitt ved den fglgende grafen.

KAPITTEL 10. LAPLACETRANSFORM

r(t)

) ¢—"0
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f(t) Z(f)(s) f(t) Z(f)(s)
1
1 1 - 2 o(t) 1
S
1 " n!
3 t 5 4 t i
5 ) w
5 cos wt Si L 6 sin wt R
7 u(t —a) —e % 8 o(t —a) e
S
1 !
9|  ult—a)t—a) e 10| wu(t—a)(t—a)" SfH —as
s —as _ : _ w —as
11 | u(t —a)cosw(t —a) 2" 12 | u(t —a)sinw(t — a) 2t
13 e
s—a |
at n at n!
14 te m 15 t"e (5 a)n+1
s—a ) w
16 e cos wt m 17 e™ sin wt PP
2 — w? ] 25w
18 t coswt m 19 tsin wt (5 + )2

Tabell 10.1: Mye brukte Laplacetransformasjoner.
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KAPITTEL 11

FOURIERREKKER OG PARTIELLE
DIFFERENSIALLIKNINGER

11.1 Trigonometriske rekker

11.1.1 Ortogonale trigonometriske funksjoner.

Ortogonalt er et annet ord for vinkelrett. Fgrste gang du hgrer om ortogonale funksjoner vil
det muligens virke merkelig at funksjoner kan sta vinkelrett pa hverandre. Bakgrunnen er at vi
definerer et prikkprodukt som vi ogsa kaller indreprodukt mellom funksjoner definert pa et
intervall [a, b].

Definisjon 11.1. Indreproduktet mellom funksjonene f(x) og g(z) definert pa intervallet
[a, b] er gitt ved integralet

b
Fog= / f(2)g(x) da.

Eksempel 11.1. Indreproduktet mellom f(x) = x og g(z) = 22, begge definert pa inter-
vallet [0, 1], er lik

feg= /0 gl = /O s = 1

Definisjon 11.2. Vi sier at to funksjoner f og g er ortogonale pa intervallet [a, b] hvis

b
fr9= [ 1@g(a)dz=o.

185
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Eksempel 11.2. For eksempel er f(z) = 1 — z og g(z) = 1 + 3z ortogonale med hensyn
pa produktet f - g = f_ll f(z)g(z) dx fordi

-1

/1(1—x)(1+3x)dx:/1(1+2x—3x2)dx: [x+x2—x3}l =0.

Setning 11.1. Funksjonene

1,6057,(3032’%m L, COSEE L
2nx nwx
Sln T’ Sln I - Sln = -

danner en familie av inbyrdes ortogonale funksjoner pd intervallet [— L, L.

Vi kan sjekke dette ved a regne ut

L L
/ cos 22E cos I dy :/ : [cos (W) + cos (%)] dw (11.1)
—L L

som er lik 0 nar m # n og lik L nar m = n. Tilsvarende er

L L
/Lsm%sm ML Jg = /L% [cos (W) — oS (%)] dx (11.2)

ogsa lik 0 nar m # n og lik L nar m = n. Integralene

L L
/ sin 272 cos ML dx = / : [sin (%) — sin (wﬂ dx (11.3)
—L —L

er alle lik 0. Vi har brukt omskrivningsformlene pa side 203 for produkter av trigonometriske
funksjoner.

11.1.2 Definisjon av trigonometriske rekker

Definisjon 11.3 (Trigonometriske rekker). En trigonometrisk rekke er en uendelig rek-
ke pa formen

ao+z ancosm+b sm’rzx), (11.4)

der ag,aq, ..., b1, by, ... er konstante koeffisienter.
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En trigonometrisk rekke definerer en funksjon hvis den konvergerer. Da er den en periodisk
funksjon f(z) med periode 2L. Trigonometriske rekker kan blant annet brukes til  Igse parti-
elle differensiallikninger. Vi kommer tilbake til det senere.

Definisjon 11.4. En trigonometrisk rekke 11.4 konvergerer hvis grensen

k
lim a,, COS m + b,, sin 2%
k—oo 1( " L )
n=

eksisterer for alle x.

Eksempel 11.3. En trigonometrisk rekke kan ha uendelig mange ledd, men trenger ikke ha
det. For eksempel er
14 cosz 4 cos2x + sinz + sin 2z

et eksempel pa en trigonometrisk rekke. Alle koefisienter a,, og b, er lik null for n =
3,4,5,. ...

Setning 11.2. Hvis en funksjon f(x) er lik en trigonometrisk rekke
= ag+ Z an cos “F£ + by, sin ”zx)

sa kan vi regne ut verdiene til koeffisientene ved hjelp av formelene

agy = /f

a, = — f(x) cos "2 d

b, = / f(x) sin T2 d

11.1.3 Fourierrekker

Fourierrekker har mange anvendelser. Komprimering av lyd og bilder kan baseres pa fourier-
rekker. Noen partielle differensiallikninger kan lgses ved hjelp av fourierrekker.
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Definisjon 11.5. La f(x) vere en stykkevis kontinuerlig, periodisk funksjon med periode
2L. Dens Fourierrekke er definert ved

ao+iancos—+2b sin
n=1

mTX

der

1 L

apg = f
1/ BT f(a)dz, f 1,2,3

a, = — cos — x, forn=1,2,3,...0
L), L 2
1 L

b, = Z/_LsinnLfo( )dz, forn =1,2,3,...

Definisjon 11.6. En funksjon f(z) kalles stykkvis glatt hvis bade f(z) og f’(z) er stykkvis
kontinuerlige.

Fourierrekken til en funksjon er ikke bare en tiln@rming til funksjonen men er ngyaktig lik
funksjonen i alle bortsett fra et endelig antall punkter pa intervallet [— L, L.

Teorem 11.1. Fourierrekken til en periodisk stykkvis glatt funksjon f(x) med periode 2L
konvergerer mot verdien til f i alle punkter t, bortsett fra punkter der | er diskontinuerlig. I
et slikt punkt, x = x, konvergerer [ mot gjennomsnittet av hpyre- og venstre-sidegrensene

til f(x).
%(lim f(z) + hm f(z ))

JE*XL'O {L'*):EO

Fordi Fourierrekken til en funksjon ikke ngdvendigvis konvergerer mot funksjonen der
funksjonen har diskontinuerlige sprang, sa skriver vi ~ istedet for =.

o
. nwx
x) ~ag+ g ancos—Jr E b, sin ——
n=1

Vi sier at Fourierrekken representerer funksjonen. En funksjon ma vare periodisk eller defi-
nert pa et endelig intervall for at funksjonen skal kunne representeres av en Fourierrekke.
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t<1,f(t+2)=f(®).

nm

1
an:/
|
1
bn:/
=1

tsinnmtdt = [

|

Fourierrekken til f(¢) er

nm

nm nm

2
n

NE

™

—

n

1 1
tcosnmtdt = {t— sin mrt]
1

I,

1
—t— cosnmt

Regneeksempel 11.1. Finn Fourierrekken til den periodiske funksjonen f(t) = ¢, —1 <

Lgsning: Perioden er 2. Derfor er L = 1. Koeffisientene er ay = % f_ll tdt =0,

1
—1— cosnm — 1— cos(—nm)

(—1)"sinnmx

1

sinnntdt =0,

nm J_;

1 1
4+ — cosnmtdt
nm J_4

= (1)

nm

|

P

—1 4

Figur 11.1: De 4 fgrste sinus leddene i rekken

oo 2
n=1 nr

funksjonen f(t) =¢,1 <t <1, f(t+2) = f(1).

P

R

(—1)™sin nxt tilneermer den periodiske

—1 4

Figur 11.2: De 8 fgrste sinus leddene i rekken » |

2
n=1 nm

funksjonen f(t) =t, 1 <t <1, f(t+2) = f(t).

Oppgaver fra kapittel 11.1

e

(—1)™sin nxt tilneermer den periodiske
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1. Regn ut indreproduktet f - g til funksjo- 4. Bestem a og b slik at h(z) = 1 +

nene. ax+bxy, x € [—1,1], er ortogonal med
x) = 1 og g(r) = x pa intervallet
a) f(xr) = sinz, g(xr) = cosz, x € {_(1)1] g 9(w) P
[0, 27]. T
b) f(z) =1 g(x) =z, z € [-1,1]. 5. Fullfgr detaljene i utregningene av
c) f(x) =1,9(x) = 562, z e [-11].
, . , ‘ a) f | cos ML cos L d, (se
2. Finn en trigonometrisk rekke som er lik side 186)
funksjonene. (Hint. Det krever minimalt
med regning.) b) f ; sin #7F sin M d, (se
side 186)
a) cos’x : f 1 (
o c ; sin #7E cos 1 d, se
b) sin”mz side 186)
c) cos’mx
d) cos*z 6. Finn Fourierrekken til den periodiske
funksjonen
3. Regn ut indreproduktet mellom f(z) =
si.n T, T € [—, pi] og funksjonene g(x) a) flo)=1—|z],—2 <z <2,
gitt i figurene. Flz+4) = f(2).
a) g(x) —1, —-1<2<0
kf—3 b) flz) =4 =
% 1, 0<zr<l1
- — fla+2) = f(2),
b) 9(x) t+1, —1<z<0
& c) f(z) = ’ -
1, 0<z<l1
— ¢ flz+2) = f(x).

11.2 Mer om Fourierrekker

11.2.1 Jevne og odde funksjoner

Vi minner om definisjonen av odde og jevne funksjoner.

Definisjon 11.7. En funksjon f(z) kalles jevn hvis f(—z) = f(x) for alle z € R. En
funksjon f(z) kalles odde hvis f(—x) = — f(x) for alle z € R.

Setning 11.3. La f(x) veere en stykkvis kontinuerlig periodisk funksjon.

1. Hvis f(z) er odde sd er

9]

. nmx

f ~ E bn S1n T’
n=1
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der .
2
bn:f/o sinn—zxf(:c)d:c, n=123,....
2. Hvis f(x) er jevn sd er
f~a0+;ancos$,
der
1 (b
aozz/o f(z)dx
08

Eksempel 11.4. Vi skal finne Fourierrekken til den jevne periodiske funksjonen gitt ved
f(z) =z, z € [0,1] med periode T" = 2.
Lesning: Vihar L = 1ogb, =0,n =1,2,3...fordi f(x) er jevn. Vi regner ut

1

1! 1 1
aoz—/ rdxr = [—xz] = —.
L J, 2 |, 2

2 [t nmwx 1 1 . 1
ap = — rcos—dx =2 rzcosnmrdr =2 |—axsinnrx + COSNTT
0 0

L L nm n2m2 0
2 + 2 (11.5)
= —sinnm COSNTT — . .
nw n2m? e
For alle heltallige n er sin nm = 0 For odde n har vi at cosnm = —1 og for jevne n har vi
cosnm = 1. Derfor har vi 5
Ap = n27r2((—1)n o 1)
Fourier rekken til f(x) er
f@)~ = — = ~ cos3 5
x 5~ 73 COSTEL — o5 COS3MT — oy €OS ST

Merknad 11.1. Om vi regner ut f(1) i eksempel 11.4 ved a regne ut funksjonsutrykket og

fourierrekken sa far vi
=124, 1
2 w2 9n2  25¢2
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Figur 11.3: Tegningen viser grafen til funksjonen f(x) i seksempel 11.4 sammen med ay +
S an cosnm, for m = 1, (rgd graf) og m = 3, (bla graf).

n=1

Vi skriver om og far

2 > 1
8 =2 (2n —1)2

n=1

En funksjon definert pa et intervall [0, L] kan utvides til en periodisk funskjon med periode
2L pa to fornuftige mater. De to matene kalles for en jevn periodiske utvidelse og en odde
periodisk utvidelse.

11.2.2 Cosinusrekke

I noen anvendelser gnsker man & representere en funksjon f(z) definert pa intervallet [0, L]
som en cosinus rekke

s nwx
f(z) ~ag+ ;an cO8 ——.

fa) = {f(—x), —L<z<0
flx+2L) = f(2).

Vi regner ut ag, a1, as, . . . ved hjelp av formlene i setning 11.3.

11.2.3 Sinusrekke

I andre anvendelser gnsker man & representere en funksjon f(z) definert pa intervallet [0, L]
som en sinus rekke
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Vi lager en odde periodisk utvidelse av f(z).

= f(=z), -L<z<0
fl@) = {f(:p), O<az<L '

fle+2L) = f().

Vi regner ut by, bs, bs, . . . ved hjelp av formlene i setning 11.3.

Eksempel 11.5. Vi vil finne sinusrekken til funksjonen f(z) = 1 definert pa intervallet
[0,1].
Lgsning: Vi utvider f(x) til en odde periodisk funksjon som vist i figuren.

Vi regner ut koeffisientene by, b, . . .

2 [t 1 5 . ‘
bn = Z/ ]_ . Sin nmwx dl‘ = 2/ Sinnﬂ'l‘ dl‘ = _(_COSTL’]T + 1) — { ) l’lJeVn
g 0

L nm L nodde
Vi fér derfor
4 4 . 4 . 4
f(z) ~ —sinmx + — sin 3wz + — sinbnx + — sin 7w + - - -
v 3T 51 7T

Fourierrekker kan brukes til  tilneerme funksjoner. Det gjgres ved & ta med et endelig antall
ledd i Fourierrekken. En slik rekke kalles for en trunkert Fourierrekke.

Oppgaver fra kapittel 11.2

1. Hvilke av funksjonene under er odde, g) tanx
jevne eller ingen av delene. Begrunn h) tan?z
svaret ved & sjekke betingelsene i defi- D flx)?
nisjonen.

2. Skriv funksjonene som en sum av en

a) x odde og jevn funksjon.
b) * a) 1+x+a2%+ a3
C) cosx b) e®

d) sinz 3. Bevis at

e) 2 —x

a) Produktet av to odde funksjoner er
f) 2% — 2 +sinx en jevn funksjon.
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b) Produktet av to jevne funksjoner er a) f(z) =sinz,z€[0,7), L=m/2

en jevn funksjon. b) flz) =23 2z€(0,1,L=1
¢) Produktet av en jevn og en odde

funksjoner er en odde funksjon. 5. Finn Fourierrekkene til de odde funksjo-

nene med periode 2L gitt ved

4. Finn Fourierrekkene til de jevne funk-

sjonene med periode 2L gitt ved a) f(z) = cosz, z € [0,m), L =m/2

b) f(z)=2%2z€[0,1,L=1

11.3 Derivasjon av Fourierrekker

Derivasjon av Fourierrekker krever vakenhet. Vi skal se at under visse betingelse pa f(z) sa
kan vi derivere f(x) ved & derivere dens Fourierrekke ledd for ledd.

Setning 11.4. Gitt en funksjonen f(x) og la denne ha Fourierrekke

~a0+Z(ancos + b, smn—;m),

der
1 L
ag = — / f(x)dx
ay, = / f(z) cos @ dx
b, = / f(z)sin @ dx.

Hvis f(x) er kontinuerlig og f'(x) er stykkvis kontinuerlig s er

f’(:z:)wZ%T( ansan + by cos?)

n=1

Setningen sier at vi kan derivere ledd for ledd av en Fourierrekke under de gitte betingelsene
pa f(x). Deter svert viktig at forutsetningene for f(z) er oppfylt i setningen over. I eksempelet
nedenfor skal vi se pa et eksempel der f(z) ikke er kontinuerlig.

Eksempel 11.6. I eksempel 11.4 sa fikk vi Fourierrekken

1 4

f(z) ~ = — = cosmx — — cos 31z cos b — - -

4
2 2 O72 2572

for den jevne periodiske funksjonen f(z) = z,0 < x < 1, f(—x) = f(x). Funksjonen
f(z) tilfredstiller betingelsen i setning 11.4. Vi kan derfor deriverer Foureierreken ledd for
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ledd.

4 4 4
f(z) ~ —sinmz + 3—sin37r:c—i— 5—sin57r:c+~-~
m 77 m

Denne rekken gjenkjenner vi som Fourerrekken i eksempel 11.5. Funksjonen i eksem-
pel 11.5 er ikke kontinuerlig. Den er stykkvis deriverbar med derivert lik 0. Om vi deriverer
Fourierrekken ledd for ledd en gang til far vi det absurde at

O=4sinmx +4sin37x +4sinbrx + - - -

Rekken er ikke engang konvergent. Derfor kan vi konkludere med at betingelsen i set-
ning 11.4 er ngdvendig.

Oppgaver fra kapittel 11.3

1. Kan man benytte setning 11.4 til & de- 2. Benytt svaret fra oppgave a) til a finne
rivere fourierrekken i eksempel 11.5? fourier rekken til den deriverte av den
Forklar hvorfor eller hvorfor ikke. jevne funksjonen gitt ved f(z) = sinz,

x€0,m), L=m/2.

11.4 Partielle differensiallikninger

11.4.1 Definisjon og bakgrunn

Partielle differensiallikninger brukes til & beskrive fenomener i vitenskaper som gkonomi, fy-
sikk, biologi og kjemi. I fysikken brukes de i mange omrader som mekanikk, kvantemekanikk,
Einsteins generelle relativitetsteori, fluid mekanikk, varmelare og et utall andre omrader. Po-
pulasjoners endring over tid or rom kan kan beskrives ved hjelp differensiallikninger. Innen
matematikken er partielle differensiallikninger en del av analysen, men de legger ogsa grunn-
laget for andre disipliner.

Definisjon 11.8 (Partielle differensiallikninger). En partiell differensiallikning av or-
den n er en likning, der den ukjente er en funksjon y i flere variable x4y, xs, ..., ., 0og
som inneholder partielle deriverte av y opp til n-te orden og eventuelt y og variablene
T1,T2,y...Tp.

Eksempel 11.7 (Laplace likning). Differensiallikningen

2 2
#5 P
or?  0y?
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er et eksempel pa en partiell differensiallikning av andre orden. Den kalles for Laplace-
likningen i to variable. I tre variable lyder likningen
0? 0? 0?
fLOF O
ox?  Oy*> 022

=0

Funksjonen f(x,y) = x?—y? er én lgsning av Laplacelikningen. Vi ser det ved at f,,(x, y)+
fy(x,y) = 2 — 2 = 0. Antallet Igsninger av Laplacelikningen er svert stor. I anvendelser er
derfor ofte randbetingelser gitt. I et Dirichletproblem er verdien til den ukjente funksjonen gitt
for randen til omradet. Et spesialtilfelle er en rektangular rand:

f(a,y) Wi(y)
fbyy) = E(y)
f(z,c) = S(x)
f(z,d) N(z)

I et Neumannproblem er verdier til de deriverte av den ukjente funksjonen gitt pa randen. For
eksempel kan en slik ranbetingelse vare

o o o o

Eksempel 11.8 (Varmelikningen). Differensiallikningen

or (T 0T &T
ot “\ o2z " 9y 022

er et eksempel pa en partiell differensialliknin av andre orden. Den kalles for Varmeliknin-
gen.

T T P _,
ot “\ozz "oy ) T
or T _
ot a(’?:pz N

er to- og en-dimensjonale vesjoner av varmelikningen.

Varmelikningen forklarer hvordan varme og dermed temperaturen sprer seg i et ideelt lege-
me. En variant av varmelikningen kan brukes i studiet av populasjoner i biologien. Et omrade
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H med de ngdvendige betingelsene for at en art kan leve kalles for et habitat. Populasjonen til
arten kan modelleres med randverdiproblemet

oP 0?P n 0?P L eP

— =a| 5+ == c

ot or?  Oy? ’
der a beskriver hvor godt arten sprer seg med tiden og ¢ maler hvor stor evne arten har til a
formere seg. Randbetingelsen som ofte brukes er at arten ikke kan leve pa randen av habitatet.
Derfor er verdien av P lik null pa randen.

Eksempel 11.9 (Bglgelikningen). Differensiallikningen

@_ 5 82u+82u+82u _0
ot? oz oy2  022)

er en partiell differensiallikning av andre orden. Den kalles for Bglgelikningen.
Pu  , (Pu  u
——c|—+—1=0
ot? ox?  Oy?
Pu 0%
- C PR
ot? Ox?

er to- og en-dimensjonale vesjoner av bglgelikingen.

=0

11.4.2 Homogene likninger og superposisjonsprinsippet

En linear partiell differensiallikning kalles for homogen hvis hvert ledd inneholder en fore-
komst av den ukjente stgrrelsen eller en partiell derivert av denne. For eksempel er ikke Pois-

sonlikningen

RPf  0f

2 + o f(z,y)
ikke homogen med mindre f(z,y) er lik null for alle inputverdier for = og y. De gvrige diffe-
rensiallikningene i kapittelet er eksempler pa homogene linere differensiallikninger. Fglgende

setning er svart viktig for lgsning av homogene line@re partielle differensiallikninger.

Setning 11.5 (Superposisjonsprinsippet). Hvis f(z,y,2,t) og g(z,y,z,t) begge er
lpsninger av samme homogene linecere partielle differensialikning, sd er summen

af('r7y7z7t) +bg(x7y7z7t>

ogsa en lpsning av den samme likningen for hvilket som helst par av konstanter a og b.

Superposisjonsprinsippet gjor at vi kan finne en familie! av lgsninger av en differensiallik-
ning som vi legger sammen for a fa en lgsning av rand-/initialverdipoblemet.

!Ordet familie er kun et synonym pa mengde. Det brukes ofte nir elementene i mengden ikke er punkter.
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11.4.3 Generell lgsning av varmelikningen
Separasjon av varmelikningen

Vi vil finne lgsningen av varmelikningen

oT T

ot 0a?

med initialbetingelse T'(z,0) = sin® mx og randbetingelse T'(0, ) = T'(1,¢) = 0. Vi lar rand og
initialbetingelsene ligge en liten stund mens vi undersgker lgsningene av differensiallikningen.
Om vi setter inn 7'(x,t) = F/(z)G(¢) inn i likningen fér vi

F(x)G'(t) = F"(2)G(t).
Da er likningen separabel. Seperasjon av variable fgrer til likningen

G'(t) _ F'(x)
Git) ~ F(x)

Hver side av denne liknigen er lik en konstant & fordi de har ikke felles variable. Derfor har vi
G'(t) =kG(t) og F"(z) = k F(x).
Separasjon av variable gir en skare av Igsninger. For positive verdier av k far vi

F(z) = AeVF 4 Be Ve

Randbetingelsene 7'(0,¢) = 0 og T'(1,t) = 0 medfgrer F'(0)G(t) = 0 og F(1)G(t) = 0. Det
vil si at enten er G(t) = 0 for alle verdier av ¢ eller sa er F'(0) = F'(1) = 0. Tilfellet G(t) = Oer
uinteressant fordi da er T'(x,t) = 0.2 Vi sitter igjen med F'(0) = F/(1) = 0. Dvsat A+ B =0
og Ae + Be™! = 0. Vi lgser for A og B og fir A= B = 0.

For negative verdier k = —w? far vi lgsninger

F(x) = Acoswz + Bsinwx

0g

2

G(t)=Ce ™.

Av samme grunn som over far vi at F'(0) = F(1) = 0. Det gir F(0) = A = 0o0g F(1) =
Bsinw = 0. Det betyr at w = nm der n er et positivt heltall. Vi har derfor uendelig mange
Igsninger som tilfredstiller varmelikningen og randbetingelsene.

Cn2r2
e "™ ltsinnrxr, n=1,23,...

Anvendelse av superposisjonsprinsippet og Fourierrekker.

Superposisjonsprinsippet sier at summen av disse lgsningene fortsatt er en lgsning.
o
2 2,
T(z,t)= Z Bpe " ™ tsinnma.
n=1

Initialbetingelsen var oppgitt til & veaere

T(x,0) = sin® rz.

*Med tre streker i G(t) = 0 menes at G(t) er identisk lik 0. Det vil si at G(t) = 0 for alle verdier av .
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I tillegg fér vi fra den generelle Igsningen at
T(x,0) = Z B, sinnmz.
n=1

Problemet vart er redusert til & finne koeffisientene B,, i sinusrekken til sin® 7z. Vi skriver fgrst

om sin® 7z = 1 — cos? mx = 1 — 1 cos 2z, Denne utvider vi til en odde periodisk funksjon

med periode 2. Vi regner ut koeffisientene

2 (! 11
B, = —/ sinnrx | — — = cos2wzx | dx
1/, 2 2

1
1 1
- / (sin nrr = 5 sin(n — 2)mx — 5 sin(n + 2)7r:v) dz
0
1

1 1 1
= [—% cosnwr + m cos(n — 2)mx + m cos(n + 2)7?4

1 1 1 '
= [_E cosnwx + W —r cos(n — 2)mx + n o) cos(n + 2)7?;1:}

1 1 1 n _ # —1\* —
(5 ) (V0 =

for n # 2.

2 ! 11 ! 1 1
By = —/ sin2nz | = — =cos2rx | doe = / sin 27z — = sinOwx — = sindnx | de = 0.
1/, 2 2 0 2 2

Vi har dermed

8 8 8
sinrr——sin3rr—- - — sin(2n—1)rx—---3
-3 157 2n—1)(2n—1)2—4)7

sin® rx ~ —

og Igsningen av initialverdiproblemet er

- —8 2,2
—(2n—1)*7°t ; .
T(x,t) = E Gn =@ -1 = 4)7r€ sin(2n — 1)z, (11.6)

n=1

11.4.4 Generell lgsning av bglgelikningen
Separasjon av bglgelikningen

Vi vil Igse bglgelikningen for svingninger av en gitarstreng med lengde L. For enkelhets skyld
antar vi at svingningene ikke avtar overt tid, men at strengen svinger evig. Da her vi likningen

Pu 0%
— =C"=—.
ot? Ox?
Initial- og startbetingelser er u(0,t) = 0, u(L,t) = 0, u(0,t) = f(t) og u(0,t) = 0.
Vi setter inn u(z,t) = F(x)G(t) i bglgelikningen. Da far vi den separerbare likningen

F"(2)G(t) — EF(2)G"(1).

—(-1)"

3En konsekvens av formeleneratm =8 -, T @)
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Etter dividerer med F'(z)G(t) fas

Siden denne likningen skal vare sann for alle par (z,t) sé er den sann for (x,ty) der ¢y er en
konstant. Det betyr at

F'(x)  ,G"(t)

= c¢*———~2 = K, (Konstant
Flo) Gl oy
Da er ogsa
G//(t) )
=K.
¢ ¢

Vi har derfor to ordinare differensiallikninger i stedet for en partiell differensiallikning.

F'(z) = KF(2)
G"(t) = AKG(t)

Av randbetingelsen u(0,t) = u(L,t) = 0 far vi F(0) = F(L) = 0 eller G(t) = 0. Med
G(t) = 0 far vi u(z, t) = 0 som er uten interesse. Vi sitter derfor igjen med F'(0) = F'(L) = 0.
Nér K = k? er positiv har vi Igsningen F'(x) = a e +be*. Randbetingelsene gir da systemet
a+b=0o0gae+b/e = 0. Dette systemet har bare den trivielle Igsninge a = b = 0. Dette
medfgrer at u(z,t) = F(x)G(t) = 0G(t) = 0. Vi far ogsa u(z,t) nar K er lik null. Vi ma
derfor ha negativ K. Vi lar K = —w?. Lgser vi likningen F"(z) = —w?F(z) fér vi

F(x) = A coswx + B sinwz.

Av randbetingelsen F'(0) = 0 far vi0 = A cos 0+ Bsin 0 = A. Randbetingelsen F'(L) = 0 gir
oss likningen B sinwL = 0. Det betyr at wL = nm der n er et vilkarlig helt tall. Vi far derfor
lgsningene

F(:E):sinn—zx, n=123,...

For samme verdier for w Igser vi G”(t) = —c*w?G(t) og far
Glt) = C nmct 4 Dsi nmct
= C cos sin :
L L

Initialbetingelsen wu;(z, 0) medfgrer at F'(x) = 0 eller G'(0) = 0. Siden F'(z) Zsama G'(0) =
0. Dvs at

t t
m;c cos( = Dm[r/c

0=G'(0) = —C? sin 0 + D
Derfor er D = 0. Lgsningene pa formen F'(z)G(t) er derfor

nmct . nnx
sin —.

L L

u(zx,t) = cos
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Komplett Igsning av bglgelikningen med Fourierrekker

Vi bruker superposisjonsprinsippet til & finne lgsningen av rand og initialverdiproblemet. Su-
perposisjonsprinsippet sier at

o
Z B nrwct . nmx
cos Sin —
n
L L
n=1

er en lgsning av bglgelikningen.
Eneste betingelse som ikke er brukt til nd er initialbetingelsen u(x, 0) = f(z). Vi kan skrive

flz) = ZB" sin nLLx
n=1

Det betyr at B, er lik sinusrekke-koeffisientene til f(x). For & finne disse kan vi finne den odde

periodiske utvidelsen av f(z). Vi vil se pa noen eksempler. La f(z) = ‘%z (z — L). Daer

L L?
= SL_U;] {—%x(m — L) cos nLL:CLL + SL—U;] OL n—L7T(2:U — L) cos nLLx dz
= ngﬁyzz {%(23@ — L)sin nzx]: - nirUBQ OL %2 sin ? dz
=04+0-— nl;jg(}/ {—% cos nLLx}j = 22:2 (cosnm — cos0) = iggg((—l)" —-1). (1.7

Som tidligere ser vi at B,, = 0 for alle partall n. Vi far derfor

S1n

i —32Uy . (2n— )7z
(2n —1)373 L '

fx) ~

n=1

Fordi f(z) er glatt pa [0, L] sd har vi likhet i alle punkt for sinusrekken til f(z). Lgsningen til
initialverdiproblemet er

i =320y (2n—D)met . (2n— 1)z
£~ (2n — 1)33 L L '
Oppgaver fra kapittel 11.4
1. Lgs likningene ved hjelp av ODE- siallikninger.

tekninkker.

a) Uy = 4um:r

a) Ugy = 'um (H1nt: betrakt fgrst Uy b) Ugy = Uy
som ukjent.)

b) u,, = u, der u er en funksjon i x €) U = Use +U

og . d) uy = Uge —u

2. Bruk teknikken med separasjon av vari- 3. Bruk separasjon av variable til & finne
able til & Igse fglgende partielle differen- alle lgsninger pa formen F'(x)G(y) til
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randverdiproblemene med randbetingel- randbetingelser u(0,¢) = 0 og u(1,t) =
ser u(z,0) = 0og u(z,1) =0. 0 og initialverdier som gitt nedenfor.

a) Ugy = Uyy a) Uy = 4U$m, U(l’, O) =sinnx

b) u,; = duy, b) uy = wuyy, u(zr,0) = sinmr +

) ) sin 3mx + sin S7x
4. Bruk separasjon av variable og fou-

rierrekker til & finne alle lgsninger pa
formen F'(z)G(t) til problemene med d) uy = Uy, — u, u(x,0) = (1 — )z

C) Uy = Ugy + u, u(x,0) = sin® 7z



TILLEGG A

TRIGONOMETRI

A.1 Trigonometriske identiteter

cos® r + sin® x
Ccos 2x
sin 2z

COS2 X

sin?

cos(m/2 —x

cos(z +y

)

sin(m/2 — x)
)

sin(z + y)
COS & COS Y
sin x sin y

sin & cos y

1 (A.1)
cos’z —sin’x (A.2)
2cosxsine (A.3)
1

5(1 + cos 2x) (A.4)
1

5(1 — cos 2x) (A.5)
sin x (A.6)
cos x (A.7)
COS T COs Y — Sin x sin y (A.8)
sinz cos y + cos z sin y (A.9)
1

3 < cos(z — y) + cos(x + y)> (A.10)
1

5 < cos(z — y) — cos(x + y)) (A.11)
1

5 ( sin(z — y) + sin(z + y)> (A.12)
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TILLEGG B

FORENKLING AV RASJONALE
UTTRYKK

B.1 Motivasjon

Adderer vi to rasjonale uttrykk danner vi felles nevner fgr vi adderer tellerene. For eksempel er

1 x 1(1 4 2?) 7 1 1

r 1+22 z(1+22) z(1+22) z(l+22) z+a3

A g4 den andre veien kalles delbrgksoppspalting. Det er ofte nyttig i for eksempel integrasjon.

. . 1z _ _1 . 1 1 _z .
Utregningen over viser at = Integranden i | — —sdx erstattes med  — 755

1422 x4x3

1 1 T 1 T 1 9
/x+x3dx=/<;—1+x2)d??:/;d:c—/1+x2dx:ln\x|—éln(1+x)+c.

B.2 Delbrgksoppspalting

P(z)
Q(z)

Hensikten med delbrgksoppspalting er a skrive om den rasjonale funksjonen til en sum av
enklere rasjonale funksjoner der hvert ledd har nevner av grad 1 eller grad 2.

Delbgksoppspalting utfgres i 4 trinn.

Fgrst faktoriserer vi nevneren () i lineare faktorer og kvadratiske faktorer. For eksempel
faktoriserer x + 2% i faktorene z og 1 + z2. Videre faktorisering av 1 + 22 er ikke mulig.
Utrykket z — 22 faktorisereri z, 1 — 2 og 1 + x. I noen utrykk repeteres en faktor flere ganger.
For eksempel faktoriseres z° — 222 +z som z(z —1)?. Vi sier at faktoren z — 1 har multiplisitet
2.

Andre trinn er & danne for hver faktor (z — r) eller (2® + px + ¢), med multiplisitet m,

delbrgkene

A A A
(x—7r) (z—r)? (x —r)m
eller
BlfL‘ -+ Cl BQIL‘ + CQ BmZE + Cm

_|_ . e _|_
(@2 +pr+q) (22 +pr+q)° (2* 4+ pr +q)™
Vi fér like mange ukjente A;, By etc som graden til Q(x).

205
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Tredje trinn er a sette opp likningen
P(z) = (summen av alle delbrgkene vi fant i andre trinn) - Q(z).

Fjerde trinn er a finne finne nok likninger i de ukjente A;, B; etc og lgse disse.

Eksempel B.1. Finn delbrgksoppspalting av —L.

Lgsning: P(z) = 1 og Q(z) = x + x3. Faktoriseringen av Q(x) er z(1 + x?). Vi fér to
Bx+C

delbrgker 2 og £ 5 Sé setter vi opp likningen 1 = (4+ lﬁ;g)@(x) Denne forenkles til

1=(A+B)z*>+Cx+ A

Denne gir likingene A + B = 0, C' = 0 og A = 1. Denne har lgsning A = 1, B = —1 og

C' = 0. Vi har vist at
1 1 T

r+z3 x 142




TILLEGG C

INTEGRASJON

C.1 Delvis integrasjon

Setning C.1 (Delvis integrasjon). La f(x) og g(x) veere funksjoner som har kontinuerlige
deriverte. Da er

[ F@g@is = f@go) - [ feyga)a.

Tilsvarende formel for bestemt integral er

[ 7@ = [rwo@) - [ s

Setning C.2 (Substitusjon). La g(u) veere en kontinuerlig funksjon og la funksjonen f(z)
ha kontinuerlig derivert. Da er

/ g(f(x)) f'(z)dz = / g(u)du.

Tilsvarende formel for bestemt integral er

b f(b)
) ' (z)dx = w)duw.
/a o(f (@) f () /f o
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TILLEGG D

GRESKE TEGN

A (2

A « alfa N v ny

B (3| beta = ¢ ksi

I' v |gamma || O o | omrikon
A §| delta || II = pi

E ¢ |epsilon|| P p rho

Z (| zeta > o | sigma
H n eta T 7 tau
© 60| theta || Y v | ypsilon
I iota ® o phi
K x| kappa || X ¥ khi

A X|lambda || U ¥ psi

M pu my 2 w | omega

Tabell D.1: Det greske alfabetet
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TILLEGG E
FORMELSAMLING

A. Komplekse tall
2. Spesielle kvadratiske matriser
Standardform: z = a+1ib - -
Diagonal matrise .
Polarform: z = re? =r(cosf +isinf) D = diag(ay, - , ann) a;; = 0,ndri # j.
De Moivres: (cos@ +isind)" Enhetsmatrise I =diag(1,1,...,1)
= cosnb + i sin nf @vre trianguler matrise | a;; = 0nari > j
Konjugert: Z = a—bi Nedre trianguleer matrise | a;; = 0 ndr i < j
Argument; argz = 0 Symmetrisk matrise AT = A
Skjevsymmetrisk matrise | AT = —A
Absoluttverdi: |z = Va?+b? 1Y
Singuler matrise det A=0
Realdelen: Re(z) = a
3. Rangen til en matrise
Imaginerdelen: | Im(z) = b g

Rank A = antall pivotelementer i en trappematrise for
A.

B. Lineaer algebra
Rank(A”) = Rank(A)

1. Matriseoperasjoner
4. Invers matrise

ATTA=AAT =1

Sum: A+ B = laj+ bl (ABT1 =B ia!
(AT>71 — <A71>T

Gitt matrisene A = [a;;] og B = [b;;].

Multiplikasjon LA = [ & aij]
med skalar: Gauss Jordan:
- (Al ~ 1147
Produkt: AB = [Z i bk;j] Kofaktormetoden
k=1 1 (kof A)T
Transponering: AT = aj A= Cdet A

(A B)T = BTAT Fglgende er ekivalent for kvadratiske matriser:
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1. Aerinverterbar (A~! eksisterer.)
2. det A #0.

3. A har maksimal rang.

5. Ortogonale matriser.

AT = A7 o AAT = ATA=1

6. Determinanter

Kofaktor: kof (a;;) = (—1)""7 D;;, der D;; er underdeter-
minanten en far ved a fjerne rad i og sgyle j fra det A.
Utvikling langs rad nr. 7 og langs sgyle nr. j:

det A = Z Q4 kof(akj).
k=1

det A = Z a;y, kof (a;r,)
k=1

e det(AT) = det(A)
o det(A™1) = (det(A))™!

e det(AB) =det A-det B

7. Linezre transformasjoner

En transformasjon 7' fra R" til R™ kalles linear hvis og
bare hvis

1. T(cx) = cT'(x), for alle x € R" og alle ¢ € R.
2. T(x+y)=T(x)+T(y), foralle x,y € R™.
Transformasjonsmatrisen til 7" er matrisen

[T(e1) T(e2) T(en)]

8. Geometriske transformasjoner i R?:

De fgrste fem er line®re. Den sjette er en fiktiv transfor-
masjonsmatrise.

FORMELSAMLING

1. Speiling om 1. akse:

2. Speiling om 2. akse:

]
o)

3. Speiling om linjen z; = x:

. . cosf) —sin6
4. Rotasjon om origo: { sinf  cosd }
. ki O
5. Skalering: { 0k }
1 0 ay
6. Translasjon: 0 1 a
0 0 1

9. Linezr avhengig/uavhengig vektormeng-
de:

Rangmetoden: Innfgr matrisen A = [a; ay ay|
sder {aj,as,...,a;} l.a. hvis Rank(A) < k og Lu. hvis
Rank(A) = k.

Alternativ metode: {a;, as, ..., a;} er Lu. hvis og bare
hvis z1a; + x9as + - - - + xxa; = 0 kun har lgsningen
Ty =9 =...=x =0.

10. Underrom, linezert spenn:

En vektormengde V' i R" er et underrom i R™ hvis og
bare hvis

1. u og v er vilkarlige vektoreri V, sd er u + v en
vektoriV,

2. cer et vilkarlig tall og u er en vilkarlig vektori V,
sa er cu en vektori V.

Vektormengden S er et generatormengde for V' hvis og
bare hvis enhver vektor i V' kan skrives som en lineer-
kombinasjon over S.

V = linsp S (det lineaere spennet til S).

En basis for V' er en l.u. generatormengde for V.

Elementere linjeoperasjoner pa en matrise bevarer even-
tuelle lineere sammenhenger mellom sgylene i matrisen.



FORMELSAMLING

11. Egenverdier og egenvektorer:

Ax = Xx, ¢ # 0. x = egenvektor, \ = egenverdi. I
= egenrommet hgrende til egenverdien \. m, = multi-
plisiteten av en repetert egenverdi A,

Hvis dim(FE)) < m, for en repetert egenverdi A, er A
defekt.

12. Diagonalisering av A, (n X n-matrise)
K 'AK = D,
Egenvektormatrise: (Diagonaliseringsmatrise)
K = [kl ko kn] ,

der {ki, ko, ..., k,} er Lu. og egenvektorer.

Egenverdimatrise: D = diag(Aq, A\, ..., A1)

C. Potenser og logaritmer

1. Derivasjon
. (7Y = e
e (@) =a® Ina
e (Inz) =1/z

;L 1
 zlna

* (log, z)

2. Regneregler for potenser

e aPql = gPta
° a_p — 1/ap

o (ap)q = qP4

° ap/q — \q/a_p
o aPb? = (ab)?

© [t = (/b

3. Regneregler for logaritmer
* In(ab) = Ina +Inb
e In(a/b) =Ina —Inb
e In(a?) = glna

* log,(b) =Inb/Ina

D. Trigonometriske funksjoner

(—1/2,\/3/2)

(1/2, \/§/2)
(—v3/2,v3/2)

(v21221)

T cosx sin x tanz
1 0 0
P N e
T I
n o 360 | V5L \/5—8\/5 5— 25
A N
o g | (/38| SEa |10
s 1 | F | v
o= 7| ¥ \/5+8V5 5+ 25
5 90° 0 1 00

E. Derivasjonsregler

La u og v vere funksjoner og la k vere en konstant.

(u+v) = o+

(u—v) = u =2

(ku)" = ku'
K =0

v+ uv
u\’ w'v —uv'
() - e



214 FORMELSAMLING
F. Numerikk Midtpunktsmetoden
1. Newtons metode: wo = y(to)
S1 = bn, Wp
fla)=0 S
s = f(tn+h/2,w,+ (h/2)s;)
Nummerisk skjema Wpi1 = Wy + hso
1. Gjett en lgsning x.
2. Bruk si newtons iterasjonsformel for & finne z,, Runge Kutta RK4
T3, etc:
B (C v — v
3. Stopp nar gnsket antall desimaler har stabil = Sl h/2 wat (h/2)0)
. dStopp nar gnsket antall desimaler har stabilisert S5 = f(tn+h/2,wn + (h/2)s5)
seg.
sy = f(t,+ h,w, + hss3)

2. Ordingre systemer. Wn i1

Eulers metode

h
Wy, + 6(51 + 259 + 283 + S4)

wy = ylto) 3. Nummerisk derivasjon.
Wni1 = Wyt N f(tn, wn) Foroverdifferanse for forstederivert
(5,8) = + (e, t + k) — u(w, 1)
Trapesmetoden AR U
Bakoverdifferanse for forstederivert
wo = y(to) .
s1 = [f(tn,wy) u(x,t) ~ T (u(z,t) — u(z,t —k))
Sg = f(tn + h,w, + hsy) . )
3 Sentrert differanse for andrederivert
Wpy1 = Wy + 5(51 + s9)

Uz (T, 1) &

h

1
3 (u

(z + h,t) = 2u(z,t) + u(z — h,t))



FASIT PA OPPGAVER

Fasit pa odde oppgaver fra kapittel 1

1: 11 — 104, 3:0.2 —0.4i, 5: —4 + Oieller -4, 7: —1+ 14, 9:2(cos(mw/3) + isinn/3),
23 = =8, 11:v/2(cos(—3m/4) +isin(—37/4)), 2° = 2v/2(cos(—97/4) +isin —97/4)), 13:
Ikke tilgjengelig fasit, 15: zy/z0 = 1e™/® og 2120 = 8e¥™/8, 17: 21 =1 —i, 20 =i, 19:
Z1 :2—i,22:—2—i, 21:21 :—2+i,22:—2—i,

Fasit pa odde oppgaver fra kapittel 2

1: a) (z,y) = (2,1) b) (z,y) = (2,1), 3: a) Bestemt for a # —4 og selvmotsigende for
a = —4. b) Ubestemt for a = 1, selvmotsigende for a = —1 og bestemt for alle andre verdier
for a. c) Bestemt for a # —1 og ubestemt for a = —1., 5: Ikke tilgjengelig fasit, 7: Ikke
tilgjengelig fasit, 9:x = —1,y = —1 0g z = —3, 11: Ikke tilgjengelig fasit, 13: 2> —3z+3,
15: 7y = 32,7, = 20,15 = 32,7y = 18,15 = 32 og T = 20.,

Fasit pa odde oppgaver fra kapittel 3

1: a) Ikke pa trappeform, b) Pa redusert trappeform, c) Pa redusert trappeform, d) Pa trappe-
form, e) Pa trappeform, f) Pa trappeform, g) Ikke pa trappeform., 3:a)2,b) 3,¢)2,d) 2, e)
3,f) 3, 5:Ikke tilgjengelig fasit, 7: a) L = {(xy, 20, x3)|z1 = 1 —t,29 = 1 — t, 23 = t},
b) L = {($1,[L‘2,?E3)|l‘1 = 7/3 -+ t,l‘g = —2/3 — t,ZL‘g = t}, C) L = {($1,$2,l‘3,$4)|l‘1 =
1—s—t,xg =—s—2t,x3 = s,z4 = t}, d)-f) Fasit ikke tilgjengelig, 9:a)0=c—a—b
b) ingen linezer sammenheng., 11: (a,b,¢,d) = (1,—1,0,2), 13:Ikke tilgjengelig fasit, 15:
Ikke tilgjengelig fasit, 17: Ikke tilgjengelig fasit,
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Fasit pa odde oppgaver fra kapittel 4

1: a) {4 7},1:)) {10 9],c)umulig,d) [7 o _41}, 3: a) AB = {_f 6},314:

14 -9 -1 2 4 2 -1 5
2 -1 5
[_1 O},b) AB ikke mulig, BA = [6 6 22],c) AB = -4 2 10|, BA = 19, 4d)
9 4 15 5
6 -3 15
1 0 0 1/3 0 0
AB:[4 ) —1},BAikkemulig,e)Ingenmulig., 5:a)|—-2 1 0|,b)| 0 1/4 0 |,
5 -3 1 0 0 —1/2
1 4 -3 1/4 0 1/4
) |[-2 -6 5 |,d |—-1/12 1/3 —1/12| , 7:Ingen fasit, 9: X = BTA"!, 11:
-1 -5 4 —5/12 2/3 7/12
5 0 4
X = BT, 13:A=[7t1 tz], 15: ) A '=|1 1 0|,b)a=1,y=—1,2=—-2,¢)
—2ty t 01 —1

x=2,y=1,2=1, 17:Ingen fasit, 19: Ingen fasit, 21: Ingen fasit, 23: Ingen fasit,

Fasit pa odde oppgaver fra kapittel 5

1: a) (4,4),b) (0,4),¢) (5,5),d) (4,2,3),e) (2,6,4) f) (2.1,0.9,0.9), 3: a) (x1,22) = (1,1),
b) (z1,22) = (2,1),¢) (x1,22) = (1,—2),d) Ingen Igsning,, 5:a) L.U.,b)L.U.,c)L.A., 7:a)
Ikke underrom, b) Underrom, c¢) Ikke underrom, d) Underrom, e) Ikke underrom, 7: Ingen fasit,
9:Forslag:a) {[3 —2 —1 2],[0 0 1 1]}b){[1 -1 2 4 —1],[0 0 5 6 —4]}
of[l =2 -1 0 1],[0 2 2 2 —1],[0 0 0 0 1]}, 11: Ingen fasit tilgjengelig,
13: a) {a;, a3, a5}, dim=3 b) {a;,a3,a,}, dim=3 ¢) {a;, a3}, dim=2, 15: a)Ja, med i rad-
rommet b) Ja, ¢) Nei, d) Ja, ) Ja, g) Nei, h) Ja, 17: Ingen fasit,

Fasit pa odde oppgaver fra kapittel 6

V2 —V2 3
1: a) Nei, b) Ja, ) Ja, d) Nei, e) Ja, f) Nei, g) Nei, h) Ja, 3:(0,5/3),(1,2/3), 5: [vV2 V2 —2v2[,
0 0 1
2 0 1 3 1 1
7: [0 =2 9|, 9: a) (3-12), (1.1.2), (1,0,1) b) |=1 1 0| c) finnes ikke., 11: a)
0O 0 1 2 21

x4+ 2y = 0,b) 2x 4+ 3y = 0 ¢) Ingen fasit, d) Ingen fasit, 13: Ingen fasit,

Fasit pa odde oppgaver fra kapittel 7

1:a) 1,b) 5,¢)-1,d) 4,e) 0, 3: Ikke tilgjengelig fasit, S5:a) A = —1, b) ikke egenvektor, c)
A = 2,d) A = -2, e) ikke egenvektor , 7: Ikke tilgjengelig fasit, 9: Ikke tilgjengelig fasit,
13: Ikke tilgjengelig fasit, 17: Hint: det(—A) = (—1)"det A, 19: a) \; = 1, Ay = —0.1, b)
AM=1LX=03,c)A=1,)X=02,
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Fasit pa odde oppgaver fra kapittel 8

I: a) 15, b) -23, ¢) -3, d) 0, e) -3, f) -13, 3: a) [%%7%]’ b) [57_1_7071_107%]’ c) [%737_%],
e L3 1 7 _8 2 2 2 _10 5 2 6] g, Li —20.4.11.0
)[6’ 6’6’6]’6)[11’ 11’ 11711]’f)[137 137 137 13713]’ : a) Linspan{( ,4,11,0),
(—12,—2,0,11)},b) Linspan{(1,2,0), (=5,0,2)}, 7:a)u; = (3,3,0,2),us = (3, -3, 3,0),
us :2( ’13%’_§7%), b) u = (%707§7§7070), Uz = (0707_%’%’_1_10’_1_0)’ uz = (%71_117
0, =, —11,0),

Fasit pa odde oppgaver fra kapittel 9

1: a) Hint: Regn ut ¢(0 + 0) pa to mater. b) Hint: Regn ut ((—1) + 1)v) pa to mater., 3: Hint:
Lap(x) =c; (1 —1)3 +ca3t(1 —1)? + 3 3t2(1 — t) + ¢4 t3. Sett inn fire forskjellige verdier for
x inn i likningen p(x) = 0 og lgs det linere likningssettet du far i de ukjente ¢y, o, c3 0g ¢4.,
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—_ A —
absoluttverdi, 15
addisjon

av komplekse tall, 11

av matriser, 62

av vektorer, 80
additiv

enhet, 81

invers, 81
additivitet, 144
aksiomer, 159
annengradslikning, 14
Argandplanet, 15
argumentet, 16

hoved-, 16
assosiativ lov, 66, 81, 159
avstand

mellom vektorer, 146

—B—

basis, 90, 165
lagrange, 165
ortogonal, 149
ortonormal, 154
standard-, 90

bestemt, 26

bestemt system, 49

Bglgelikningen, 197

—C —
Col A, 93
cosinus rekke, 192

—D—
definisjonsmengde, 102

REGISTER

deMoivres formel, 18
determinant
av 2 x 2 matrise, 115
av n X n-matrise, 120
til 3 x 3-matrise, 117
under-, 117, 120
diagonaliserbar, 133
diagonalisering, 133
diagonalmatrise, 56
Dirac-deltafunksjon, 170
distributiv lov, 66, 81, 159

—F —
egen

-rommet, 127

-vektor, 126

-verdi, 126
ekvivalente

systemer, 34, 44
element, 31
elementere matriser, 68
eliminasjon

Gauss-, 35, 36

Gauss-Jordan-, 51
enhet

imaginer, 10
enhetsvektor, 145
entydig lgsning, 26
entydighet, 160
Eulers formel, 18

—F —

familie, 197

fiktive koordinater, 107
Fourierrekke, 188
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REGISTER

fri variabel, 47
frie variable, 46
funksjon, 102

—G—
Gauss-eliminasjon, 35

pa matrise, 36
Gauss-Jordan-eliminasjon, 51
generatormengde, 89
generelle vektorrom, 159

—H—
halvplan

gvre, 98
Heavisidefunksjonen, 173
heltallspotenser, 75
homogenitet, 144
homogent system, 52
hovedargumentet, 16
hoveddiagonalen, 56

— 11—
identisk lik, 198
identitetsmatrise, 67
imaginer, 10
imaginar akse, 15
imaginar enhet, 10
imaginardelen, 11
imaginert tall, 10
impulsfunksjonen, 170
indreprodukt, 143, 185
induksjonsbevis, 135
injektiv transformasjon, 103
inkonsistent, 26
inkonsistent system, 25, 49
interpolerer, 38
invers, 69
invers Laplacetransformasjon, 172
inverterbar
matrise, 69
transformasjon, 103

—J—
jevn funksjon, 190

—K—
karakteristisk likning, 128
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koeffisienter, 30
koeffisientmatrise, 28, 33
kofaktor-matrise, 116
kofaktorekspansjon, 121
kofaktormatrise, 118, 120
kolonne, Se ogsd sgyle
kommutativ lov, 66, 81, 159
kommuterer, 76, 77
kompleks

eksponensialfunksjon, 18

konjugert, 12
komplekse rgtter, 18
komplekst

tall, 10
konstantledd, 30
koordinater

fiktive, 107
koordinatvektor, 92
kvadratisk, 56
kvadratisk norm, 145

—L—
lagrangebasis, 165
Laplace
-likningen i to variable, 196
linearitet av, 174
Laplacetransform, 172
legge sammen matriser, 62
likhet, 32
likhet for komplekse tall, 11
likning, 22, 23
linearitet av Laplace, 174
lineer kombinasjon, 163
lineere spenn, 163
linezrt uavhengig, 165
lineer
-spennet, 89
avhengighet, 85
kombinasjon, 84
lineer sammenheng, 50
liner transformasjon, 102
lineeert
avhengig, 85
uavhengig, 85
linje,
seealsorad31
lov
assosiativ, 159
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distributiv, 159

kommutativ, 159
lukket

under addisjon, 81

under skalarmultiplikasjon, 81
lgsning, 22, 23, 31

entydig, 26

ingen, 26

triviell, 52
lgsningsmengde

av system, 31
Igsningsmengden, 22, 23

_M —
matrise, 28, 31
m X n, 31
-identitets, 67
-null, 66
-produktet, 64
addisjon, 62
diagonal-, 56
elementer, 68
inverterbar, 69
koeffisient-, 28, 33
kofaktor-, 116, 118, 120
kvadratisk, 56
multiplikasjon, 64
ortogonal, 74
rotasjons-, 106
symmetrisk, 73
total-, 28, 33
transponert, 72
utvidet total-, 70
matriser
radekvivalente, 44
monom, 163
multiplikasjon
av komplekse tall, 12
av matrise og skalar, 62
av matriser, 64
skalar-, 62, 80
multiplisitet, 205

—N—

nedre trianguler, 56
negasjon av matrise, 63
normalisering, 146

nte-rot, 18
Null A4, 96
nullmatrise, 66
nullrad, 45
nullrommet, 96
nullvektor, 80

—0—
odde funksjon, 190
operasjoner, 61
orden, 31
ortogonal
matrise, 74
vektormengde, 149
ortogonal basis, 149
ortogonale
vektorer, 147
ortogonale funksjoner, 185
ortogonale projeksjonen, 150
ortogonalt komplement, 148
ortonormal basis, 154

—P—
parameter, 46, 47
partiell differensiallikning, 195
periodisk utvidelse, 192
pivot

element, 44

rad, 44

soyle, 45

variable, 46
pivotvariable, 46
plan

gvre halv-, 98
polar form, 15
polare koordinater, 15
positivitet, 144
potens

heltalls-, 75
predikat, 22
prikkprodukt, 143, 185
produkt

prikk, 143

skalar-, 143
projeksjon

ortogonal, 150
pastand, 22

REGISTER
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—R—
R", 80
rad, 31

null-, 45

pivot-, 44
radekvivalente, 44
radrom, 95
radvektor, 32
rangen, 48
realdelen, 11
redusert trappeform, 51
redusert trappematrise, 51
reell akse, 15
refleksjon, 106

om akser, 105
regneoperasjoner, 61
retning til vektor, 146
rotasjon i planet, 106
rotasjonsmatrise, 106

—S—
sammensatt transformasjon, 107
sannhetsverdi, 22
selvmotsigende, 26
selvmotsigende system, 25
sinus rekke, 192
sjakkbrettskjema, 118
skalar, 62, 80
skalarmultiplikasjon, 62, 80
skalarprodukt, 143
skalering, 106
skjev-symmetrisk, 142
skjertransformasjon, 107
skjertransformasjonen, 106
sprang, 167
sprangfunksjonen, 168
standardbasis, 90
standardform, 13
stykkvis kontinuelig, 167
stgrrelse, 31
stgrrelser

konstante, 27

ukjente, 27
subtraksjon

av komplekse tall, 11

av matriser, 63
surjektiv transformasjon, 104
symmetri, 144

symmetrisk matrise, 73

system
bestemt, 26, 49
homogent, 52, 96
inkonsistent, 25, 26, 49
selvmotsigende, 25, 26
ubestemt, 49

soyle, 31

sgylevektor, 32

sgyle
pivot-, 45

sgylerommet, 93

—T—
tilbakeinnsetting, 47
tilfredsstiller, 22
totalmatrise, 28, 33
transform

Laplace-, 172
transformasjon, 102

lineeer, 102

sammensatt, 107

skjer-, 107
transponering, 72
transponert matrise, 72
trappeform, 45

redusert, 51
trappematrise

redusert, 51
triangulaer

nedre, 56

gvre, 56
trigonometrisk rekke, 186
triviell 1gsning, 52

—U—

ubestemt system, 49
ubsetemt, 26
underdeterminant, 117, 120
underrom, 162

utvidet totalmatrise, 70

—V —
variable

frie, 46

pivot-, 46
Varmelikningen, 196
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vektor

-bildet, 83

-mengde, 84

enhets-, 145

1 planet, 81

koordinat-, 92

null-, 80

rad-, 32
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