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Hvordan vet/bestemmer vi hvilken
fordeling f(x) en stokastisk variabel X har?

Uke 4: Binomisk forsgksrekke,
binomisk- og geometrisk
fordeling

Uke 5: Poissonprosess,
eksponentialfordeling, weibullfordeling
og systempalitelighet

Uke 6: Normalfordeling, standard
normalfordeling og
sentralgrenseteoremet
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3 Stokastiske variabler

3.1 Diskret

Kumulativ fordeling

Fz)=P(X<z)=)» P(X=t)

t<z

Forventningsverdi
E(X)=ps = Y z-P(X =1)

Varians

Var(X) = 02 = E(X - 1s)*) = ¥ (@ — a)? - P(X = 2)

xT

Standardavvik

SD(X) = o, = y/ Var(X)

3.2 Kontinuerlig

Kumulativ fordeling

F(z) = P(X < z) = /_ ) dt

Forventningsverdi
E(X) = py =/ z- f(z)dzx
Varians

Var(X) = o2 =E(X = )?) = [ (@) (@) do

Standardavvik

SD(X) = 0, = 4/ Var(X)
3.3 Kovarians og korrelasjon

Cov(X,Y) = E((X — o) - (Y — ) = E(XY) = popr
Korrelasjonskoeffisient: p = Cov(X,Y)
Oz - Oy

Cov(X,Y) = 0 dersom X og Y er uavhengige.

Formelark
Uke 3

3.4 Regneregler
Pla< X <b) = F(b) — F(a)

E(aX +b) =aE(X) +b
Var(aX + b) = a*Var(X)

E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y)
Var(aX + bY) = a*Var(X) + b*Var(Y)+
2abCov(X,Y)
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Laeringsmal uke 3

Definere en «Stokastisk variabel»,

avgjore om en gitt stokastisk variabel er diskret (tellevariabel) eller
kontinuerlig (malevariabel),

og sette opp verdimengden for variabelen.

Over til Mentimeter



Hvorfor er det viktig om en stokastisk
variabel er diskret eller kontinuerlig?

Diskret (tellevariabel) Kontinuerlig (malevariabel)

P(X=x) f(x)
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En diskret stokastisk variabel X kan ta diskrete tallverdier

En kontinuerlig stokastisk variabel kan ta alle tallverdier pa tallinja, eller i et intervall

Dette krever ulike regneregeler for diskrete og kontinuerlige
stokastiske variabler!



Laeringsmal uke 3

Beskrive forskjellen pa en
» sannsynlighetsfordeling for en diskret stokastisk variabel, og en
 sannsynlighetstetthet for en kontinuerlig stokastisk variabel,

forklare hvordan sannsynligheter beregnes for de to typene, og
hvorfor kumulativ sannsynlighet er nyttig for a beregne
sannsynligheter.

Over til Mentimeter



Kontinuerlig sannsynlighetsfordeling

Eks: Kontinuerlig uniformfordeling

X er kontinuerlig uniformfordelt pa intervallet [1, 5]
V.=1[1,5] f(x) L. forallex eV
= , X) = = — X X
5-1 4

£(x) 3
PX=3) = f(x) dx =0

0.3

Mew hvordawn regner vi pé
s sanmnsywnligheter?

0.2

0.1

b
Pla< X <b) =J f(x)dx

Over til Mentimeter



Fra uke 2: P(S) =1

Hvorfor er det viktig om en stokastisk variabel er
diskret eller kontinuerlig?

Diskret ~ Kontinuerlig

P(X=x)

0.3

(\ Totalt areal = 1

ZP(X=X)=1

- x€V,

0.2

0.1




Hvor komplekse integraler ma vi
kunne regne ut?.-

unksjoner > Antiderivasjon eller integrasjon > Regneregler for integrasjon

Velg malform: Bokmal v

Det VIKTIGSTE er at vi
forstar at for a fa arealet
under f(x) ma vi integrere.

Uke 6: Fordelingen vi jobber
med heter
normalfordelingen og her er
f(x) sa komplekse at F(x)

Ikke finnes pa “lukket form”.
Da slar vi opp F(x) i tabell!

Integrasjon av en konstant k

/kd:v:ka:+C'

U ke 3 Integrasjon av potensfunksjoner

1
,rd — r+41 -1
/:L x T+1x +C, r#

Narr = —1, gjelder

/a: ld:z::/id:v:lna:—k(?, x>0
x

U ke 5 Integrasjon av eksponentialfunksjoner
[e*de ="+ C

[erdz = e+ C



Diskret

©
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Kontinuerlig

f(x)

A

¥ = PX<6)

012 3 456 7 8 910
X

Definisjon: Kumulativ fordelingsfunksjon F(x) = P(X < x)

F(x)

S yP(X <3)

b

PX<x)= ) P(X=1)

<x

0.0 0.2 04 06 0.8

1.0

0.2 04 0.6 0.8

F(x)

P(X < x) = J £(t) dt
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012345678910

Over til Mentimeter



Diskret

Kontinuerlig
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Regneregel: P(a < X < b) = F(b) — F(a)

P(X=x)
« 2
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P(X <2)

P(X=x)

P2 <X <4)




Laeringsmal uke 3

Definere forventningsverdi, varians og standardavvik for en
diskret og en kontinuerlig stokastisk variabel.

Regne ut forventningsverdi, varians og standardavvik for
bade en diskret og en kontinuerlig variabel ut i fra verdimengden
og sannsynlighetsfordelingen til variabelen. Dette vil involvere a
regne ut en vektet sum for en diskret variabel og et (vektet)
integral for en kontinuerlig variabel.

Gjennom stokastisk simulering forsta sammenhengen mellom
forventningsverdi og giennomsnitt i det lange lgp, og mellom
standardavvik og empirisk standardavvik (fra beskrivende
statistikk i uke 1).

Over til Mentimeter



Forventningsverdi for diskrete sannsynlighetsfordelinger

Binomisk fordeling

EX)= ) x-PX=x)

x€V, POXEx)
, = 2
' ()
Notagjon:
EX)=u= S . .
(X) = p = by Over til Mentimeter
g -
. . 1 T rr—>
Uniformfordeling 012345678 910
. . Poissonfordelin
P(X=x) Geometrisk fordeling” J
A ~ P(X=x)
« 2 P(Y =y) .
o M S
N o
= © N
= S
51 3 -
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X er en diskret stokastisk variabel med
f(1) = f(2) = 0.5. Hva er E(X)?

9
X
I
2

—>

2
E(X)=Zx-P(X=x):1-0.5+2-O.5:1.5

> x=1

02 04 06 0.8

1.5

Fremover har vi en formel for P(X=x) for “kjente” fordelinger!



Motivasjon: Forventningsverdi

P Eksempel: Terningkast Test selv i terningkast.ipynb
Q’ Mulige utfall: [-er’, ‘2-er’, ‘3-er’, ‘4-er’, ‘5-er’, ‘6-er’

X : teller antall gyne pa terningen

[0.000 terningkast
6
= x-PX=x)=35 =EX
P(X=x) ; ( )‘ (X) Andel
o - L o
N AN
o Forventningsverdien til X o
1O 2
o o
S S
o o
(g} O
S S
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T T T4 1 T — T T T T T —
1 2 3 4 9 6 2 3 4 3 6
X X
E(X) ZIOOOO '
Hva forventer vi 4 fa dersom vikaster terningen [0.000 ganger? x=—"=__ =35



Forventningsverdi for kontinuerlige sannsynlighetsfordelinger

EX) = ro x - f(x)dx Over til Mentimeter

Notagjon: |
E(X) =p = py

f(x f(x f(x
> Uniformfordeling (A) Eksponentialfordeling (A) Normalfordeling

©
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Definisjon: Varians

For en stokastisk variabel X er variansen gitt ved

X diskret
Var(X) = E (X — p)*) AN D, (= p’P(X =)

xX€V,

Notagjon:
Var(X) = o* = 0)2(

Forventet kvadratavvik fra forventningsverdien

SD(X) = /Var(X) =Vo* =

Uniformfordeling Binomisk fordeling Poissonfordeling
P(X=x) P(X=x) P(X=x)
- . SP(x) _ H 9o N S(X)
o < > o < P o >
T 1 1 1 1 [ | | LI L L > | 1 1 [ | | T\-l- 1 | | 1 > LI L 'T LI L | I | Tl 1 >
0123456738 91011 012345678 910 0123456738 91011
E(X) X E(X) X E(X) X



Definisjon: Varians

For en stokastisk variabel X er variansen gitt ved

X kontinuerlig ©0
Var(X) = E ((X - p)?) - J (x = w2 () dx

Forventet kvadratavvik fra forventningsverdien

SD(X) = /Var(X) =Vo* =

ftx)  Uniformfordeling fix) Eksponentialfordeling f(x)

o 4 o 4 o 4
o o o

Notagjon:
Var(X) = o* = 0)2(




Tolke spredning ved intervall

Lag et intervall med Over til Mentimeter
- nedre grense: E(X) — 2 - SD(X)
- ovre grense: E(X) + 2 - SD(X)

For enhver fordeling har vi dette intervallet dekke minst 75% av
observasjoner fra fordelingen (Chebyshevs teorem).
Hvis data kommer fra en normalfordeling dekker intervallet 95%.

Er det en bedre mate a bruke standardavviket pa?

https://en.wikipedia.org/wiki/Chebyshev%?27s_inequality



Hvordan vet/bestemmer vi hvilken fordeling
f(x) en stokastisk variabel X har?

B Histogram
Fordeling 1
Fordeling 2
Fordeling 3
Fordeling 4

Plotte histogram av data
sammen med kjente
fordelinger.

Antall timer (h)

Vindhastighet (m/s)

Figur fra FENT1001: Fornybar energi grunnkurs (Tor Hennum)



Hvordan vet/bestemmer vi hvilken fordeling
f(x) en stokastisk variabel X har?

Studerer eksperimentet - eller prosessen, som ligger bare
dataene vi skal jobbe med.



Laeringsmal uke 4

Gjengi betingelsene som ma veere oppfylt for at en stokastisk
variabel X skal veere binomisk fordelt (binomisk forsgksrekke).

Identifisere situasjoner der betingelsene for en binomisk
forsoksrekke kan sies a gjelde, og der en binomisk
sannsynlighetsmodell vil vaere en god modell.

Kunne beregne forventningsverdi, varians og standardavvik
for en binomisk fordeling ut ifra modellparameterene.

Kunne beregne binomiske punktsannsynligheter og
kumulative sannsynligheter ved hjelp av formelen for den
binomiske sannsynlighetsfordelingen, ved a bruke tabellen
med kumulative binomiske sannsynligheter (fra Formelark og
tabeller i venstremenyen i Bb), og ved a bruke Python med hjelp
fra ferdiglaget kode i Jupyter notatbgker.



. . . Binomisk fordeling:
Binomisk fordeling bruk av tabeller i utregninger

nnnnnnnn

Binomisk forsgksrekke |

Det utforesn forsok Parametere i fordelingen: n og p
Hvert forsgk kan ende som suksess eller fiasko
Sannsynligheten for suksess@er den samme i alle forsgk

Forsgkene er uavhengige av hverandre

X : Diskret stokastisk variabel som teller antall suksesser i 7 slike forsgk

P(X = x) = (”) e (l=py™  x=0.1...n
X

o o\

antall kombinasjoner av
X suksesser i n forsok

sannsynligheten for at en slik kombinasjon inntreffer
EX)=n-p

X er en binomisk fordelt stokastisk variabel Var(X)=n-p-(1 —p)
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BINOMISK FORDELING:(P(X < x)

—
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0.737
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0.993
1.000
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0.901
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0.475
0.821
0.974

0.078
0.337
0.683
0.913
0.990

0.047
0.233
0.544
0.821

0.250
0.750

0.125
0.500
0.875

0.062
0.313
0.688
0.938

0.031
0.187
0.500
0.812
0.969

0.016
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Jupyterhub: Uke4/binomisk.ipynb

Binomisk fordeling

La X veere en stokastisk variabel slik at X ~ binomisk(n, p). Vi sier at X er binomisk fordelt med parametere n og p. Den
stokastiske variabelen representerer antall suksesser i n uavhengige og identiske forsek der sannsynligheten for suksess er
p i hvert forsak.

| denne notatboken illustres hvordan du kan regne ut sannsynligheter for X, og plotte sannsynlighetsfordelingen til X, ved
bruk av python-kode.

from scipy import stats # statistikk-modulen i scipy-pakken
import matplotlib.pyplot as plt # plotting

Punktsannsynligheter

Vilar X veere binomisk fordelt med parametere n og p. For a regne ut sannsynligheten P(X = x) bruker vi funksjonen
stats.binom.pmf(x,n,p) frastats-moduleni scipy-pakken, der "pmf" er en forkortelse for "probability mass
function" (punksannsynlighet).

Punktsannsynligheter for alle mulige verdier av X kan illustreres i et sannsynlighetshistogram der hayden (og arealet) pa en
stolpe er punktsannsynligheten.

n =10 # antall forsgk
p = 0.4 # sannsynligheten for suksess
X =3 # det tallet vi vil regne pa sannsynlighet for

stats.binom.pmf(x,n,p) # P(X = x)



Laeringsmal uke 4

Forsta hvordan vi kan modifisere den binomiske

forsoksrekken til 4 se pa antall forsok til forst suksess, og fa en
stokastisk variable X som er geometrisk fordelt.

Identifisere situasjoner der geometrisk sannsynlighetsmodell vil
vaere en god modell.

Kunne beregne forventningsverdi, varians og standardavvik
for en geometrisk fordeling ut ifra modellparameter.

Kunne beregne geometriske punktsannsynligheter og
kumulative sannsynligheter ved hjelp av formler og ved a bruke
Python med hjelp fra ferdiglaget kode i Jupyter notatbgker.



Repetisjon: binomisk forsgksrekke

Det utf@reonrsak

Hvert forsgk kan ende som suksess eller fiasko

Sannsynligheten for suksess, p, er den samme i alle forsek

Forsgkene er uavhengige av hverandre

Y : Antall forsgk frem til og med forste suksess

Y ~ Geometrisk(p)

PY=y)=p-(1-pY' y=1,2,3...
1 1—p

EY)=— Var(Y) = >
P P

PY<y)=1-(-p)

0.2 04 0.6 0.8
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P(Y =y)

Geometrisk fordeling
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Forste mote med referansegruppa:
Tirsdag 7.september

Referansegruppe bestar av falgende medlemmer
Alesund:

- Yasmine Celine Vinding (ISTA1003, BIDATA) yasminev@stud.ntnu.no
- Joakim Sander Lgken (ISTA1002, BIELEKTRO) joakislo@stud.ntnu.no

Gjovik:

. Isabella Espegard (ISTG1001, nettstudier BIBYGG-F) isabeles@stud.ntnu.no
- Marte Gigstad (ISTG1001, BIBYGG) martegig@stud.ntnu.no

Trondheim:

- Helene Fjeldstad (ISTT1002, BIFOREN) helef@stud.ntnu.no
- Wilhelm L. H. L. Bjgrnvold (ISTT1001, FTHINGLOG) wibjornv@stud.ntnu.no
« Henrik Burmann (ISTT1003, BIDATA) henriabu@stud.ntnu.no



Referat fra forste mote med referansegruppa

2) Informasjon og laeringsressurser i emnet - kommentarer fra studentene
Fra studentundersgkelser fglger at:

Studentene er stort sett (svert) forngyd med hele opplegget, som oppleves som
ryddig.

Studentene er forngyd med temavideoene.

Mandagsforelesningene (plenum) er veldig bra og informative, szrlig som
oppsummering av uka far.

Forumet er “helt genialt”.

Informasjonen pa BlackBoard er bra og strukturert - selv om det er mye
informasjon finnes alt etter hvert.

Studentene har mest laeringsutbytte av temavideoene, STACK og hjelpesettet og
campusforelesningene, i tillegg til laereboka.

Tilbakemeldingene om laeringsutbyttet av campusforelesningene pa fredager er
ogsa positive - her er fire forskjellige varianter.

Tidspunktet til gvingstimene oppleves som ugunstig - for neer
innleveringsfristen pa fredager.

Yasmin, Joakim og Siebe tar et mate om gvingstimer/forelesninger i Alesund som
er fredager kl. 12-16, like for innleveringsfristen, som oppleves som uheldig.

Der er et gnske om a legge ut de ukentlige leeringsmalene pa forhand pa
BlackBoard slik at det er lettere a fokusere pa det viktigste.

Mette skal gjore dette samt ta det med i plenumsesjonen pa mandager.



Referat fra forste mote med referansegruppa

3) Andre spgrsmal fra studentene?

Det virker som prosjektinnlevering fredag den 26. november passer fint for alle
referansegruppemedlemmene tilstede - farste eksamen blir den 29. november.
Mette undersgker om 26. november passer for prosjektinnleveringen.

4) Datoer for de neste to mgtene
Neste mate blir mandag den 18. oktober kl. 15.15 (uka for eksamenen).
Siste mgte blir mandag den 15. november kl. 15.15 (etter eksamenen, i prosjektperioden).

Tentativ plan for prosjektmodulene:
Uke 44-45 (1.november-12.november): undervisning
Uke 45-47 (8.november-26.november): veiledning av prosjektoppgave

Innlevering av prosjektoppgave i Inspera: 26.11 kl 13 eller 29.11 kI 09.



Statistikeren simulerer 10 000 valg. Hvis modellen er god vil den sanne oppslutningen til partiet ligge i intervallet |
80 av 100 simulerte valg
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Modellen er bygget pa meningsmalinger og historiske valgresultater.



Godt VALG!

Valgprognoser er statistikk- her kan du lese mer om hvordan
forskere pa Norsk Regnesentral lager valgprognoser:

Kristoffer (siv.ing NTNU) forklarer:

https://nr.no/aktuelt/spennende-uker-for-valgprognosene/

Prognosene (med usikkerhet) finner du her:

https://www.aftenposten.no/norge/politikk/i/OQzg1l/siste-
statistikk-og-beregninger-for-valget-2021


https://nr.no/aktuelt/spennende-uker-for-valgprognosene/

