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Notat om levetid, weibullfordelingen og systempalitelighet
September 16, 2022

1 Levetid og systempalitelighet

Merk: Temaene levetid, weibullfordeling og systempalitelighet er ikke tilstrekkelig dekket i leere-
boka. Dette notatet kan brukes som et supplement.

import numpy as np

import scipy.stats as stats
import matplotlib.pyplot as plt
import math

1.1 Levetid og palitelighet

Vi representerer levetid (til et produkt, en komponent, en prosess, et system, etc.) som en stokastisk
variabel T'. Sannsynligheten for at levetiden er mindre enn en tid ¢ er dermed gitt ved F(t) = P(T <
t), der F(t) representerer den kumulative fordelingen til 7. Forventet levetid E(7T) kalles gjerne
“mean time to failure” og forkortes MTTF.

Definisjon: Palitelighetsfunksjonen R(t) =1 — F(t)
Sannsynligheten for at levetiden er lengre enn en tid ¢ er R(t) = 1 — F(T'). Her har vi innfert en
ny notasjon R(t), der R star for “reliability” pa engelsk, eller palitelighet pa norsk.

Definisjon: Sviktrate h(t) = %

Sviktraten, antall feil per tidsenhet ved tid ¢, kan ogsa kalles hasardrate, og pa engelsk bruker man

gjerne utrykkene “failure rate” og “hazard rate”. Sviktraten for de vanligste levetidsfordelingene
presenteres under.

Levetider kan modelleres med en rekke ulike sannsynlighetsfordelinger, og to sentrale fordelinger
er eksponensialfordelingen og Weibullfordelingen.

1.2 Eksponensialfordelingen

Eksponensialfordelingen kjenner vi som tiden mellom hendelser i en Poissonprosess, og som et
spesialtilfelle tid frem til forste hendelse (her er forste hendelse synonymt med svikt). For ekspo-
nensialfordelingen sé er

F(t) = e,

og
F(T)=1-e™,



slik at

R(t) =e M
Forventet levetid, MTTF, er
E(T)=1/A
Sviktraten er
h(t) = A,

som er uavhengig av tiden ¢.

Uansett hvor lenge en komponent med eksponensialfordelt levetid har fungert, s& holder sviktraten
seg konstant. Hvis komponenten har fungert i 2 ar, sa er det like stor sjanse for at den svikter i
lgpet av den neste maneden, som om komponenten var helt ny. Produkter med eksponensialfordelt
levetid trenger ikke & byttes ut for de svikter.

[2]: lam = 2
tid = np.linspace(0,10,100)
ft = stats.expon.pdf(tid,scale = lam)
Ft = stats.expon.cdf(tid,scale = lam)
ht = [lam]*100

plt.subplot(2, 2, 1)
plt.plot(tid, ft); plt.ylabel('f(t)'); plt.xlabel('t [ar]')

plt.subplot(2, 2, 2)
plt.plot(tid, Ft); plt.ylabel('F(t)'); plt.xlabel('t [ar]')

plt.subplot(2, 2, 3)
plt.plot(tid, 1 - Ft); plt.ylabel('R(t)'); plt.xlabel('t [&r]')

plt.subplot(2, 2, 4)
plt.plot(tid, ht); plt.ylabel('h(t)'); plt.xlabel('t [ar]')

plt.tight_layout(); plt.show

[2]: <function matplotlib.pyplot.show(close=None, block=None)>
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1.3 Weibullfordelingen

Weibullfordelingen er en generalisering av eksponensialfordelingen som lar oss modellere kompo-
nenter med gkende eller synkende sviktrater. Fordelingen beskrives av to parametere A og o. Den
kumulative fordelingsfunksjonen i Weibullfordelingen er

F(t)=1—e "
og sannsynlighetstettheten er gitt ved
F(t) = ad(A)* L=,

Pélitelighetsfunksjonen er
R(t) = e~ (7,

og sviktraten blir dermed
h(t) = aX(\t)*~ L.

Dersom a < 1 er sviktraten avtagende (“barnesykdommer”), dersom a = 1 er sviktraten konstant
(eksponensialfordeling) og dersom « > 1 er sviktraten gkende (“slitasje”). Noen eksempler er gitt
i figurene under. Du kan endre pa python-koden for & studere flere situasjoner.

#lam = 2; a = 0.8 # lambda og alpha, minkende sviktrate
lam = 2; a = 1.5 # gkende sviktrate
#lam = 2; a = 1 # konstant sviktrate (eksponensial)



tid = np.linspace(0.01,8,100)

ft = (a*lam)*(np.power(lam*tid,a-1))*np.exp(-np.power (lam*tid,a))
Ft = 1 - np.exp(-np.power (lam*tid,a))

Rt = np.exp(-np.power (lam*tid,a))

ht = axlam#*np.power (lam*tid, (a-1))

plt.subplot(2, 2, 1)
plt.plot(tid, ft); plt.ylabel('f(t)'); plt.xlabel('t [ar]')
plt.text(2, 0.5, r'$\alpha$ = %s, $\lambda$ = %s' % (a, lam))

plt.subplot(2, 2, 2)
plt.plot(tid, Ft); plt.ylabel('F(t)'); plt.xlabel('t [ar]')

plt.subplot(2, 2, 3)
plt.plot(tid, Rt); plt.ylabel('R(t)'); plt.xlabel('t [ar]')

plt.subplot(2, 2, 4)
plt.plot(tid, ht); plt.ylabel('h(t)'); plt.xlabel('t [ar]')

plt.tight_layout(); plt.show

[3]: <function matplotlib.pyplot.show(close=None, block=None)>
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1.3.1 Forventning og varians i Weibullfordelingen

Forventning og varians til en Weibull-fordelt levetidsvariabel T er gitt ved
1
B(T) = {T(1+ 1)
0g
1
Var(T) = +5 Ta+2)-T1+1)?),

der T" representerer den sékalte gamma-funksjonen:

F(z):/ t*~le~tat.
0

For heltall n = 1,2,3,... sda er I'(n) = (n — 1)!, men ellers bruker vi programvare for & regne ut
integralet numerisk.

# Eksempel:
lam = 2; a = 1.5 # lambda og alpha

E_T = (1/lam)*math.gamma(l + 1/a)

Var_T = (1/(lam*lam))*(math.gamma(l + 2/a) - math.gamma(l + 1/a)* math.gamma(l
—+ 1/a))

SD_T = math.sqrt(Var_T)

print(round(E_T,2)); print(round(SD_T,2))

0.45
0.31

1.3.2 Utvidet Weibull-fordeling

Den sakalt utvidede Weibull-fordelingen har tre parametere, a, A,tg, og sannsynlighetstetthets-
funksjonen er

F(t) = aX(\(t — o))~ L~ (AE—t0)?,

I praksis vil lokassjonsparameterenparameteren ¢y (ofte ogséa kalt ) flytte fordelingen langs tidsak-
sen, som illustrert i figuren under (endre koden for & studere ulike parameterverdier). For tid ¢ er
det dermed ingen sjanse for svikt, men for tid ¢ > ¢y vil levetiden fglge en ordinser Weibullfordeling
med parametere a og .

lam = 1.5; a = 2 # gkende sviktrate

t0 = 2
#t0 = 0
#t0 = 1

tid = np.linspace(t0,5,100)
ft = (a*lam)*(np.power (lam*(tid-t0),a-1))*np.exp(-np.power (lam*(tid-t0) ,a))

plt.plot(tid, ft); plt.ylabel('f(t)'); plt.xlabel('t [ar]')
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2 Systempadlitelighet

Ofte er vi interessert i systemer som bestar av flere ulike komponenter. Har skal vi se bort ifra
ytre faktorer som kan pavirke hele systemet pd en gang, og heller konsentrere oss om hvordan
levetiden til enkle systemer kan bestemmes utifra levetid til hver enkelt komponent. Vi antar at
alle komponentene har uavhengig levetid.

2.1 Seriekobling

Dersom et system kun fungerer nar alle de n komponentene i systemet fungerer, sa kan vi visualisere
systemet som en seriekobling av n komponenter med uavhengige levetider 11,75, ..., T,.

Sannsynligheten for at komponent ¢ fungerer ved tid ¢ er R;(t). Sannsynligheten for at hele systemet
fungerer ved tid t er
R(t) = Ri(t) - Ra(t) - Ru(t).

2.1.1 Seriekobling og eksponensialfordeling

Anta at vi har n uavhengige eksponensialfordelte komponenter, som alle har samme sviktrate A og
dermed har vi for hver komponent palitelighetsfunksjon R;(t) = e~*. Da blir uttrykket for at hele



det seriekoblede systemet fungerer ved tid t

R(t) = Ry(t) - Ro(t)--- Rp(t) = e M. e M...e7M = 7N

2.2 Parallellkobling

I en parallelkobling av komponenter med uavhengige levetider 17,75, ...,T;, vil systemet fungere
sa lenge minst én av komponentene fungerer. Levetiden til systemet blir dermed levetiden til den
komponenten som fungerer lengst.

Sannsynligheten for at alle komponentene, og dermed systemet, har sviktet innen tid ¢ er gitt ved
F(t) = Fi(t) - Fo(t) - Fu(t).

Sannsynligheten for at minst én komponent, og dermed systemet, fungerer ved tid ¢ er (fra kom-

plementsetningen) gitt ved

Rt)=1—F(t)=1— Fy(t)- Fa(t) - Fu(t).
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