LOSNINGSFORSLAG FOR @OVING 9, MA0001, H2007

Oppgave 7 side 296: La 6 vare en av de spisse vinklene i trekanten. Da er
a=>5cosf og b=>5sind,
og omkretsen av trekanten har lengde
O=a+b+5=>5cosf+5sinf +5= f(0).

Vi vil minimalisere f(¢) for 0 <6 < 7.

Endepunkter:

f(0) =5cos0+5sin0+5=5-1+5-0+5=5+5=10
f(5)=5cosf +5sinf+5=5-04+5-1+5=5+5=10

Kritiske punkter:

f'(0) = —5sinf + 5cosf =0
sinf = cos 8

sin 6

=tanf =1
cos an

som inntreffer nar 0 = %. Siden

f(Z)=5cosT+5sinT+5=5-2vV2+5-3vV2+5=5V2+5> 10,

har f(#) minima for § = 0 og 6 = 7. Minste omkrets har derfor lengde 10 cm.

Kommentarer:

1. For § = 0 og 6 = 7 klapper trekanten sammen til et linjestykke av lengde 5. Nar
vi maler lengden av omkretsen til dette linjestykket, far vi 5 cm langs den ene siden
pluss 5 cm langs den andre siden, slik at omkretsen har lengde 10 cm. Dette kunne
vi egentlig se helt uten a gjennomfere optimaliseringen over.

2. Det er naturligvis en smaksak om vi vil kalle dette linjestykket for en trekant.
Sunn fornuft og vanlig dagligtale tilsier at figuren bare er en rettvinklet trekant
nar 0 < ¢ < 7. Pa dette intervallet har ikke f(¢) noe minimum. (For hver 6 vi
velger fra det apne intervallet (0, %), kan vi alltid finne andre 6 fra intervallet der
funksjonsverdien er mindre.) Konklusjonen blir da: omkretsens lengde vil alltid
veere stgrre enn 10 cm.

Oppgave 11 side 296-297:



2

(a). La d veere avstanden mellom punktene (0,0) og (z,y). Ved den pytagoreiske
laeresetningen er

d* =z + 4%
Siden punktet (x,y) ligger pa linjen y = 4 — 3z, ma y = 4 — 3z. Derved gjelder

d? = 2° + (4 — 32)*.

Vi tar kvadratrot pa hver side av likhetstegnet og far

d= /2% + (4 — 3x)?

(b). Vi vil minimalisere d = /22 + (4 — 3x)2 = f(x) for —00 < x < 0.
Vi har ingen endepunkter i intervallet.

Kritiske punkter:

2z +2(4 - 3x)(-3)
22 + (4 - 3x)2

Nevneren er positiv for alle z. Telleren har formen

f'(x) =

2¢ +2(4 — 32)(=3) =22z — 6(4 — 3x) = 2x — 24 + 18x = 20z — 24.
Et fortegnsskjema viser at

>0 for z>
f'(z) erk =0 for =
<0 for z<

oy Uloy Uty

Altsa har grafen til f(x) folgende fasong:

ulo

og oppnar sitt minimum for z =
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(c). At d® = 22 + (4 — 3z)? har vi allerede vist. Siden /g(x) gker/minker hvis og

bare hvis g(x) gker/minker, mé minimum for g(z) ogsé inntreffe for z = £.

Oppgave 21 side 279-298: La f(t) betegne andelen av avkommet som overlever
nar rugetiden var ¢, og la C' vaere et uttrykk for belastningen ved a finne en make.
Vi skal studere funksjonen

f(t)

wlf) = T
for t > 0, der vi antar at f(0) = 0, 0 < f(t) < 1 og at grafen til f(¢) er konkav
nedover, det vil si f/(t) er en avtagende funksjon. Siden f(0) > 0 med f(0) = 0,
kan ikke f'(0) < 0. (a). Vi sgker maksimum for w(t) for ¢ > 0.

/
_ 1
ity = LOC+0 =10
(C +1)?
der nevneren er positiv for alle t. La w(ty) veere et maksimum for w(t). Da er
w'(tg) = 0. Det vil si at telleren i uttrykket for w'(t) er lik 0 for ¢ = to, altsa

f(t0)(C +to) — f(to) =0
J(to
f'(to) = —C( L.
+ 1o
Pa den annen side er stigningstallet for linjen som gar gjennom to gitte punket

(=C,0) og (¢, f(t)) lik
_ -0 _ f@

"o Tttt C
Denne linjen tangerer grafen til f(¢) i punktet (¢, f(¢)) hvis og bare hvis stign-
ingstallet er lik den deriverte i punktet, det vil si

e,
—H—C—f(t)-

Det inntreffer akkurat for var verdi ¢t = ¢.

(b). Vi setter f(t) = 1—t|—t og C' = 2. Skal w(t) ha et maksimum for ¢ = ¢y, ma
ifglge del (a) f'(to) = f(to)/(to + C). Vi har
g LHL+t)—t-1 1 ft)y t/(1+41)
FO=—F%17  ~x ® it¢ 241

Skal disse to veere like, ma

t
24+t=——-(1+1)?

1+t
2+t =1t(1+1)
2+t=t+t

2 =¢2,



det vil si, t = to = v/2, slik at stigningstallet for tangenten blir

R T
fto) = (to+1)2  (V2+1)2

Figuren nedenfor viser grafen til f(¢) og linjen gjennom punktet (—2,0) som tangerer
denne grafen. Tangeringspunktet avslgrer verdien for ¢ som maksimerer w(t).

xT

1
Oppgave 13 side 307: lin% Lo et 0/0-uttrykk siden a® = 1 for a # 0. Vi

3x

kan derfor bruke L’Hopitals regel:

D | . 2"In(2) -1
lim = lim ———.
z—03% — 1 z—0 3;511'1(3) -1

Na er det ikke lenger et 0/0-uttrykk. Siden 2* — 1 og 3% — 1, far vi

. 2—1 1In(2)—1
lim = )
z—03*—1 In(3)—1

1 2
Oppgave 17 side 307: lim (In )

Tr—00 aj'2

Vi kan derfor bruke L’Hopitals regel. Hvis vi er litt smartere (det er ikke ngdvendig),

er et 0o /oo-uttrykk siden In z — oo nar x — oc.

nx
finner vi forst grenseverdien L = lim ——. Da er grenseverdien vi sgker lik L?.

r—0o0 I
1 1
lim g YT
r—o0 I T—00
1 2
Altsa er ogsa lim (Inz) =02 =0.

T—00 1:2



)
Oppgave 27 side 307: lim /z Sin% er et oo-0-uttrykk siden i — Onar z — o0 og

T— 00

sin 0 = 0. Vi skriver derfor uttrykket som en brgk, slik at vi kan benytte L’Hopitals
regel:

sin +
lim vz sint = lim 2"/? sin ! = lim —=2.
T—00 r T—00 r T—00 x—1/2

Dette er et 0/0-uttrykk. L’Hopitals regel kan derfor brukes hvis grenseverdien ek-
sisterer. Hvis vi er litt smartere, erstatter vi x med 1/t. Da er

1 1\ 12
sint =sint  og x’lm:m: (E) = ¢'/2,

og nar x — oo, vil t — 0%, Derfor gjelder

. . 1/2 .
. 1 sint . smt.t L smt. 1 4 B
i Vasing = lim S5 = lim S e = im S e Lo = oo

Oppgave 33 side 307: lim z** er et 0°-uttrykk som ogsa er et sakalt ubestemt

z—0t

uttrykk. Vi vil derfor skrive uttrykket som en brgk, slik at vi kan benytte L’Hopitals
regel. Dessverre far vi ikke det til direkte, sa vi prgver om logaritmen til uttrykket

kan skrives som en slik brgk: La L = lim+ 2% (dersom grenseverdien eksisterer).
z—0
Da er
Inz
InL= lim nz* = lim 27-lnz =2 lim z-Inz =2 lim —~
z—0t z—07t z—0t z—0t 1/.1'

som er et 0o/oo-uttrykk. Ved L’Hopitals regel gjelder

L =2 lim 2% g fim
z—0t ]_/CC r—0Tt —1/172

Vi forenkler uttrykket litt fgr vi fortsetter, ved a multiplisere teller og nevner i den
siste brgken med x2. Det gir
1/x

=2 lim i lim (=22) = 0.

Derved er

L= lim 22 =e’ = 1.
z—0t

Oppgave 47 side 308: lim z e er et co-0-uttrykk (med en minus foran, men det

r——00
gjor ingen ting). Vi vil derfor skrive uttrykket som en brgk, slik at vi kan benytte
L’Hopitals regel:
T —t
lim ze*= lim — = lim —
T——00 z——oco 7% t—oo el
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der vi har erstattet x med —t. Dette er et 0o/oo-uttrykk, og vi kan bruke L’Hopitals
regel:

. . =t .o —1
Iim ze®* = lim — = lim — = 0.
r——00 t—o0 et t—o0 et

T

1
v er et 1°°-uttrykk fordi (z 4+1)/(x +2) — 1

Oppgave 50 side 308: lim

r—oo \ I
nar x — oo. Dette er ogsa et ubestemt uttrykk. Vi vil derfor skrive uttrykket som
en brgk, slik at vi kan benytte L’Hopitals regel. Som i oppgave 33 far vi ikke det til
direkte, sa vi prover om logaritmen til uttrykket kan skrives som en slik brgk: La

1 x
L = lim <x i 2) (dersom grenseverdien eksisterer). Da er
T—00 X

* In (2L
InL = lim In z+l = lim z-1n z+1 — lim n(:p+2)

som er et 0/0-uttrykk. Ved L’Hopitals regel gjelder

(zth) 42 (r_+1)’ RS QU L) o G D
nl = lim —2+2/ _ |jy @fb \e+2) g, #H (z+2)
e—oo 1)1 z—oo  —1/a? 200 1
1 1 2 9
—_— e — . x’ 1
— lim &L =2 7 im x — _ lim _
e—oo  —1 2—oo (x4 1)(z + 2) z—oo (1+1/2)(1 + 2/z)

Derved er L =¢™! =1/e.

1
Oppgave 11 side 330: f(z)=1—- — =1 2

T
Siden (z") = r 2", ma den antideriverte av "' vaere 27 /r + C. Siden 1 = 2°, er
den antidriverte av 1 lik 2! /1 4+ C' = 2 + C. Derfor er den antideriverte til f(z) lik

-1

1
x—$—1+C’:x—(—x_1)+C:x+m_1+C’:m+—+C’.
— x

d
Oppgave 51 side 331: d_y = f'(z) = 2/ = 22"/ for £ > 0 med f(1) = 2.
T

r—1

Siden (z") = r2"~!, ma den antideriverte av 27! veere 2" /r + C. Derfor er

z3/2 4 2312 4/
=2—+C= C= C
f(x) 3/2 + 3 + 3 +
der den vilkarlige konstanten C' ma tilpasses slik at f(1) = 2. Vihar f(1) =4-1/34+C
som er lik 2 nar C' =2 —4/3 = 2/3. Derfor er f(z) = 32z + 3.
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Oppgave 63 side 331: o= L'(z) = e % for z > 0 med lim, .., L(z) = 25.
T

Siden (™)’ = €* - a nar a er en gitt konstant, sa er den antideriverte til e** lik
e’ /a + C. Derfor er

6—0,190 6—0.190 10 6—0.195

= = — - _ =10 —0.1z C
01 +C 01 +C 1 +C e +

der den vilkarlige konstanten C' ma tilpasses slik at lim, ., L(z) = 25. Vi har

lim L(z)=—-10-0+C = C.

T—00

Derfor ma C' = 25, og lgsningen av problemet er L(z) = 25 — 10 e~



