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1 Oppgave 1
Skissér grafen til likningen
4a® + 4y? —dx — 4y +1=0. (1)

Lgsning: Likningen for en sirkel med sentrum i (z, o) og radius r > 0 i planet
er gitt ved (se avsnitt 1.1.3, side 7 i boka)

(z —20)” + (y —y0)? —1* =0 (2)
Skriver vi dette ut far vi
2? — 2wor + 25 +y® — 2yoy +ya — 1> =0 (3)
Ved & dele likning (1) med 4 far vi

1
z2+y2—zfy+1:0 (4)
som har samme form som (3) for passende valg av (zo,y0) og r. Vi kan finne
verdien av disse ved & danne fullstendige kvadrater; vi leser av koeffisienten
foran x og y og ser at 2zo = 1, s& x¢ = 3; tilsvarende ma yo = 3. Siden

N L1
1'2 =T 5622

servi at 22 — 2 = (v — %)2 — 2% Helt tilsvarende for leddene som inneholder y.

Likningen (1) er dermed ekvivalent med

) og radius r = \/g:%.

Dette er altsi en sirkel med sentrum i punktet (

o=

)

o=



Laereboka side 14-17

. Lgs likningen

|7 — 32| = —2. (5)

Lgsning: Siden |7—3z| > 0 for alle x og hgyre side er negativ har likningen
ingen lgsning.

. Lgs likningen

}4+%}Et2‘ (6)

Losning: Anta forst at 4 + £ og %t — 2 har samme fortegn. Siden abso-
luttverdiene skal vaere like (likning (6) ma veere oppfyllt), har vi

3

t
44 -=St—2
t373
1
=—(3t—t
o=3(1)
t=6

Altsd er t = 6 en lgsning.

Alternativt har uttrykkene motsatt fortegn, og igjen, siden absoluttverdi-
ene ma veere like, har vi:

t 3
4+ -=—(=t—2
(3
t 3
44 c=—-t+2
2
t 3
2=—-_2¢
2 2
2= 4t 2t
=—5t=
t=-1
Sa den andre lgsningen er t = —1.
. Lgs ulikheten
|52 — 2| < 4. (7)

Lgsning: Ulikheten (7) er oppfyllt hvis og bare hvis (se boks pa side 4 i
lzereboka)

—4 < bz —2<4,

sd bxr — 2 < 4, noe som medfgrer at

o <4+2=6
6

:nga

[\



14.

og

S5r > —4+2=-2
-2
xr > —

-5
Dette betyr at ulikheten (7) er tilfredstilt hvis og bare hvis

2 6
<< 2
5 75
(Vi kan ogsé uttrykke dette noe mer konsist ved & si at (7) er oppfyllt hvis
og bare hvis = € [-2,£].)

. Lgs ulikheten

|3 —4x| > 2. (8)

Lgsning: Ulikheten (8) er oppfyllt hvis og bare hvis (se boks pa side 4 i
lzereboka)
3—4x>2 eller 3—4x < -2.

Dette vil si at vi enten méa ha

=

x> -1z <

eller
5
3—4$§—2@—4$§—5@$21

Merk at ulikhetstegnet ma snus dersom man multipliserer med negative
tall pa begge sider. Igjen kan vi uttrykke dette mer konsist ved & si at (8)
er oppfyllt hvis og bare hvis z € (—o0, 1] U [2,00).

Bestem likningen pa standardform for linjen som passerer gjennom punk-
tene (1,—1) og (4,5).

Lgsning: Standardformen for en linje i planet er
Az + By+C =0 9)

Merk at koeffisientene A, B, C ikke er entydig bestemt. Med andre ord,
det finnes ikke kun en likning pa formen (9) som beskriver en bestemt
linje, det finnes mange: likningen Agx + Boy + Co = 0 beskriver samme
linje som likningen AAgz + ABoy + ACy = 0, forutsatt at A # 0.

Punktene (1,—1) og (4,5) ligger pa linjen, sa vi ma ha

A-14B-(-1)+C=0 (10)
A-44+B-5+C=0 (11)



28.

32.

Vi trekker (10) fra (11) og far
A-4-1D)+B-5-(-1)+C(1-1)=3A+6B=0

Altsd er A = —2B. Vi kan velge (f.eks) A = 2 (og dermed B = —1). Kon-
stantleddet C' bestemmes ved innsetting av et av punktene, f.eks (1,—1):

A14B-(-1)+C=24+14C=0=C=-3

Sa likningen
20 —y—3=0 (12)

beskriver linjen mellom (1, —1) og (4,5).

Bestem likningen (pé standardform) for linjen som passerer gjennom punk-
tet (1,2) og er parallell med linjen

x—3y—6=0 (13)

Lgsning: To linjer, 1 og la, er parallelle (skrives I ||l2) hvis og bare
hvis de har samme stigningstall (se avsnitt 1.1.2 i lzereboka). En linje (péa
standardform) Az 4+ By + C = 0 kan skrives y = —%x — %, altsa har den
stigningstall _?A. Vi kan saledes beskrive alle linjer som er parallelle med
linjen z — 3y — 6 = 0 ved likningen x — 3y + Cy = 0 for passende valg av
Cy. Vi gnsker her & finne den linjen som passerer gjennom punktet (1,2),
sa vi ma ha
1-3-24Cy=-5+Cy=0

Dermed er Cy = 5, sa linjen vi er ute etter er gitt ved

T—3y+5=0 (14)

Bestem likningen (pé standardform) for linjen som passerer gjennom punk-
tet (—1,—1) og stdr vinkelrett pé linjen

r—y+3=0 (15)

Lgsning: Fra s. 7 i boka, vet vi at to linjer [; og lo, med stigningstall m4
og My, star vinkelrett pa hverandre (skrives I; L l2) hvis og bare hvis

mimeo = -1 (16)

Stigningstallet for en linje (pa standardform) Az + By +C =0 er %A.
La [ veere linjen gitt ved likning (2), med stigningstall k = =1 =1, ogla ;.
betegne linjen vi gnsker & finne. Vi betegner (det ukjente) stigningstallet

til | med m.

For at [ L I} ma vi ha mk = m -1 = —1 (likning (16)), noe som betyr
at m = —1. Linjen [, kan dermed beskrives ved y + x + D = 0, for en



konstant D som kan bestemmes utifra det oppgitte punktet (—1, —1) som
1 skal passere gjennom: innsetting gir

~1-14D=-24D=0,
sa D = 2 og linjen [ er dermed gitt ved
r+y+2=0
(se forgvrig innledende bemerkninger til oppgave 14. om entydighet).

. Anta ot antall fro F' en plante produserer er proporsjonal med biomassen
M til den delen av planten som befinner seg over bakken. Finn likningen
som relaterer F til M dersom en plante veier 217 g og har produsert 17
fro.

Lgsning: Det at F' og M er proporsjonale (skrives ogsd F' o« M) betyr at
F = kM for en konstant k. Dersom dette er tilfellet er k = %, og utifra

de oppgitte dataene far vi k = %77, altsa er
217
F=—M
17
. Bualuer/forenkle eksponensialuttrykket
65/262/3\ °
S
Lgsning:
<65/262/3>3 ~ (o8+53)
61/3
- (6—+—)3 - (6%)3
— 693 =67
Huilket reellt tall x tilfredstiller
log, 4(x) = 27 (17)

Lgsning:

1 2
10g1/4($):2<:>[1;: Z :E:TG

(Se forgvrig avsnitt 1.1.5 i leereboka.)

. Lgs (for x) likningen
log, (1 —2) = 3. (18)

Lgsning: Vi bruker at log,(a) = < a = 2%. Det betyr at
logo(1—2) =3 1—2=2°=8,

Y

sa x = —T.



21.

32.

44.

Laereboka s. 43-48

Bruk en graftegner til a tegne grafene til funksjonene f og g, gitt ved
f(x) = 2% og g(x) = a*, for x > 0 (sammen). For hvilke verdier av x er

f(x) > g(x) og nir er g(x) > f(x)?
Lgsning: Se fasit i leereboka. Vi kan ogsa finne ut av dette uten & tegne
graf: Anta forst at f(x) > g(x). Det vil si at

?>ate2?(1-2%)>0
Siden 22 > 0 for alle x, ma viha 1 — 22 > 0 og 22 > 0,54 = # 0 og
l-2*>0e1>2<1>2

(Funksjonen z — +/x (definert for x > 0) er monotont gkende, dvs. at
a < b medfgrer at ogsi \/a < Vb, sa vi har derfor lov & ta kvadratroten
av begge sider uten at ulikhetstegnet endres).

Tilsvarende har vi f(z) < g(x) dersom
? <2t e 0<?(2? 1)
saa?>1=x> 1.

En soppsykdom angriper et tre i midten av en frukthage. Vi antar at syk-
dommen deretter spres radielt utover med en konstant hastighet pa 3 m
pr. dag. Hvor stort omrdde er angrepet etter henholdsvis 2, 4 og 8 dager?
Skriv ned en likning som uttrykker arealet av det angrepene omradet som
funksjon av tid (mdlt i dager), og vis at denne funksjonen er et polynom
av grad 2.

Lgsning: Radien r av det angrepne omradet som funksjon av tid ¢ (her:
antall dager passert siden spredningen startet) er gitt ved r(¢) = 3t. Ved
tid ¢ er altsd et sirkuleert omrade med radius r(t) angrepet, og dette har
som kjent areal

A(t) = 7r(t)* = n(3t)? = 9Int?

Det er opplagt at dette er et 2. gradspolynom i ¢. Arealene ved t = 2
dager, t = 4 dager, og t = 8 dager kan na finnes ved innsetting:

A(2) = 97 - 22 = 367 m? ~ 113 m?

A(4) =97 - 42 =9 167 = 1447 m? ~ 452 m?

A(8) =97 -8% =9 - 641 = 5767 m? ~ 1810 m?

Monod’s vekstfunksjon r(N) beskriver vekst som en funksjon av nerings-
konsentrasjon N. Anta at

r(N)=a N>0 (19)

k+ N’

der a, k er positive konstanter.



(a) Hwva skjer med r(N) ndr N gker? Bruk dette til  forklare hvorfor a kalles
metningsnivdet.

Lgsning: Se eksempel 6, avsnitt 1.2 for diskusjon av denne funksjonen.
Grafen er vist pa figur 1.20 i leereboka, og vi ser av denne at 7(N) nermer
seg a nar N blir sveert stor, i tillegg til at grafen flater ut og ligner mer og
mer pa en horisontal linje.

Dette er heller ikke vanskelig & se direkte utifra uttrykket for funksjonen;
dersom NN blir tilstrekkelig stor, slik at k er neermest ubetydelig i forhold,

har vi
N

k+N

~
~

Dette kan gjores mer presist ved hjelp av grenser (som strengt tatt ikke
er gjennomgatt ennd, si folgende er for spesielt interesserte): Vi skriver
forst:

alN alN a
’[“(N) = = k: = k
k+ N N(ﬁ +1) 1+
Da har vi:
li N)= 1
Ngnoor( ) N 1+ %
o th_,ooa
limy oo (14 )

=a

Vi har her brukt reglene pa s. 124 og det faktum at limy_.o (1 + %) =
1+ limy_oo % =140 = 1. Vi kan f4 mer informasjon ved & se pa
den deriverte (igjen, ikke gjennomgatt ennd, s dersom dette er totalt
uforstaelig er det ingen grunn til panikk):

dr(N) _d (aN \_ a  aN
dN AN \k+N) k+N (k+N)2

_ a 1 N
kE+N k+N

Av dette ser vi at funksjonen er gkende (den deriverte m.h.p. N er alltid po-
sitiv), men at den flater ut nar N — oo (dette folger av at limy_, o 420 =

dN
0).

Dermed er bruken av betegnelsen “metningsniva” (eng: saturation level)
rimelig: Nar naeringskonsentrasjonen blir stor nok, flater veksten ut, og gk-
ningen i vekst som kan oppnas ved selv enorme neringstilsudd blir etter-
hvert grsma.



(b)

54.

63.

140.49

Figur 1: Grafen til funksjonen fra oppg. 54

Vis at k beskriver neringskonsetrasjonen ved halvveis metning, dvs. at
dersom N =Fk er r(N) = 5.

Lgsning: Dette gjores ved innsetting:

I et utvalg basert pa 28 arter, var volumbrgken av pordgst mesofyll propor-
sjonal med (bladtykkelse) =049, Dersom bladtykkelsen gker, vil proporsjo-
nen av porgst mesofyll gke eller minke?

Lgsning: Funksjonen T+ T* er gkende for alle A > 0 og 7' > 0, noe som
kan ses ved derivasjon (som ikke er gjennomgatt enné, sd dersom du ikke
forstar alt dette er det helt uproblematisk).

— = AT
dr

som er positiv for A > 0 og T > 0. Siden T°%° er gkende som funksjon av

T, vil T7%49 = L veere minkende som funksjon av 7.

Alternativt kan man (og dette er ogsa trolig intensjonen med oppgaven)
simpelthen tegne grafen til 7'+ T—%49 for T' > 0 og sjekke. Se figur (1).

Polonium 210 (Po*'°) har en halveringstid pé 140 dager.

Dersom en prove av Po*'® har masse 300 mikrogram (300 -1073g = 3 -
10~8kg), finn en formel for massen (av Polonium 210 igjen i proven) etter
t dager.



Lgsning: (Se eksempel 10, avsnitt 1.2 i laereboka) Vi betegner massen
(av Po*'%) i proven som funksjon av tiden med W (t). Dersom prgven
opprinnelig har masse Wy, er W (t) gitt ved

W (t) = Woe ™™, A>0

Konstanten A > 0 kalles nedbrytningsraten. Vi kjenner Wy = 3 - 10~ 8kg,
men vi ma ogsa vite hva A er; dette finner vi fra halveringstiden. Det & si
at halveringstiden er 140 dager er ekvivalent med at W (140) = 2. Dvs.

at
14%
W(140) = —> = Woe
1
5= o~ 140X
1
In 5= Ine 10* = 140\
~1. 1. In2
A= —1In(=) = —
20 G =150

Dermed er funksjonen vi sgker gitt ved

tin2

W(t) =3-10"8¢~ 110
=3. 1078 (6711}2)&

(1 /140
=3-107°( =
(3)

(b) Hvor lang tid tar det for proven har nidd 20 % av den opprinnelige meng-
den Po?10?

Lgsning: La oss betegne denne (ukjente) tiden med to9. Vi gnsker altsa
a lgse likningen W (ta0) = 0.20W, for tag. Vi setter inn

In(2

0.20WO = Woe_tm%())
0.20 = ¢ t20 755

In0.20 = In (eftzollnTg)

_ 4 In2
0140
Dermed er 14010(0.2
too = TI;(')dager ~ 325 dager

(c) Skisser grafen for massen av opprinnelig Po*'* igjen som funksjon avt.

Lgsning: Se figur (2).
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Figur 2: Gjenvaerende Po®™ i proven (i kg.) som funksjon av tiden (dager)

66. Alderen til steiner av vulkansk opprinnelse kan estimeres ved bruk av
isotoper av argon 40 (Ar'°) og kalium 40 (K*°). K*© brytes ned til Ar*®
over tid. Dersom et mineral, som inneholder kalium, begraves under de
rette betingelsene, dannes argon (som ikke kan unnslippe). Siden argon
drives vekk ndar mineralet varmes til svert hoye temperaturer, vil ikke stein
av vulkansk opprinnelse inneholde noe argon ndar de dannes. Mengden av
argon man finner i slike steiner kan dermed brukes til @ datere dem. Anta
at en prove av vulkansk stein inneholder 0.00047 % K*° og 0.000079 %
Ar*®. Hvor gammel er steinen? (Nedbrytningsraten for K40 til Ar*? er
5.335 x 10719 pr. dr.)

Lgsning: Antagelsene her betyr at dersom man starter med Ny atomer
K% ved t = 0, vil vi etter tid ¢ > 0 ha igjen

N(t) = Noe_kt

atomer (dvs Ny — N (t) har blitt nedbrutt til argon 40). Det betyr at

)
Ny
e MO
0
)
|
b=—35

Dette vil si at tiden som har passert siden nedbrytningen startet kan
regnes ut dersom man kjenner %{? Vi kjenner ikke Vg direkte, men siden

nedbrytningen foregar ved at et atom K gar over til ett atom Ar®, sa

10



79.

81(d).

82(e).

84(c).

er partikkeltallet bevart.

N(t) 0.00047
No  0.000079 + 0.00047
0g
1 N
t= In( (t)) ~ 291 x 10% ar

5.335x 10-10.L VN

Finn inversen til funksjonen f(x) = 2%, x > 0 og spesifiser definisjons-
mengden. Tegn grafen til begge funksjonene i samme koordinatsystem.

Lgsning: Inversen f~!(z) ma tilfredstille fo f~1(z) = z og (f~lof)(z) =
x eller
of M) —

Vi evaluerer log, () pa begge sider (under den antagelse at « > 0.)

log, of @) — log, ()
fﬁl(x) = log, ()

Vi ser ogsé at (f~!o f)(x) = log, 2% = z, slik vi ogsi ma ha.

Inversen skal ha definisjonsmengde lik verdimengden til den opprinnelige
funksjonen, sa siden f([0,00)) = [1,00), har inversen definisjonsmengde
[1,00). Grafene er tegnet i fasiten til oppgaven i leereboka.

Forenkle uttrykket
4(—2log, x)

Lgsning:

47210g2(x) _ (22)7210g2(z) _ 274log2(z)

41

Py

— (210g2(z))74 = —
X

Forenkle uttrykket
10g1/2 (877)
Lgsning:
10g1/2(8—””) = _951031/2(8) =-—x-(-3) =3z

Forenkle uttrykket
6_2 In(1/x)

Lgsning:

o 1\ 2
e—2In(1/z) _ (eln(l/x)) _ <_> — 52
X

11



85(c). Skriv uttrykket med grunntall e og forenkle
27171

Lgsning: Skriv 27?71 =¢¥ daer y =In27"! = (—z — 1) In2. Dvs,

9—z—1 _ 67(z+1) In2

86(b) Skriv uttrykket med grunntall e
logs(5x + 1)

Lgsning: Sett y = logs(5z+ 1), daer 3¥ =5z +1o0gn3¥ =In(bz+1) =
yIn 3, sa
In(5z 4+ 1)

In3

(Dette er ogsé et spesialtilfelle av den generelle formelen i boksen pé side
38. i leereboka).

logz(bz +1) =

12



