Notat til seksjon 10.5

Utledning av formlene uten bruk av komplekse tall

Vi skal studere lgsningene til
(D) y' +py +ay=0

der p,q € R.
Observér: Dersom yy,ys er lgsninger av (D), sa er ogsa C'y; + Dys lgsninger av (D).
(Se om ngdvendig beviset gverst pa s. 530 hos Lindstrgm.)

Reelle eksponentiallgsninger av (D)

Husk: 3/ +by =0 <= y=Ce ™
Vi prgver derfor om y = €™ kan vaere en lgsning av (D). Innsatt far vi

(r* +pr+q)e™* =0
eller den karakteristiske ligning
(K) P +pr+q=0
Ser pa tilfellene

(I) p*—4¢>0

(K) har lgsninger ry 5 = VPl ”2p2_4q og y = Ce"® + De™* er lgsninger av (D).

(I1) p*—4¢=0
(K) har dobbeltrot r = —2 og y = C'e™ 2" er lgsninger av (D).

(IIT) p* —4g <0
(K) har ingen reelle rotter.

Alle lgsninger i tilfellene (I) og (II)

Enhver lgsning av y i (D) kan skrives som y = ue’™, wu = ye "™, der vi lar r veere en rot
i (K). Men har denne faktoriseringen noe for seg?
Vi setter y = ue™ inn i (D) og far

V' +py +qu=u"+ 2r+p)u +r+pr+q=0
eller
(%) u" 4+ (2r +p)u' =0

dar?+pr+q=0.



(II) Her er r = =% slik at () blir
W=0<+<= (W)=0<+= =A< u=Ar+B
Altsa er alle lgsninger gitt ved

y=(Az+ B)e'™®, der r = —g

I Lar=mr= i i |

2
v+ (2ry+p)u' =0

Her er 2r +p=+/p? —4g =11 — 1o
"y / / ro—T1)T ro—r1)x
1 — fry — 2 —
(W) 4 (11— =0 <= o = Be™™)" — o = Felrzm)r 1 G
Altsa er alle lpsninger gitt ved

g — (Fe(rg—rz)x + G) et — [Fer2® + Ge™®

Lgsningene i tilfellet (III)
Nar p? — 4q < 0 har vi ved a fullfgre kvadratet i (K)

4q — p?

=0
4

2 P\?
r —|—pr—|—q:<7’+§) +

Det enkleste tilfellet av denne typen er (K)
P +1=0
svarende til (D)
y'+y=0
Her er det klart at y = sinx, y = cosx er lgsninger. Mer generelt er y = sin(bx), y =
cos(bx) lgsninger av
() y' + by =0

med (K) 72 +b6%=0, b#0.
Dermed er ogsa y = Asin(bx) + B cos(bx) lgsninger. Men utgjor disse alle? Det kan
vises som for ved a sette y = usinw i (sx).

Tilfellet p # 0 i (K)

(K) kan da skrives pa formen
p) 2
= b
(7" + 5 +

_ 2
derbZZMTp>0.



Hvordan kan vi bli kvitt p i (D) og dermed i (K)? Innfgrer en ny variabel v gitt ved
y = e*v. Innsatt i (D) far vi

Y +py +qy=[v"+ (2a+p)' + (a* + pa+q)v] e =0
Med a = —% blir differensialligningen med den nye variablen v
V' +b*0 =0 <= v = Asin(bx) + B cos(bx)
Siden y = e*v fglger da

y = Ae® sin(bx) + Be® cos(bx)

Sluttresultat (ogsa pa formelarket)

y' +py +ay=0:
Ce™?® 4 De™" hvis 71 # ry rotter i karakteristisk ligning
y(x) =< Ce™ + Dze™ hvis 7 dobbeltrot i karakteristisk ligning
Ce® cos(bx) + De® sin(bx) hvis kar. lign. (r —a)>+b*=0, b#0

Korollar Dersom zg,c,d € R er vilkarlige tall, sa finnes det ngyaktig en lgsning av
y" +py' + qy = 0 slik at y(z0) = ¢, y'(z0) = d.

(Far ved innsetting et system med to ligninger i ¢ og d. Systemet har entydig bestemt
lgsning.)

Eksempler

Oppgave 10.5.2

a) y' =2 +y=0
(K) r2 —2r +1=0; r = 1 er dobbeltrot.
Fra tabell: y = Ce®* + Dxe”

c) y'+16y=0
(K) 2 416 = 0 eller (r — 0)* +4% = 0.
Fra tabell: y = Ce’ cos(4x) + De" sin(4x) = C cos(4x) + D sin(4x)

Oppgave 10.5.3

c) ¥ —4y-y=0 y(1)=2y(1)=-1
La oss ferst lgse oppgaven med y(0) = 2, 3/(0) = —1.

44+ 4/1 4
(K) 2 —d4r —1=0; r:%:zi\@
Fra tabell
(L) Yy = Ce>TV3)r 4 De-Vo)e



og
Yy = (24 V5)Ce®VP 4 (2 — \/5)DeVD)e

y(0) =2 <= C+D =2

C=1-%
Y(0)=-1 <= 2+V5)C+(2-V5)D=-1 [ D=1+
Tilbakesubstitusjon i (L) gir da
2 2
Sa tilbake til y(1) =2, /(1) = —1.
Generell lgsning kan ogsa skrives som
(Ly) y = Ae2HVB)(a=1) 4 B2-V5)(z-1)
Da vil vi som over finne at y(1) =2 og /(1) = -1 gir A =1— \/75 og B=1+ ‘/75
Med disse verdiene innsatt i den generelle lgsningen far vi
y = (1 - \/3> 2HVE) 1) | (1 n ﬁ) 2—VB)a-1)
2 2

(Ekstra: Prov a lgse oppgaven uten a bruke formen (L;).)



