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Oppgave 1 Hvilke av fglgende utsagn er korrekte? Marker pa svarspapir med
««Sanny» /««Usann)) /««Kan ikke avgjores)>. Begrunnelse trenges ikke.

a)

b)

d)

(20p)

Funksjonen exp: R — (0, 00) gitt ved x + e” er bijektiv (inverterbar).

Sann. Vi har (%) = e® > 0, sd x +— e® er injektiv, og derfor inverterbar pd
sitt bilde. Ettersom

lim e = oo, lim e* =0,
TrT—r00 T—r—00

og funksjonen er overalt voksende, er bildet (0,00), og det er sant at x +— e*
er bijektiv R — (0, 00).

Rekken Y22 & divergerer.

Sann. En rekke 3232, a konverger hvis og bare hvis >332, axr konvergerer
for ethvert gitt indeks ko. Ettersom vi vet at den harmoniske rekken Y 32, %
diverger, diverger altsd ogsa Y ;- %

: z341 2
limg o0 z+2z3 — 3°
Usann.
1 . 1
lim 2+ 1 220 o xj’ I+ 5\ I+ 1limg o0 =5 _1
3500 203 + ¢ woo \ad 2+ % 2+ 1lim, 0 5 2

og grenseverdier er entydige.

En gitt deriverbar funksjon f: R — R med f’(xg) = 0 har et ekstremalpunkt
i xo.

Kan ikke avgjores. Funksjonene x +— x™, for heltalln > 2, oppfyller vilkaren,
men bare de med n = 2k har et ekstremalpunkt i x = 0.

In(a’) —In(a) = (b —1)In(a) for alle a > 0, b € R.

Sann.

In(a®) —In(a) = bln(a) — In(a) = (b — 1) In(a),
for alle a >0, b € R.
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f)

g)

h)

sin(z/2) __ 9

liIn3:—>0

Usann. Grenser er entydige, og

sin(z/2) _ 15111(:13/2) _ }Sln(y) N 1 nar y — 0,
T 2 (z/2) 2y 2

ogy=735—0dax—0.
inf,en{1} = 0.

Sann. Vi har 1
0< —, for hvert n €N,
n

sa 0 er en nedre skranke for mengden {%}neN. Lam >0, m e R, vere en
strengt storre nedre skranke. Det finnes et heltall ng slik at

1
0< — <m,
no

og m er da ikke en nedre skranke for {%}neN. Altsa er 0 den storste nedre
skranken (infimum,).

|z| < |z —y| + |y| for alle reelle tall z,y.

Sann. Vi har
2| = [(z —y) +yl < |z —y|+|yl, z,y €R,

ifolge trekantulikheten.

La f € C*(R,R) (to ganger kontinuerlig deriverbar) med f(0) = 0 og
f7(0) > 0. Da har f et lokalt maksimum i origo.

Usann. Hver funksjon f € C*(R,R) med f'(0) = 0 og f”(0) > 0 har ifslge
andrederivertetesten et strengt lokalt maksimum ¢ x = 0, hvilket motsier at
origo er et maksimum (strengt eller ikke-strengt). Dette er en konsekvens av
Taylor’s setning, som gir

2 2

S=10%  o<ld<lkl @

Flx) = £0) = F/O)z + 7€)



MA1101 Grunnkurs i analyse 15. oktober 2018 Side 3 av 7

i)

Lana0<e< %f”(O). Ettersom f" er kontinuerlig, finnes § > 0, slik at
1f7(&) = f(0)] <, ndr |z — 0] <.

Derfor er

£ = f7(&) — £"(0) +£"(0) > 5£"(0) > 0,
<

for slike x. Altsa er tegnet pa f(x) — f(0) i (1) bestemt av f”({')% som er

strengt positivt for alle 0 < |z| < §, og origo er et strengt lokalt minimum.

La f: R — R veere deriverbar med [a,b] C R. Da oppfyller den deriverte
/! skjeeringsetningen selv om f’ ikke er kontinuerlig: f’ antar alle verdier

mellom f’(a) og f'(b).

Sann. Dette er Darboux’s setning, se Qving 5. (Obs. at dette utsagn generelt
ikke gjelder for funksjonen f selv, dersom f ikke er kontinuerlig.)

Oppgave 2 La

a)

b)

22—
1— a2

/()

Vis at lim,_,; f(z) eksisterer, og at f har en kontinuerlig utvidelse f definiert
pa R\ {-1}.
(9p)

For alle |z| # 1 gjelder

2 —x x(r —1) T g1 1
= = P — _> RN
/() 1—22 (1—-2)(1+2) 1+z 2’
sa dersom vi lar } .
= — -1
foy=-1o  w#eL

er f: R\ {=1} — R kontinuerlig i x = 1. For alle andre x, |z| # 1, er
f en rasjonal funksjon (som er kontinuerlig ettersom den er et produkt av
veldefinierte kontinuerlige funksjoner). Altsa er utvidelsen f kontinuerlig pd
hele sin definisjonsmengde.

Hva er verdimengden til f?
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Merk at
~ T r+1 1 1
R S ES = W T
r+1 r+1 14z 1+x
Sa .
A S =1

~ 1
lim f(z)= lim — —1= +o0.

r——1F y—0+ Yy
og f er strengt avtakande med deriverte

. 1

fl(x) = S <0, for alle x# —1,

og en vertikal tangent ¢ x = —1.

(5p)

Da f er kontinuerlig (pa sin definisjonsmengde) garanterer skjeringsetnin-
gen at den tar alle verdier mellom to verdier, og da den er monoton tar den

ingen andre. Sd

f((=00,=1)) = (=00, =1),  [f((~1,00)) = (=1, 00),

og verdiemengden er R\ {—1}.

(Vi har til og med vist at f er en bijeksjon pdé denne mengden. )
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Oppgave 3 La f: R — R veere en funksjon med egenskapen at

a)

b)

ff'=—=f  fO)=0, f(0)=1 (2)

Bruk produktregelen til & vise at

for alle t € R.
(5p)

En funksjon f med andre-deriverte er kontinuerlig og kontinuerlig deriverbar.
Sd vi kan derivere venstreleddet g(t) = (f(t))* + (f'(t))*:

;ig(t) = 2f(O)f' (1) + 2 (1) f"(t) = 21'(t) (f (£) + (1)) = 0,

fra egenskapene til f, og finne at g er en konstant funskjon. Ettersom videre
9(0) = (f(0))* + (f(0)* =0+ 1=1,
er g(t) =1 for alle t € R.

Dersom x = f(t), y = f'(t), hvilket geometrisk objekt samsvarer formelen
for x og y med? Kan du identifisere funksjonene f og f'?

(5p)

Med x og y slik ovenfor er
x? 4 y2 — 17

som er likningen for enhetssirkelen i planet. (Vi har ikke vist at x = f(t) og
y = f'(t) kan ta alle verdier i intervallet [—1,1], men dette forventes ikke i

oppgaven,).
Vi identifiserer f og f' som sin og cos (opp til translasjoner), der vi ser fra
£(0) =0 0g f(0) =1 at

() =sin(t), (1) = cos(t).

Alternativt kan man vise til at vi i forelesningen har gjennomgatt at sin er
den entydige losningen til differensiallikningen (2).
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Oppgave 4 Angi Taylorpolynomet av andre grad til

f(x) = cos(a?)

i g = /m. Marker hva i Taylorpolynomet som kalles lineariseringen til f.

(9p)
Kjerne- og produktregelen gir de deriverte
4 cos(2?) = —2x sin(x?)
dx ’
09
& cos(z?) = _d (2:v Sin(xZ)) = — (2 sin(z?) + (2z)? cos(x2)> .
(dx)? dx
Andre ordens Taylorpolynom i et punkt xo er generelt
h2
Py(h) = f(xo) + hf'(z0) + ?f”(fo); h =z — .
I tilfellet f(z) = cos(z?) og xy = /T blir dette
h2
Py(h) = cos(m) — 2¢/msin(7)h — (2sin(7) + 47 cos(7)) 5
= —1+27h?,
ettersom sin(w) = 0, cos(w) = —1. Lineariseringen er —1 (leddet med h* er kvad-

ratisk i h = x — xog som er en liten storrelse nert xq, og leddet med h forsvinner i
dette tilfelle).

Man kan selvsagt svare med

Py(z) = —1 4 2n(x — x0)?
i en eller annen form som et polynom i x, men det er viktig a forsta at Taylorpolynom er approksimasjoner naert
et punkt, slik at den lineere termen er den som er lineer i h = x — xg, itkke ngdvendigvis lineer i x (mer enn

om vi utvikler kring xo = 0).
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Oppgave 5 Formuler middelverdisetningen (sekantsetningen).

(5p)

Middelverdisetningen: La f vere en kontinuerlig funksjon definiert pa et lukket og
endelig intervall [a,b], slik at f er deriverbar pa det dpne intervallet (a,b). Da
eksisterer et tall ¢ € (a,b), slik at

f(b) = fla) = f(c)(b—a).



