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Oppgave 1 (20p)

Hvilke av følgende utsagn er korrekte? Svar med ‹‹Sann›› eller ‹‹Usann››. Begrun-
nelse trenges ikke på denne oppgaven.

(i) Funksjonen x 7→ |x| er kontinuerlig.
Sann.
x 7→ |x| =

√
x2, R→ [0,∞) er sammensetningen av to kontinuerlige funksjoner.

(ii) limx→∞
3x2+1

x(x ln(x)+ 2
x2 ) = 3.

Usann.
limx→∞

3x2+1
x
(
x ln(x)+ 2

x2

) = limx→∞
3+ 1

x2
ln(x)+ 2

x

= limx→∞
3

ln(x) = 0.

(iii)
∫ dx√

1−x2 = arcsin(x) + c, c ∈ R.

Sann.
Formelen inngår i pensum. Kan bevises f.eks. ved hjelp av variabelsubstitusjonen x = sin(t), eller enhets-

formelen sammen med formelen for den deriverte av en omvendt funksjon.

(iv) ∑n
j=1(xj − xj−1) sup

[xj−1,xj ]
f kalles en øvre Darbouxsum for f på [x0, xn].

Sann.
Del av pensum.

(v) Likningen y′′ − y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0, løses av cosh(x) = ex+e−x
2 .

Sann.
Enkleste beviset er å derivere to ganger: cosh′ = sinh, sinh′ = cosh; cosh(0) = 1, sinh(0) = 0.

(vi) Funksjonen f : x 7→
√
x2 har en invers f−1 : [0,∞)→ R.

Usann.
f(1) = f(−1), så funksjonen er ikke injektiv og kan ikke ha en invers (på hele R).

(vii) cos(x2) = 1 +O(x4) hvor |O(x4)| ≤ Cx4 for x nær 0.
Sann.
cos(y) = 1 +O(y2) etter Taylors formel (eller definisjon), så y = x2 gir svaret.

(viii) ∑n
j=1

1
j
≤
∫ n

0
dx

1+x2 for alle n ∈ N.
Usann.
Venstreleddet divergerer som en harmonisk rekke, mens høyreleddet konvergerer mot limn→∞ arctan(n)−

arctan(0) = π
2 .
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(ix) Det finnes funksjoner som er deriverbare, men ikke kontinuerlig deriverbare.
Sann.
F.eks. den i oppgave 8. Har også vært i øving og forelesning.

(x)
{(

1 + 2
n

)n}
n≥1

er en voksende og begrenset følge, men som ikke konvergerer.

Usann.
Alle begrensete voksende følger konvergerer. Kan også bruke limn→∞

{(
1 + 2

n

)n}
n≥1

= e2.

Oppgave 2 (10p)

Beregn

(i)
∫ 1

−1
x cosh(x)dx, cosh(x) = ex + e−x

2 .

Funksjonen x 7→ x er odde, cosh er like, så produktet x cosh(x) er odde i x.
Derfor er ∫ 1

−1
x cosh(x)dx = 0.

Variabelsubstitusjonen t = −x på [−1, 0] gjør dette helt tydelig. Alternativt
kan man bruke delvis integrasjon.

(ii)
∫ π

2

0

cos(t) dt
1 + sin2(t)

∫ π
2

0

cos(t) dt
1 + sin2(t)

u=sin(t)=
∫ 1

0

du
1 + u2 = arctan

∣∣∣1
0

= π

4 .

(iii)
∫ ε

0

dx
sin(x) , 0 < ε < 1.

Hint: Finn en sammenlikningsbar funksjon.

Vi vet at sin(x) ≤ x for alle x ≥ 0. Da blir∫ ε

0

dx
sin(x) ≥

∫ ε

0

dx
x

=∞,

ettersom integralet av 1
x
divergerer (antideriverte er ln).

Merk at ε er fiksert her, og ikke spiller noen rolle i argumentet.
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Oppgave 3 (10p)

Skisser grafen y = f(x) til

f(x) = x2 − 5x+ 6
x− 1 .

Bestem definisjonsmengde og verdimengde, nullpunkter, lokale og globale ekstre-
ma, og eventuelle asymptoter til f .

Figur 1: Skisse av grafen til f .

Funksjonen

x 7→ f(x) = (x− 3)(x− 2)
x− 1 , R \ {1} → R

er rasjonal, og derfor kontinuerlig og uendelig deri-
verbar på hele sin definisjonsmengde. Nullpunkter
er x = 2 og x = 3.

f ′(x) = (2x− 5)(x− 1)− (x2 − 5x+ 6)
(x− 1)2

= (x− 1)2 − 2
(x− 1)2 = 1− 2

(x− 1)2 ,

så f ′ er symmetrisk kring x = 1. Vi ser at

f ′(x)→ 1 når x→ ±∞,
f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 1±

√
2,

f ′(x) > 0 for |x− 1| ≥
√

2,

mens f ′(x) < 0 for x ∈ (1−
√

2, 1+
√

2) (unntatt x = 1 der f ′ er udefinert). Videre
er

lim
x→∞

(f(x)− x) = x2 − 5x+ 6− x(x− 1)
x− 1 = lim

x→±∞

−4x+ 6
x− 1 = −4,

så y(x) = x−4 er en asymptote i ±∞ og funksjonen savner globale ekstrema (ver-
tikal asymptote gis av x = 1). En mer direkte måte å se dette på er omskrivingen

f(x) = x2 − 5x+ 6
x− 1 = (x− 1)2 − 3(x− 1) + 2

x− 1 = 2
x− 1 − 3 + (x− 1),

som i tillegg enkelt gir de lokale ekstremalverdiene

f(1±
√

2) = 2
±
√

2
− 3±

√
2 = ±2

√
2− 3.
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Her er x = 1 +
√

2 et lokalt minimum, og x = 1−
√

2 lokalt maksimum, i samsvar
med tegnstudiet av f ′ ovenfor. Verdimengden er derfor

Vf = (−∞,−2
√

2− 3) ∪ (2
√

2− 3,∞).

Oppgave 4 (10p)

Finn ∫ x2 − 1
x(x− 1)3 dx.

Vi begynner med

x2 − 1
x(x− 1)3 = x+ 1

x(x− 1)2 = A

x
+ B

x− 1 + C

(x− 1)2 .

Etter kryssvis multiplikasjon,

x+ 1 = A(x− 1)2 +Bx(x− 1) + Cx, x 6∈ {0, 1},

og sammenlikning av like potenser (x0, x1, x2), får vi

A = 1, B = −1, C = 2.

Derfor blir ∫ x2 − 1
x(x− 1)3 dx =

∫ dx
x
−
∫ dx
x− 1 + 2

∫ dx
(x− 1)2

= ln
∣∣∣∣ x

x− 1

∣∣∣∣− 2
x− 1 + c,

for en ubestemt konstant c ∈ R.

Oppgave 5 (10p)

La
x2 + (y + 1)2 = 1,

der vi betrakter y = y(x) som en funksjon av x nær punktet (x, y) = (0, 0).
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(i) Vis at
y′(x) = − x√

1− x2
.

Hint: Bruk gjerne implisitt derivasjon.

Med implisitt derivasjon for funksjonen x 7→ y(x), får vi
d

dx

(
x2 + (y + 1)2

)
= 2x+ 2(y + 1)y′ = d

dx
1 = 0,

sånn at
y′(x) = − x

y + 1 .

Imidlertid er

(y + 1)2 = 1− x2 (x,y)≈(0,0)=⇒ y + 1 =
√

1− x2,

og derfra følger
y′(x) = − x√

1− x2
.

Man kan selvsagt derivere y + 1 =
√

1− x2 direkte også, men i neste deloppgave er implisitt derivasjon

avgjort raskere.

(ii) Bestem Taylorpolynomet (uten restledd) av andre grad til y = y(x) i x = 0.
Marker hva i Taylorpolynomet som kalles lineariseringen til f .

Det følger fra deloppgave (i) at y(0) = y′(0) = 0. En andre implisitt deriva-
sjon gir oss videre

0 = 2 + 2(y′)2 + 2(y + 1)y′′ x=0= 2 + 2y′′(0),

det vil si, y′′(0) = −1. Taylorpolynomet av andre grad i x = 0 er derfor

P2(0;h) = y(0) + hy′(0)︸ ︷︷ ︸
linearisering

+h
2

2 y
′′(0) = −h

2

2 .

I dette tilfellet gis altså lineariseringen av tangenten ỹ = 0.

(iii) Hva er y(37)(0)?

Vi ser at y er en like funksjon i x, så alle dets odde deriverte er odde, og
oppfyller derfor y(2k+1)(0) = 0.

Det finnes mange alternative måter å løse oppgaven på. En er ansatsen x = cos(t), y − 1 = sin(t). Legg for øvrig

merke til differensiallikningen (y′)2 + (y + 1)y′′ = −1 som dukker opp i deloppgave (ii), og som kan brukes til å

bestemme høyere deriverte.
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Oppgave 6 (10p)

La
Sn =

n∑
k=0

(sin(x))k, n ∈ N.

(i) For hvilke verdier av x konverger Sn når n→∞?

Vi vet at en geometrisk rekke
∞∑
k=0

rk,

konvergerer hvis og bare hvis |r| < 1. Identifikasjonen r = sin(x) gir konver-
gens når | sin(x)| < 1, det vil si for

x 6∈ Σ def.=
{
π

2 + jπ : j ∈ Z
}
.

For enhver x = π
2 + jπ, j ∈ Z, divergerer rekken.

(ii) Beregn limn→∞ Sn i disse tilfellene.

Ettersom
n∑
k=0

rk = 1− rn+1

1− r
n→∞→ 1

1− r , |r| < 1,

følger
lim
n→∞

n∑
k=0

(sin(x))k = 1
1− sin(x) , x 6∈ Σ.

Oppgave 7 (10p)

(i) Løs initialverdiproblemet

y′(x)
2x − y(x) = 1, y(1) = 2.

Likningen er veldefinert for x 6= 0, og især nær x = 1 (initialdata). En
partikularløsning er yp(x) = −1, men vi må addere en homogen løsning yh
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med yh(1) = 3 for å oppfylle betingelsen y(1) = 2. Så lenge x, yh(x) 6= 0,
gjelder

y′h(x)
2x − yh(x) = 0 ⇐⇒ y′h(x)

yh(x) = 2x ⇐⇒ ln |yh(x)| = x2 + C

⇐⇒ |yh(x)| = eCex2 ⇐⇒ yh(x) = C̃ex2
,

der C, C̃ er vilkårlige konstanter. Velg nå C̃ slik at yh(1) = 3, det vil si,
C̃ = 3

e
. Det følger at

y(x) = 3
e

ex2 − 1,

som også løser likningen. (Merk at y selv er definert for alle x ∈ R.)
Det går å løse likningen f.eks. også som en første ordens lineær likning ved integrerende faktor eller

variasjon av konstanten. Ovenfor er den løst som en separabel likning.

(ii) Vis at løsningen er uniformt kontinuerlig på [1, 2], men ikke på (1,∞).

Kontinuerlige funksjoner er uniformt kontinuerlige på kompakte (lukkede og
begrensede) mengder. Ettersom løsningen ovenfor er kontinuerlig på R, følger
det derfor umiddelbart at den er uniformt kontinuerlig på intervallet [1, 2].
Betrakt nå x2 > x1 > 1. Ettersom x 7→ y(x) = 3

e
ex2 − 1 er deriverbar på R,

gir sekantsetningen at

|y(x1)− y(x2)| x1<c<x2= |y′(c)||x1 − x2| =
6c
e

ec2 |x1 − x2| ≥ ex
2
1|x1 − x2|.

Med andre ord: for en gitt ε > 0, uansett hvor liten |x1 − x2| < δ er, vil
|y(x1) − y(x2)| > ε dersom x1 bare er stor nok. Funksjonen er derfor ikke
uniformt kontinuerlig på (1,∞).

Oppgave 8 (10p)

La f : R→ R være funksjonen

x 7→

x2 sin( 1
x
), x 6= 0,

0, x = 0.

Vis/gi et matematisk argument for at:
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(i) f er kontinuerlig og deriverbar for x 6= 0.

For x 6= 0 er f er sammensetning av elementære kontinuerlige funksjoner
(rasjonale og trigonometriske), og er derfor selv kontinuerlig.

(ii) f er kontinuerlig og deriverbar i x = 0.

Kontinuitet i x = 0 følger av at

lim
x→0
|f(x)| = lim

x→0

∣∣∣x2 sin( 1
x
)
∣∣∣ | sin(·)|≤1
≤ lim

x→0
x2 = 0 = f(0),

der vi noterer at lim f(x) = 0 er ekvivalent med lim |f(x)| = 0.

Den deriverte i x = 0 gis enligt definisjonen av

lim
h→0

f(0 + h)− f(0)
h

= lim
h→0

h2 sin( 1
h
)− 0)

h
= lim

h→0
h sin( 1

h
) = 0,

per samme argument som ovenfor (skviseteoremet, sin er begrenset), så vi
har funnet f ′(0) = 0. Deriverbarhet impliserer også kontinuitet.

(iii) f ′ ikke er kontinuerlig i x = 0.

For x 6= 0 følger det av produkt- og kjerneregelen (Leibniz’ regel) at

f ′(x) = 2x sin( 1
x
)− x2

x2 cos( 1
x
) = 2x sin( 1

x
)− cos( 1

x
).

Selv om 2x sin( 1
x
) → 0 da x → 0, har det andre leddet ingen grenseverdi i

x = 0: dersom vi f.eks. velger xn = 1
2nπ , n ∈ N, er

f ′(xn) = 1
nπ

sin(2nπ)− cos(2nπ) = −1
n→∞
6→ 0,

selv om xn → 0 da n → ∞. Ettersom f ′(0) = 0 viser dette at f ′ ikke er
kontinuerlig i origo.

Man trenger ikke nødvendigvis å bruke ε/δ i denne oppgaven.


