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Oppgave 1 Hvilke av følgende utsagn er korrekte? Marker på svarspapir med
‹‹Sann›› eller ‹‹Usann››. Begrunnelse trenges ikke i denne oppgaven.

(20p)

a) Funksjonen x 7→ x3 er omvendbar R→ R.
Sann. La f : x 7→ x3. Da er f odde, så det er tilstrekkelig å betrakte x ≥ 0.
Vi har

(x3)′ = 3x2 > 0 for alle x 6= 0.

Funksjonen f er videre kontinuerlig på hele R (den er et polynom), med

f(0) = 0 og lim
x→∞

f(x) =∞,

så f er omvendbar [0,∞) → [0,∞). Ettersom nå f(−x) = −f(x) følger at
f er omvendbar (−∞, 0]→ (−∞, 0] er derfor R→ R.

b) Rekken ∑∞k=1 r
k konvergerer for |r| < 1.

Sann. Merk først at
∞∑
k=1

rk =
( ∞∑
k=0

rk
)
− 1,

så vi kan betrakte ∑∞k=0 r
k. Da har vi

∞∑
k=0

rk = lim
n→∞

n∑
k=0

rk = lim
n→∞

1− rn+1

1− r = 1
1− r , |r| < 1,

da |rn+1| = |r|n+1 → 0 for |r| < 1. Så
∞∑
k=1

rk = 1
1− r − 1 = r

1− r ∈ R

er konvergent.

c) limx→∞
x3−sin(x)x2

1+2x3 = 1+π
2 .

Usann.

lim
x→∞

x3 − sin(x)x2

1 + 2x3 = lim
x→∞

x3

x3
1− sin(x)

x
1
x3 + 2

 = 1
1 ·

1− 0
0 + 2 = 1

2 ,

da | sin(x)| ≤ 1 for alle x ∈ R.
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d) Alle kontinuerlige funksjoner er deriverbare.
Usann.

x 7→ |x|, R→ R,

er kontinuerlig, men ikke deriverbar i x = 0, da

lim
h→0±

|0 + h| − |0|
h

= lim
h→0±

|h|
h

= ±1,

så høyre- og venstrederiverte er ulik. (Derimot er hver deriverbar funksjon
også kontinuerlig.)

e) limx→0
cos(x)−1

x
= 0.

Sann. Ettersom cos(x) = 1−O(x2) ifølge Taylor (alternativt per definisjon),
gjelder

cos(x)− 1
x

= 1−O(x2)− 1
x

= O(x2)
x

= O(x)→ 0 da x→ 0.

Man kan alternativt bruke L’hôpital’s regel:

lim
x→0

(cos(x)− 1) = 0 = lim
x→0

x,

med

lim
x→0

(cos(x)− 1)′ = lim
x→0

(− sin(x)) = 0 og lim
x→0

x′ = lim
x→0

1 = 1,

så
lim
x→0

cos(x)− 1
x

= lim
x→0

(cos(x)− 1)
x′

= 0
1 = 0.

f) | sin(x)−sin(y)
x−y | ≤ 1 for alle reelle tall x 6= y.

Sann. Ifølge sekantsetningen (middelverdisetningen) finnes et reelt tall c mel-
lom x og y sånn at ∣∣∣∣∣sin(x)− sin(y)

x− y

∣∣∣∣∣ = | cos(c)| ≤ 1.

(Likhet er mulig kun i grensen x = y, og man kan bruke periodisitet og paritet
til sin til å vise dette.)



MA1101 Grunnkurs i analyse 11. oktober 2019 Side 3 av 7

g) infn∈Z{en} = 0.
Sann. På den ene siden er en > 0 for alle n ∈ Z. På den andre siden finnes,
for hver ε > 0, en n0 < log(ε) sånn at

en0 < elog(ε) = ε.

Dermed er 0 største nedre grense til (en)n∈Z.

h) |x− y| ≥ |x|+ |y| for alle x, y ∈ R.
Usann. Valget x = y = 1 gir

|x− y| = |1− 1| = 0 mens |x|+ |y| = 1 + 1 = 2.

(Den omvendte trekantulikheten er |x− y| ≥ ||x| − |y||.)

i)
∫
xr dx = xr+1 for alle r ∈ R.

Usann. De riktige likhetene er∫
xr dx = xr+1

r + 1 + const, r 6= −1.

og ∫ dx
x

= log |x|+ const, (r = −1).

j) Hver monoton, begrenset følge har en delfølge som konvergerer.
Sann. Det er til og med sant at (i) hver begrenset følge har en delfølge som
konvergerer, og (ii) at hver monoton, begrenset følge konvergerer (til sitt
supremum eller infimum).

Oppgave 2 La f(x) = x2 og g(x) =
√
x.

a) Bestem naturlig definisjonsmengde og verdimengde til f og g.
(3p)

f(x) = x2 ∈ R for alle x ∈ R, så naturlig definisjonsmengde for f er

Df = R.

Ettersom f er kontinuerlig med f(0) = 0, f ≥ 0 og limx→±∞ f(x) = ∞ blir
da verdimengden

f(R) = {f(x) : x ∈ R} = [0,∞).



Side 4 av 7 MA1101 Grunnkurs i analyse 11. oktober 2019

For g gjelder i stedet g(x) =
√
x ∈ R nøyaktig når x ≥ 0, så

Dg = [0,∞).

Også g er kontinuerlig, med g(0) = 0, g ≥ 0 og limx→∞ g(x) = ∞, så ifølge
skjæringssetningen blir tilsvarende verdimengde

g([0,∞)) = [0,∞).

b) Hva er f ◦ g og g ◦ f? Finn formel samt definisjons- og verdimengde.
(3p)

Sammensetningen

f ◦ g : x 7→ f(g(x)) = (
√
x)2 = |x|,

er definert på Dg = [0,∞) med verdimengde [0,∞), mens

g ◦ f : x 7→ g(f(x)) =
√
x2 = |x|,

er definert på Df = R med verdimengde [0,∞).

c) Er g ◦ f deriverbar? Beregn den deriverte; eller vis at den ikke finnes.
(4p)

Funksjonen g ◦ f : R→ [0,∞) er gitt ved x 7→ |x|, og har høyre- og venstre-
deriverte i x = 0:

(g ◦ f)′±(0) = lim
h→0±

|0 + h| − |0|
h

= ±1,

så den deriverte finnes ikke (i dette punktet; utenfor origo er den deriverte
konstant x

|x| = sign(x) = ±1).

Oppgave 3 Bestem

a)

lim
x→2

x3 + x− 2x2 − 2
x− 2 .

(3p)
Polynomet x3+x−2x2−2 har rot x = 2, så vi kan faktorisere x3+x−2x2−2 =
(x− 2)(x2 + 1). Det følger at

x3 + x− 2x2 − 2
x− 2

x 6=2= x2 + 1→ 5 når x→ 2.
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b)

lim
n→∞

1
n2

n∑
j=1

j.

(4p)
Ettersom

n∑
j=1

j = n(n+ 1)
2 = n2 + n

2 .

følger

1
n2

n∑
j=1

j = 1
n2
n2 + n

2 = 1
2

(
1 + 1

n

)
→ 1

2 når n→∞.

c)
sup

x∈(0,π
2 )

1
sin(x) .

(3p)
Funksjonen sin er kontinuerlig med sin(0) = 0, og sin(x) > 0 for x ∈ (0, π2 ).
Derfor finnes, for hver B > 0, en verdi ε > 0, sånn at

0 < sin(x) < 1
B

for 0 < x < ε,

og
1

sin(x) > B når 0 < x < ε.

Ettersom B kan velges vilkårlig stor, finnes ingen (endelig) øvre grense til
sin(x) for x ∈ (0, π2 ) og vi har

sup
x∈(0,π

2 )

1
sin(x) =∞.

Oppgave 4 Beregn Taylorpolynomet av tredje grad til

f(x) = x cos(x)

i x0 = 0. Angi likningen for tangenten til f i x = 0.

(5p)
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Vi beregner

f(x) = x cos(x) =
∣∣∣
x=0

0,

f ′(x) = cos(x)− x sin(x) =
∣∣∣
x=0

1,

f ′′(x) = − sin(x)− sin(x)− x cos(x) = −2 sin(x)− x cos(x) =
∣∣∣
x=0

0,

f ′′′(x) = −2 cos(x)− cos(x) + x sin(x) = −3 cos(x) + x sin(x) =
∣∣∣
x=0
− 3.

Taylorpolynomet av tredje grad til f i x0 = 0 er derfor

P3(h; 0) = f(0) + f ′(0)h+ f ′′(0)
2 h2 + f ′′′(0))

3! h3

= 0 + h+ 0− 3
6h

3

= h− 1
2h

3.

(Alle like potenser i Taylorutviklingen forsvinner, fordi x 7→ x cos(x) er en odde
funksjon, da x 7→ x er odde, og cos er like.) Tangenten i et punkt x0 er gitt ved

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0),

det vil si
y = x,

i tilfellet x0 = 0, f(0) = 0, f ′(0) = 1.

Oppgave 5 Vis ved et ε/δ-argument at

f : R→ R, x 7→ x2,

er kontinuerlig i x0 = 1.

(5p)

La ε > 0. Vi ønsker å finne δ > 0, sånn at

|f(x)− f(1)| = |x2 − 1| = |x+ 1| |x− 1| < ε,

dersom |x− 1| < δ.

(i) Velg først δ < 1, sånn at

|x+ 1| = |(x− 1) + 2|
∆-ulikh.
≤ |x− 1|+ |2| < 3,

for |x− 1| < δ < 1.
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(ii) Da er også
|f(x)− f(1)| = |x+ 1| |x− 1| < 3|x− 1| < ε

dersom
|x− 1| < δ < min

{
1, ε3

}
.

Så valget δ < min
{
1, ε3

}
viser at f er kontinuerlig i punktet x0 = 1.


