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2)

b)

(zn)n er begrenset nedenfra siden 1 < z,, for alle n. Det er ingen begrensning
ovenfra: Gitt M € R finnes en N € N slik at N > M. Da er x > M for
alle k > N. Siden x,+1 > z, for alle n er fglgen voksende. Den kan ikke veere
avtakende fordi 1 £ x, for alle n.

(1,1,1,.....) er begrenset bade ovenfra og nedenfra av 1. Siden fglgen er konstant
er det bade sant at xp4+1 > @, 0g Ty <y, for alle n. Dermed er folgen bade
voksende og avtakende.

Folgen er begrenset ovenfra av 1, siden x9,4+1 = 1 for alle n, og x2, < 0 < 1
for alle n. Den er ikke begrenset nedenfra. For alle M € R finnes N € N med
—N < M. Da er zonyo < —N < M. Fglgen er ikke voksende eller avtakende,
siden generelt har vi ikke at z,41 > x, eller 41 < xpy.

Vi har sett i forelesning at en voskende fglge med en gvre skranke er konvergent.
Vi viser at denne betingelsen er tilfredstilt for folgen vi er gitt.

Vi pastar fgrst at x,4+1 > x,, og viser dette ved induksjon. Merk at zo =
V24 V2 > /2 = 1, sa pastanden er sann for grunntilfellet n = 1. Vi antar sa

at Tp41 > o, for alle n = 1,2,...m — 1. Det gjenstar a vise at dette medfgrer
at Ty41 > . Merk at x?n =2+ xm_12 =2+ 2;—1. Dermed er

x?nJrl - x%n =2+zn) - 2+ 2Tm-1)=Tm — Tp-1 >0,

hvor siste ulikhet folger av induksjonshypotesen. Siden xz,, > 0 for alle n vil
:L’?nﬂ — 1‘%1 > 0 medfore at 11 — x4 > 0, altsd at x,41 > xp,. Derfor er
fglgen voksende.

Vi viser til sist at x = 2 er en gvre skranke, altsa at z,, < 2 for alle n > 1. Ogsa
her kan vi tre frem ved induksjon. I grunntilfellet n = 1 er 1 = 1, som helt

klart er mindre enn 2. Om vi antar at x,, < 2 for en viss n fglger det at

Tpi1=V2+ 2, <V2+2=2.

Her har vi brukt at funksjonen f(x) = \/x er woksende, altsa at /x < \/y
dersom z < y. Ved induksjonsprinsippet konkluderer vi med at 2 er en gvre
skranke av folgen (z,,)n, og at denne fplgen er konvergent.

Fra forrige deloppgave vet vi at (x, ), konvergerer mot en verdi L, og at denne
grenseverdien er mindre enn eller lik 2. Vi antar at L < 2, i hap om a na en
motsigelse. La € > 0 veere slik at L < 2 — . Ettersom (), konvergerer mot L,
finnes det et naturlig tall N slik at

|z, — L] <€
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for enhver n > N. Med tanke pd at (x,), er voksende, medfgrer dette at
L—- ¢ < =z, < L for alle slike n. Spesielt er z,41 < L. Men om vi reg-
ner ut x,4+; for en vilkarlig n > N far vi at

xn+1:m
>V2+L—¢
> V2L
> L

der siste ulikhet kommer av at L < 2. Konsekvensen at z,41 > L er ikke
forenelig med at z,41 < L.

Ved & anta at L < 2 nadde vi en motsigelse. Vi har altsa vist at L = 2.

Vi ser at folgen (|z,|)n = (1), er avtakende. Vi péstér at inf,z, = —1. Har at
x1 = —1, og siden (|z,|), er avtakende, er =, > —1 for alle n € N. Dermed er
L = —1 en nedre skranke. Det er ogsa stgrste nedre skranke: La € > 0. Da er

—1+4+¢e > —1 =z, sd —1 + € kan ikke veere en nedre skranke for noen € > 0. Det
fglger at inf,, z, = —1.
Videre pastar vi at sup, ¥, = 3. Ser at 22 = £ og x1 = —1 < 1. Siden (|2,|)n er

avtakende er x, < % for alle n. Dermed er & en gvre skranke. Det er ogsa minste

2
gvre skranke: La € > 0. Da er % — ¢ ikke en @vre skranke, siden xo = % > % — €. Det

fglger av sup,, &, = %

Til slutt hevder vi at lim,,—yoc £, = 0. La ¢ > 0. Vi ma finne N € N slik at for alle

k> N er |z, — 0] < ¢, altsi |z < . Finn N slik at 4+ < ¢, altsi N > 1. Da er
%§%<€fork‘2N. For en slik k£ har vi da
2 —1)k 1 _
TE = =|-|<e,
F k k

s& det fglger at lim, o x, = 0.

I hap om & utlede en motsigelse antar vi at det finnes et minste tall x i intervallet
A = (0,1) (altsa at x < y for alle y € (0,1)). Verdien z/2 ligger ogsa i dette
intervallet, men er mindre enn x. Det er derfor absurd at x er et minimum for denne
mengden. En slik x finnes dermed ikke.

Om vi trekker n? og n3 ut av henholdsvis telleren og nevneren far vi

cos(n?) cos(n?)

n? + cos(n?) . on? 14+ = 1 1+ =7

fim e 14 n52 3

= lim —
nsoond +/n+1 nooond 1+\/7?_+_L3
n n

Folgen (1/n),, konvergerer mot 0. Dersom fglgen

(2
1+ Cosn(;z )
14+n=524n-3
n
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konvergerer mot et visst reelt tall L, folger det at (se infoboksen pa s. 504 i leereboken)

2 (2
1+ cos(n®) 1+ cos(n?)
L n = lim 1 lim n’

nggoﬁ 1—|—n_5/2—|—n_3 n—oo N n%oo1+n—5/2+n_3:0.L:0.

Med andre ord er vi i mal om vi kan vise at grenseverdien

eksisterer. Lar vi n gd mot uendelig vil uttrykkene over og under brgkstreken ga mot
1. Derfor er

2 . cos(n?)
PP s i 1+ ) 1,
nsco 1 +n~524+n=3  lim, oo (1 +n5/2 4 n—3) 1 ’

som viser det vi skulle vise.

Vi beviser utsagnet ved motsigelse. La (zy,),, veere en folge, og anta at lim,, oo z, =
L og limy yooxpy = M, med L # M. La e = % > 0. Siden lim,, ,o, x,, = L fin-
nes det Ny € N slik at for alle & > Ny er |z — L] < %

limy, o0 , = M, finnes det Ny € N slik at for alle k > Ny er |z — M| < % La

N = max{N1, Na}. Ved trekantulikheten har vi da for £ > N

. Tilsvarende, siden

|L—M\:\L—xk+mk—M\g\L—xk]—i—\xk—M]:]a:k—L\+\a?k—M|
_lL-M jL-M 2L M)
3 3 3

<|L_M|7

som er en motsigelse. Det fglger at L = M.
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