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2.1.79| a) La f(z) = Vo +1. For xg = 3 er f(zg) = V/3+1 = 2 Vi finner forst
tangenten i (3,2). Vi har

. fB+R)—fB) . V3+h+1-V3+1 | VA+h-2
k = lim = lim = lim ——
h—0 h h—0 h h—0 h

VAth-2 VAith42 VAR -2

— i : — yETE T2
hso VEth+2 ho0h(VAt+h+2)
. 44+ h—4 . h
=lim——=lim——
h=0 h(v4+h+2) h=0h(vV4+h+2)

1 1 1
= lim = = -
h=0A+h+2 442 4

Dermed er tangenten i (xo, f(zo) = (3,2) lik

y:k(m—xo)—i—f(xg):i(x—3)+2:ia:+§

Vi finner s& normalen i punktet (3,2). Vi vet at stigningstallet k" er gitt ved

Da er normalen gitt ved

y=kK(@—z0)+ f(x0) = —4(x —3) +2 = —dz + 14

Figur:
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b) La f(z) = 2. For 29 = 2 er f(z9) = #% = 1. Vi finner forst tangenten i

o+2’ 12
(2,1). Vi har
2(24h) 2.9
b= tim [CEN SOy, DRIy, 1 A4 2h ),
h—0 h h—0 h h—0 h 4+ h
— lim & (ﬂ_ﬂ)_l- L T S
T ho0h “4+h A+h) ho0h A+ h hs0d+h 4

Da er tangenten i (2, 1) gitt ved

NN

v =z —a0) + floo) = (o2 +1= ot

Vi finner sa normalen i (2,1). Stigningstallet k" er gitt ved

Dermed er likningen for normalen i (2,1) gitt ved
y=kK(x—20)+ f(wg) = —4(z —2)+1= -4 +9

Figur:

2.2.13,15,24| a) Bruker definisjonen av den deriverte

flx+h)— f(x) (x4 h)3 — 23 . 23 + 322h + 3zh3 + B3 — 23

/ _ . _ . —
Fle) = lim h B S S— 7
322h + 3xh? + h?
= Jim = + Z T lim (322 + 3h + h%) = 32°
— —

Da er definisjonsmengden Dy = R.
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b) Bruker definisjonen av den deriverte

2—($+h) 2—x

/ . gl@+h)—gl@) . o@th) 24
g(w) = lim h = i h
:hml(Q—z—h_Z—x)
h=0h*24+2x+h 24z
1,2-z—-h2+2) 2—-z)2+z+h)
((2+$—|—h)(2+x)_(2—|—x+h)(2+x))

:h—>OE
. 1,4—-22—2h+2z—2%—2h— (4+ 22+ 2h — 22 — 2% — zh)
:hm—( )
h—0 h (2+x)(24+x+h)
(—4h) 1 4

— lim —
hs0h 2+ 2)(2+z + h)

4-1i
0 2+ o) 2tz h) | (2+a)?
Da er definisjonsmengden D, = R\ {—2}.

c¢) Bruker definisjonen av den deriverte

(t+h)2—3 _ 23
(t+h)2+3 243

() = lim h = pm h

_ 1im1((t+h)2_3—t2_3)

h—0h (t+h)2+3 t2+3
i l(((t—&— h)?=3)t*+3) (£ =3)((t+h) - 3))
S0 MN((EHR)243)(t2+3)  ((t+h)2+3)(t2 +3)
. l((t—l— R)2t% 4 3(t + h)? — 3t2 — 32 — (t2(t + h)? — 3(t + h)? + 3% — 32)
 h=0h ((t+h)2+3)(t2 +3)
—liml( 6(t + h)? — 6t )= img( t2 4 2th + h? — 2 )
S0 ((E+R)2+3)(2+3))  hS0h N ((t+h)2+3)(#2 +3)
:hmg( 2th + h? ) =6 lim 2t + h

h—0 h*((t+ h)2 4+ 3)(t2 + 3) h—0 ((t + h)% + 3)(t? + 3)

12t
~ h50 (2 + 3)2

Da er definisjonsmengden Dj;, = R.

Vi finner forst de mulige tangeringspunktene som gir tangenter som gar gjennom
punktet (1,—3). La (2o, f(z0)) = (0, 23) veere et slikt tangeringspunkt. Stignings-
tallet til tangenten i punktet er lik f'(x¢) = 2xg siden f(z) = 2?2 er kontinuerlig
deriverbar. Vi far da en tangent y = 2xo(z — x9) + x3. For x = 1 skal denne tangen-
ten gi verdien y = —3. Dette gir likningen

2x0(1 — 20) + 28 = —3 <= —22 + 220 +3=0
Vi faktoriserer (bruk gjerne abc-formelen) og far
—(xo—3)(zo+1)=0

Sa de to mulige tangeringspunktene er (3,32%) = (3,9) og (—1,(—1)%) = (=1,1). Hvis
tangeringspunktet er (zg,z3) = (3,9) far vi tangenten

y=2xo(z —20) +22=2-3(x—3)+9=62—9
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og hvis tangeringspunktet er (zg,z3) = (—1,1) er tangenten

y=2r0(zx —20) +a2i=2-(-(x—(-1)+1=-2@@+1)+1=—-22—1

a3 _ b3

2.2.53| La f(z) = 2'/3. Merk at vi kan skrive om hintet i oppgaven til a — b = e
Ved & bruke dette med a = (z + h)'/3 og b = /3 far vi da ved definisjonen av den
deriverte

Flah) = J@) _ WYl

lim = lim
h—0 h h—0 h

jim - (@ + 'y — @)
h—0h ((x+ h)1/3)2 + (z + h)1/3:c1/3 + (x1/3)2
lim 1 z+h—z
h=0 b (x4 h)2/3 4+ (z + h)1/321/3 4 22/3
o1 h
= lim —

h=0 h (z + h)2/3 + (x + h)1/321/3 4 22/3
= lim _ 1 i

h=0 (2 + h)2/3 4+ (z + h)1/321/3 4 22/3

1

~ 3.2/3

2.3.8,17,31| a)

d 3 2 d —
—(3V12 — =) = — (333 — 273/?
Lt Tg) prt )

2 2 3 3 1

=3.-Z¢3 2. (=22~
33 ( ) 2

c¢) La oss forst skrive om uttrykket litt

x  3z+1 3z+1  z@Bz+1) 3P+
2r+ 2l 2+t 3r+1 2@z +1)+1 622+ 2 +1
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Kvotientregelen gir na
d 322+ (322 + ) (622 + 22 + 1) — (322 + 2) (622 + 22 + 1)’
(1x<6x2+2x+1>: (622 + 2z + 1)2
(62 + 1)(62% + 22 + 1) — (322 + z) (122 + 2)
(622 + 2z + 1)2
3623 + 1222 + 6z + 622 + 22 + 1 — (3623 + 622 + 1222 + 2x)
- (622 + 2z + 1)2

_ 6 +1
(622 + 22+ 1)2
Dermed er
d< x ) B 6x + 1
dx 2x+3x1+1 ooy (622422 4+1)2|
B 6-1+1
C(6-1242-1+1)2
_T_T
92 81

2.4.3,12,28,30 ‘ a) Kjernen er 4— 22 som har derivert lik —2x. Dermed far vi ved kjerne-

regelen

d
G 210 = 10(4 — 2)°
Dette gjelder alle x € R.

b) Vi trenger & vite - (2 + |z[?). Merk at

d -1 <0

-l =

dx 1 x>0
for x # 0. Den deriverte er ikke definert i © = 0. Funksjonen til hgyre skriver vi
som sgn(z). Ved kjerneregelen far vi da

- %(4 C2?) = 10(4— 22)° - (~22) = —200(4 — 22)°

d
%(2 + \x!‘g) =0+ 3\x|239n(x) = 3]w\239n(aﬁ)

Ved kjerneregelen nok en gang far vi da

d 1 1 |z|?sgn(z)
2 W/B 2.~ 32 = o
Dette gjelder alle x € R\{0}. Vi sjekker 2 = 0 separat. Merk at a—b = %.
Dette gir
o AV =2 (@24 b)) — (2%
im = lim — -
h—0 h W0 b (24 |R[3)1/3)2 + (2 + [B[3)L/3 - 21/3 4 (21/3)2
i b 2+ |h]3 -2
T W0 h (2 + \h\3)2/3 + 2+ |h]3)1/3 .91/3 4 92/3
1 |

= 1' —
ho0 b (2 + [h[3)2/3 1 (2 + |RP)L/3 - 2173 4 22/3
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Dermed har vi

d 0 z=0
7(2+|"E|3>1/3: z|%sgn(z
da s @0

¢) Kjerneregelen gir

L FIGBH @) = F@IB1@) @ (3f()
= PG 2 (31@) - (3/(x)
= FCFB7@) - 2/31(x)) -3/ (2

=6f'(2f(3f(x))) - f'Bf () - f'(x)
Dette gjelder alle z € D, hvor D er gitt ved
D = {x € Rlz € Domf',3f(x) € Domf',and 2f(3f(x)) € Domf'}
d) Merk forst at
d d 1 1 x

1 d
C = Lozt 2 e gy L 9y —
das( v ) dx (@ ) 2 (2 ) dx (@ ) 2/x2 -1 v x2—1

ved kjerneregelen. Kvotientregelen gir na
d (ViZ—1\ VaZ—1(a2+1)— Va2 —1(2%+1)
() - CEsy:
:;,1(:”2 +1) Va2 —1-2z
(2 4+1)2
gil(ﬁ—l—l)—mﬂx 221
(x241)2 Var—1
@+ 1) —(a*—1)- 22
T @ o1
34+ x— 223 + 22
@+ 1)°Va? -1
B —z3 + 3z
B (2 +1)2v22 - 1

i 2 —1
dr\ z2+1

i

i

slik at
B —z3 + 3z
vz (@2 +1)2V2% — 1|,y
(=2 +3(-2)
(22 +1)V22 -1
8—6 2

T52/i-1 253

a) Vivet at cosh =1 — sinQ(%)7 s& vi far
i Locosh 1 (1- 2sin?(%)) i 2sin?(%)
hlg%) h? N hlino h2 B hlg%] h2
1. 4sin®(%) 1 sin?(%)
=—.lim ———** = - lim
2 ho0  h? 2 h—0 (3)2
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Lanéﬁz%ogmerkatnérh%OvilH%O. Da far vi

sin (%) 1. sin?(9) 11 <sin(€)>2 1 2 1
20—

0 (B 2050 62 0

?:

1
2

hvor vi har brukt den kjente grenseverdien limg_.g Sige =1.
Merk: Oppgaven kan ogsa lgses ved & multiplisere med 1 4+ cosh i teller og
nevner i aller forste utregning ovenfor, og dette gjor oppgaven mye lettere.

b) Vi vet at cos?(x) = 1 — sin?(z). Dermed er

7w —meos?(x) w—m(l—sin?(z)) wsin?(x)

22 22 22

og vi far umiddelbart at

02 in2 3 2
lim T2 ) (z) — 7 lim 22 2(1:) = lim (51n(x)> =r-1 =7

z—0 2 z—0 X z—0 x

Siden cos er en kontinuerlig funksjon far vi

— 2 B 5
lim cos (WWCOS(HT)> = cos ( lim 7r7rcos(a:)>

z—0 x2 z—0 z?
. 2
, sin x
=cos | 7 lim
z—0 x
= cos(m-1) = cos(m) = —1

Ettersom lim, o2 sin(1) = 0, si det folger at lim, ,o2?sin(2) = 0. Men for z €
(0,00) er

P = L @2sinl) = 2esingh) 422 Lsin( D))
=2z Sin(%) +a? (*%) COS(%) =2z sin(%) - cos(é)

s& grensen av f’ (z) nar  — 0% finnes ikke siden lim, ,qcos(2) ikke finnes (men
lim, 0 2z sin(1) = 0).
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