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a) Viintegralet [ cos(az+b) dz ved hjelp av en lineser substitusjon. La u = az+b,
du = a dz. Vi far da at

/COS(CME +b)dz = / 05) gy = Lsin(uy + € = SEFY L 6

a a a

b)

%dm_/ﬁd“/m

2

Substitusjonen u =1 — x = —2z dz gir oss at

/\/1:6_7352 / du=—Vu+K=-V1-22+K.
1

For a lgse det siste integralet bruker vi at % arcsin(z) = ==, sa

V1—z2’

l‘—|—1 \/7
1 — 22 + arcsin(z) + C.
V1—22

¢) Ved delvis integrasjon med v’ = 1 og w = arcsin® z far vi

1 (—2z)
.92 .92 . ) .
arcsin® x = x arcsin® x— [ x-2arcsin(z)-—— dx = rarcsin” z+ / arcsin(r) —=
/ / ()\/1—332 ()\/1—av2
La oss derfor se pa det andre leddet. Hvis vi setter 1 — 22 blir du = —2z dz og
derfor )
(=27) 4, L N TR W e

Wil v

Derfor vil delvis integrasjon for leddet [ arcsin(z) - (~20) (~22)

md:vmedv’:m

og w = arcsin(z) gi

/arcsin(x) (22) dz = arcsin(z) - 2/ 1 — 22 —

22v/1 — 22 dex
V1—22

1
/\/1—:62
:2arcsin(x)-\/l—x2—2/ldm
= 2arcsin(z) - V1 —22 -2z +C

Setter vi alt sammen far vi nd

/arcsin2 ¢ dz = z - arcsin?(x) 4 2arcsin(x) - /1 — 22 — 22 + C
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d) Integralet [ cot(z) dz kan beregnes med substitusjonen u = sin(z). Da er du =
cos(z) dx og vi far

/ cot(z) dz = / cos(x) 4, / % — In(u) + C = In(sin(z)) + C,

sin(x)
der C' er en vilkarlig konstant.

e) Vi har sett i forelesning at integrander som er rasjonale funksjoner av sin(x) og

cos(x) kan begrenes med substitusjonen v = tan(z/2). Da er nemlig sin(z) = 1_2;;2
og dr = 12+d1f2. Integralet vart blir saledes
2du
d d
/ B :/ 1;“2 :/uzln]u\+C:ln\tan(a:/2)|+C,
sin(z) ey u
+u

der C' er en vilkarlig konstant.

a) Vi finner forst det ubestemte integralet. Delvis integrasjon gir
/:UCOS:U dxr = xsinx — /1 -sinz doe = zsinx + cosx + C
Dermed er

/01 x cosz dzr = [z sin x+cos x](l) = 1-sin14-cos1—-0-sin0—cos0 = sin 14-cos 11
b) Vi finner forst det ubestemte integralet. La I = [ e~ *sinz da. Delvis integrasjon
gir
= /e"’” sinz dr = —e “sinx — /—e” cosx dx
= —e Tsinz + /e_x cosx dx
= —e Tsinz —e “cosx + / e ¥(—sinzx) dz
= —e “(sinz +cosx) — I

Vi skriver dette om til
2] = —e “(sinz + cos x)

som gir
/e‘”” sinzdr=1= —%e‘x(sinx + cos )
Ved & sette inn integrasjonsgrensene far vi da
T .. ™
/0 e Psinzdr=[— 3¢ (sma:+cosac)]0
1 1, .
=3¢ (sinm + cosm) — <—2e (sin 0 + cos 0)>

1
= 5(6771’ + 1)
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a) Nar vi integrerer brgkuttrykk ma vi sikre at funksjonen er definert over hele
integrasjonsomradet. Uttrykket ;12 — % er udefinert for z = 0, men dette ligger
utenfor integrasjonsomradet vart, sd vi kan integrere direkte.

/11 1\ 4 L1 - PR S S
—_— — xr = _— _— = |+ - — — — — = —.
o \2?2 23 z 222/, 8
b)

[wram O o0 oo

0 Ina|, Ina Ina Ina

c¢) Her bruker vi identiteten cos?(z) +sin?(x) = 1, som lar oss skrive om integralet som
fglger

/2 /2
/ sin z) do = / (1 — cos®(z)) sin(z) d.
0 0

N& bruker vi substitusjonen u = cos(x). Da er du = —sin(x) dz og
/2 0 1 ud 1 9
/ (1—cos?(x))sin(z) dz = / (1—u?)(— du) = / (1—u?) du = [u - ] =-.
0 1 0 3lg 3
d) Vi prgver substitusjonen u = In(x). Da er du = dz/z og
3
¢ de 32 du 3 du 3
= - = — =1 =1In(3) — In(2) =In(3/2).
[, it = | St = [ S = ) = 1)~ m(2) = In(3/2)

e) Ogsa her blir substitusjonen v = In(x) (= du = dz/x) nyttig.
2

2

e’ ] 3 2,3 2 4
/ de: uxdu:/ugdu:[u] =4.
1z 0T 0 4 1o

Vi gjenkjenner uttrykket som en Riemannsum over en partisjon av intervallet [0, 1]
med Az; = 1, f(z) =/ og ¢; = L. Daer

n i 1 1 1 1 1
limz\/7-—/f(x)dx—/ﬁdx—/x2dx
nmeof—~ Y n 0 0 0

1 1
1*1 xé“] = [2953} _2
L P E )

Siden f er ikke-avtakende far vi den gvre summen ved a evaluere f i hgyre endepunkt
for hvert intervall [x;,2;41] og vi far den nedre summen ved & evaluere f i venstre
endepunkt for hvert intervall [:z:j, a;j+1} for alle 0 < j < n. Med andre ord

og
L(P) =Y fai)
1=1
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[6]

Da far vi at

Dette er en teleskoperende rekke, sa

U(P,) — L(P,) = flzn) = fxo) _ f(1) — £(0)

n n

siden z,, = 1 og xg = 0 for alle n. Videre er

lim U(P,) — L(P,) = lim

n—oo n— oo n
Teorem 3 1 Appendix IV sier at en begrenset funksjon g er integrerbar pa [a, b] hvis og
bare hvis for alle € > 0 s& finnes en partisjon P av [a, b] slik at U(P)— L(P) < €. Men
siden f er ikke-avtakende er f begrenset nedenfra av f(0) og begrenset ovenfra av
f(1). Sa f er begrenset pa [0, 1]. Da har vi akkurat vist at Teorem 3 i Appendix IV er
gyldig for funksjonen f med partisjonen P,. Vi konkluderer med at f er integrerbar
pa [0, 1].

a) Lae >0 oglaxg€R. Vima vise at det finnes § > 0 slik at for |x — 29| < § s&
er |23 — 3| < e. La n veere et heltall slik at n > |zo| + 1, og la samtidig n veere
sa stor at 573 < 1. Lana § < 355. Merk at 23— 23 = (v — 0) (2% + 220 + 7).
For |x — xo| < 0 har vi da

23 — 23| = |2 — wo||2? + 220 + 23| < - |2 + 220 + 25|

<. 2% + zxo + 2| < €

3n3
Siste ulikhet kommer av at |22 +zxo+23| < |22+ |2||z0| +|70]? < n24+n?4+n? =
3n2. Dette holder siden n > |xg| + 1 og |z| < |zg| + 1 ettersom § < 1. Det folger
at f:x — 2% er en kontinuerlig funksjon i punktet .

b) La a > 0 og la e > 0. Vi ma vise at det finnes § > 0 slik at for z,y € [0,a]
med |z —y| < d sd er |23 —9?| < e. Siden z,y € [0,a] er |2? + 2y + 2| <
[z + |2|ly + [y|* < a* + a® + a® = 3a®. Land § < 35 og la |z — y| < §. Nok

en gang bruker vi 22 — 3 = (z — y)(2% + 2y + y?) og far at
€
23 — | = |o — y||2® + zy + y?| < S|l2® + 2y + 47 < @-302:5

Det fglger at f : 2 +— 2% er uniformt kontinuerlig pa [0, a] for alle a > 0.
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