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Lever gvingen i gvsys. Du velger selv om du leverer pa norsk eller engelsk. Ved gnske om
grundig retting, spesifiser oppgaver du gnsker det pa i gvsys. Det viktigste er hvordan du
lgser oppgaven, ikke selve lgsningen.

Oline har lgst fglgende integrasjonsoppgave

/ f(z)dz , dera>1,
1

og fatt svaret a® — In(a) + 3a — 3.

a) Forklar hvordan vi kan se at Olines svar ikke kan veere riktig.
b) Bestem f(z) dersom du far vite at det kun er konstantleddet (—3) som er feil.

Lgsning: Oppgave 1

a) En generell egenskap ved bestemte integraler, | ; g(x) dz, er at hvis vi lar a = b sa
vil integralet bli 0. I integrasjonsoppgaven til Oline ser vi at svaret skal veere gyldig for
alle a > 1, og dermed spesielt for a = 1. Vi sjekker hva svaret hennes gir oss for a = 1:

a®—In(a) +3a—-3=13-0+3-1-3=1
Vi ser fra dette at svaret hennes ikke kan stemme siden det ikke er lik O for ¢ = 1.

b) La oss repetere Integralkalkylens hovedsetning og hvordan vi finner bestemte
integral:

Hvis f er kontinuerlig pa et intervall I, sd er f integrerbar pa ethvert lukket
intervall innholdt i I. Hvis ¢ € I, sd er funksjonen A: I — R definert for hver
x € I ved

Alz) = / " )t

kontinuerlig pa I, og den oppfyller A’(x) = f(x) pa det indre av I.

Hvis F' og f er kontinerlige pa [a,b] og F'(x) = f(x) for alle = € (a,b), sa er

[ 1@ = F @k = Fe) - P
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Vi har fatt vite at det er kun (—3) som er feil i svaret til Oline. Altsa ma vi ha
T
Flz) = / f(t)dt = 28 —In(z) + 3z +C, Dy =[1,00)
1

for en konstant C. Fra Integralkalkylens hovedsetning er F'(z) en antiderivert av f(x)
pa [1,00). Dermed far vi

1
flz)=F'(z)=322— =43
x
Konstantleddet falt vekk og vi har svaret vart.

Vi kan forsavidt spgrre oss selv hva konstantleddet egentlig skulle vaere. Vi integrerer
f(z) og far:
a2 1 3 @
/ 3z* — —+3dx = [:c —ln(m)+3x}
1 T 1

—a3 —In(a) +3a—13+1In(1) -3 -1
=a3 —In(a) +3a — 4

Altsa skulle C veere lik —4 og ikke —3.

Nedenfor har vi tegnet grafen til en funksjon f for x € [—1,4].

Y

Funksjonen g er gitt ved

g(a:):f/(a:), Dg: [_174]
1
a) Bruk grafen til & bestemme / g(x) dx.

-1
/abg(x) dz

b) Bestem a og b slik at

blir minst mulig.
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Lgsning: Oppgave 2

a) Fra vet vi at

[ oty dz = 1) - s(@)

for a,b € [1,4], siden f'(x) = g(x) der. Vi leser ut av grafen til f at f(—1) =0 og
f(1) =3, dermed far vi

b) Hvordan kan vi gjgre
b
[ 9@ da= £ - f(a)

sé& liten som mulig? Jo, hvis vi lar b veere et globalt minimalpunkt til f og a et globalt
maksimalpunkt for f. Her observerer vi at det forekommer nar b =4 og a = 1.

[ s@rde= 1@~ (1) = ~3-3= s

Evaluer integralene under.

a) /2(x+2)dw b) /12(2—3323)dx c) /4(6x—e_x)dx

-2

Lgsning: Oppgave 3
a)

/2(a:+2)dx:2><[2—(—2)]:8.

b)

4
/ (e —e ®)dx =0 (odd function, symmetric interval).
—4

La oss koste pa oss ett lite integrasjonstriks her: Hvis en kontinuerlig funksjon f er
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jevn pa ett intervall symmetrisk om 0, e.g. [—a, a], sa vil

aaf(x) dr = 2/Oaf(1‘) dx.

Og hvis en funksjon g er odde pa samme intervall vil
g
/ (x)dx =0

Hvis det ikke gir mening umiddelbart, tegn opp og se pa arealene. Trikset kommer til
sin fulle rett hvis man ved variabeltriksing kan komme seg fra et tilfeldig intervall til
et symmetrisk intervall.

Finn de fglgende deriverte.

d /3 sin(s)
a) a/t . ds

b) %F(\/E), hvis F(t) = /O ' cos(s?) ds

Lgsning: Oppgave 4
a)

b)

d B 1 cos(z)
aF(\/E) —cos(x)m N

Finn det fglgende bestemte integralet av den kontinuerlige funksjonen
3

/? | cos(x)| dx.

0

Lgsning: Oppgave 5
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3w

/32" | cos(z)|dx = /Og[cos(x)] dr — /12 [cos(z)] dx

0
2 =1+1+1=3.

= sin(x)‘g — sin(z)

ol

— b—a

@ La II,, veere en partisjon av det oppgitte intervallet [a, b] i n delintervaller av lik lengde
—¢. Evaluer nedre darbouxsum L(f,II,) og ¢vre darbouxsum
U(f,11,) for den oppgitte funksjonen f og den angitte n.

Ay =2 — w1

a) f(x) =z pa [a,b] =[0,2], med n = 8.
b) f(z) = €* pa [a,b] = [-2,2], med n = 4.

Lgsning: Oppgave 6
Lall, =a=2p <211 <220 < -+ < Tpp_1 < T, = b vaere partisjonen. Da kan vi

n

L(f,1I,) = Z(a:Z —Ti—1) - e

i=1

repetere at nedre darbouxsum til f er gitt ved
inf  [f(ci)]

og #vre darbouxsum til f er gitt ved
n
U(f,lI) = (zs—xim1) - sup  [f(e)].
i=1 ci€lwi—1,z4
I vart tilfelle har vi at delintervallene har lik lengde, altsa x; —x;—1 = A; = IFT‘I for alle
i. Videre har vi at f er kontinuerlig i bade a) og b), sa spesielt vil den veere begrenset
pa alle lukkede intervaller. Dermed har vi
— min f(a) og swp fle)= max fc).
CiE[xi_l,Jii] cie[xiflvl‘i}

inf  f(e) =
ci€lri—1,x4] Ci€[Ti—1,74]
En siste observasjon er at funksjonene i a) og b) er strengt voksende, sa spesielt ma
max = f(z;).

= f(wi-1) og flei) =
CiE[IZ‘,l,xi]

min _f(ci) =
Ci€lxi—1,%4]
Vi forenkler dermed darbouxsummene her til
b—a n b—a n
L(f,11,) = - : Zf(xzfl) og U(f,1,) = - : Zf($l)
i=1 i=1
a) Vi finner forst partisjonen Ilg av [0,2]. Fran =8, far vi A; = 258 = 1 og I,
0<i<i<i3ci<icicIca
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Na far vi
L(f, ) = 3 [£0) + FG) + F(3) + £ + 1) + (3 + F Q) + £
—i.[o+i+;+i+1+i+;+1
T
=1
og
U, Th) = 7 [£3) + 3)+ FE)+ £ + £E)+ £ + (D) + @)
9
=1
f@) f(@)
27 2
1 1
t > T t t > T
11 3 2 11 3 2
2 2 2 2
1 _11
L(/,8) U(f.8)

b) Vi finner forst partisjonen Iy av [—2,2]. A; = 27(472) =1, og Tly:

—2<-1<0<1<?2

N& far vi
L(f,4) =1-[f(=2) + f(=1) + £(0) + fF(1)]
=e?+e+e’+e
_ et —1
T e2(e—1)
~ 4.22
og

U(f,4) =1-[f(=1) + f(0) + f(1) + F(2)]
=e?+e+e+e
et —1
e(e—1)
~ 11.48.
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Uttrykk de oppgitte grensene som bestemte integral.

o~ 1 =2 2i
2 Jim S0 b) Jim 3o (14 )

Lgsning: Oppgave 7

Merk: Man kan komme frem til flere like riktige svar her.

Tanken her er at vi kan gjenkjenne summene som Riemann-summene til en funksjon
over ett intervall [a, b] hvor partisjonen er gitt ved inndeling i n like store delintervaller
med lengde bfT“. Hyvis II,, er partisjonen

a=x0< T <2<+ < Tp_1<xTp=2>b

og vi har gjort ett utplukk U = {z},z5,--- ,z5_,,x}} hvor x} € [x;_1,x;], sd er
Riemannsummen til f basert pa partisjonen II,, og utplukket U gitt ved

n

R(fv 1, U) = Z(xl - xi—l) ) f(x;k)

=1

Nar n — oo vil maskeviddene (x; — x;—1) — 0, s& vi kan like gjerne tenke at vi velger

x; = x;. Videre har vi tenkt at delintervallene er like store, sa vi far at x; —z;—1 = bfT“

eller x; = x;_1 + b_T“ =a+ ib_T“.

a) Her kan vi forst se pa summen uten grensetegn, og observere at vi summerer
produktet %\/% . Vi vil prgve & gjenkjenne en Riemann-sum hvor partisjonen har like

store delintervaller; faktoren % peker seg dermed ut som en maskevidde, da den ikke

varierer med 7. Det vil si at vi tenker bfT“ = %

24. oktober 2024 Side 7 av 8



Innleveringsfrist: Mandag 4. November Lgsningsforslag Qving 10

Den siste faktoren ma dermed sta til f(x;), altsa f(z;) = \/% . Nodvendigvis far vi da
z; = 1. Videre a =0, b=n"=% = nl =1 og f(z) = /2. Vi summerer kunnskapen
var og far

b) Tilsvarende tankegang som i a) gir oss her
n

: 2 2i 2
nlggozggln (1 + Z) = /0 In(1 + x) dz.
1=

Potensielt kunne man valgt a = 1 og b = 3 som gir

n

. 2 2 3
nh_)n;ozzzl - In (1 + E> = /1 In(z) dz.

La

f(x):{l ifo<a<l,

0 ifl<z<2,

2
Vis at f er integrerbar pa [0, 2] og finn verdien til / f(x)dz ved & bregne de gvre
0

og nedre Darbouxsummene.

Lgsning: Oppgave 8

1 f0<z<1
f<$)_{0 ifl<az<2

Let 0 <e <1 Let P={0,1- 5,1+ %,2}. Then

L(f, P) :1(1—§)+0+0:1_§;

U(f, P) :1(1—§)+1(%)+0:1+§

Since U(f, P) — L(f, P) < e, f is integrable on [0, 2]. Since L(f, P) <1 < U(f, P) for
every ¢, therefore

/()Qf(x)dx: 1.
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