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Innleveringsfrist: Mandag 23. Oktober

Lever gvingen i gvsys. Du velger selv om du leverer pa norsk eller engelsk. Ved gnske om
grundig retting, spesifiser oppgaver du gnsker det pa i gvsys. Det viktigste er hvordan du
lgser oppgaven, ikke selve lgsningen.

Funksjonen f er gitt ved
f(z) = 2% — 6.

Bestem det storste intervallet I = [a, b] slik at 1 € I og f er injektiv pa I.

Lgsning: Oppgave 1

Det er ikke altfor mye vi kan gjgre med funksjonen, men vi kan bemerke oss at
enhver strengt monoton funksjon er injektiv. Derfor velger vi & derivere og sjekke hvor
funksjonen er strengt monoton.

f'(x) = 32% — 6 = 3(2® — 2)

Vi kan se ved fortegnsdrgfting av f’ at f er strengt avtagende pa intervallet [—v/2, /2]
og strengt voksende pa intervallene (—oco, —v/2] og [v/2,00). Funksjonen er dermed
injektiv hvis man restrikterer til ett av disse intervallene.

Det er kun ett av disse intervallene som inneholder 1, s& vi kan tro [—+/2, /2] er svaret
vi er ute etter, og det er korrekt. Hvis man skulle veert tverr kunne man kverulert og
spurt om man kunne utvidet dette intervallet pa én eller begge sider; svaret er nei,
dere kan selv tenke over hvordan dere kan rettferdiggjore det svaret.
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Funksjonen f er definert for x > —3 som
fx)=a*—b-23+2.

For hvilke verdier av b er f injektiv?

Lgsning: Oppgave 2

Det er ikke altfor mye vi kan gjgre med funksjonen, men vi kan bemerke oss at enhver
strengt monoton funksjon er injektiv. Derfor velger vi & derivere og sjekke for hvilke b
vi far at f er strengt monoton.

f'(z) = 42® — 3bx? = 422 (x — 3b)

Fortegnet til f/(z) er gitt ved fortegnene til 22 og (z — %b). x2 er positiv for alle 2 # 0,
mens (z — 3b) er negativ for x < 2b og positiv for alle z > 3.

Forst kan vi observere at hvis %b > —3 sa vil funksjonen f vaere strengt avtagende pa
intervallet [—3, %b] og strengt voksende pa intervallet [%b, o0), og siden vi kan se at f
er kontinuerlig vil den dermed ikke veere injektiv.

N& kan vi se pa hva som skjer nar %b < —3. Da vil f veere strengt voksende pa hele
definisjonsmengden, [—3,00), og dermed ogsa injektiv.

Vart svar blir dermed at for %b < —3 eller tilsvarende b < —4, vil funksjonen veere
injektiv.

Vis at funksjonene f under er injektive, og finn inversfunksjonen f~!. Spesifiser
definisjons- og verdimengden til f~1.

a) f(x) =% for x € (—o0, —1) U (—1, 00).

Lgsning: Oppgave 3
a) Funksjonen vi lurer pa er gitt ved

&
142

f(z)

Vi benytter oss av samme krav som i a). Sa la oss anta at vi har z1, 22 € Dy slik at
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f(z1) = f(x2). Det betyr spesielt at

I . T2
1+x1 14z
1]: (Lﬂl,.’Eg?éO)

(1 + xg)azl = (1 + 561)(122
T
1+ 2122 = T2 + T1T2

)

r1 = X9

Altsa er f injektiv. Her er det ikke like klart hva verdimengden til f er med en gang,
og vi vil spesielt kunne finne verdimengden ved & fgrst finne uttrykket for f=!. Vi tar
dermed uttrykket for inversfunksjonen fgrst, i motsetning til i a).

y = f(x)

. xr

y_l—i-x
(I+z)y=x
Yyt+yr==x
T—yr=y
r(l-y)=y
Yy

r=_2

-y

Dermed far vi f~1 = lf—y, denne er definert for alle y # 1. Altsa har vi
Dg-1 = (—00,1) U (1,00)

0og
Vf’l = Df = (—C)O7 —1) U (—1,00).

Finn lineariseringen av

flx)=V3+22 i z=1.

Hint: Dette er Taylorpolynomet av grad 1
Lgsning: Oppgave 4

1
fO =2 f@)=56+a)72 w=2B+a)72, f(1)=
Thus, the linearization of f about x =1 is

L(x):Q—i—%(x—l):

N W

L
2
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Finn et uttrykk for det n’te Taylorpolynomet, T,,(z), til funksjonen f(x) = ﬁ rundt
punktet a = 0. Hva skjer med dette polynomet nar x > 1 og n — oo? Hvorfor motsier
ikke dette Taylors teorem?

Lgsning: Oppgave 5
Vi begynner med a regne ut den n’te deriverte til f(z). Vi finner den ferste deriverte,
f.eks. ved hjelp av kjerneregelen,

d 1 (=1 1

del—xz (1-2z)2 (1-—z)2

Den andre deriverte blir da

Dette gir oss

7’L TL

n =
ZE "= a"=14+z+2>+ - +a"
j=0 0

Dette er en geometrisk rekke, som vi vet kun konvergerer dersom |z| < 1. Dersom
x > 1 ser vi raskt at T),(x) > n —== co. Altsa vil ikke T},(x) veere en god tilnserming
for f(x) nar > 1. Intuitivt sier Taylors teorem at "T),(z) er en god tilnserming til
f(z)", men betingelsene i teoremet krever at funksjonen eksisterer og er kontinuerlig i
intervallet [a,x]. Funksjonen var er ikke definert i z = 1. Altsa kan vi ikke anvende
Taylors teorem pa i intervallet [1, 00).

@ La T,,(z) veere det n’te grads Taylorpolynomet til f(z) rundt punktet a = 0. La
E,(x) veere den absolutte feilen til T}, i z. Altsa E,(x) := |fn(z) — T, (z)|. Finn en k
slik at Fj(1) < 107! og regn ut Ty (1) dersom

a) f(z) =222+ 2.
b) f(x) = sin(x).
c) f(x) =e*.

Lgsning: Oppgave 6

Vi vet fra Taylors teorem at dersom en funksjon er n 4+ 1 ganger deriverbar pa pa hele
R sa finnes det en ¢ mellom x og 0 slik at

f(n+1)(c)$(n+l)‘
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(n+1)
Altsé kan vi skrive E,( ! nil)(,c g+ ‘ Dette impliserer

Lemma. La f(z) vaere n+ 1 ganger deriverbar pd R. Dersom |f D (t)| < M ndrt
ligger i intervallet mellom x og 0, kan vi begrense feilen til T, (x) som folger:

Eo(z) < (ni\:[l)' o)

Vi kommer til & bruke dette lemmaet i lgsningen av b) og c).

a) For f(z) et polynom av grad n, er T, (x) en perfekt tilnszerming. Altsa er Th(x) =
222 +2. S& k = 2 gir oss E(1) =0 < 1071 med Ty(1) = 4. Vi ser ogsé at k = 0,1
ikke er tilstrekkelig etter som

Eo(1) =|f(1) —2[=14-2[>10"", Ei(1)=|f(1) - (4-0+2)| > 107"

b) Vi vet at alle de deriverte av f(z) = sin(x) er pa formen +sin(z) eller £cos(x).
Altsa er | f("1)(x)| < 1, for alle # og n. Vi bruker lemmaet vart og far

1
(n+ 1)l

E, (1) <

Dersom k = 4 far vi Ep(1) < (4)71 =241 <107!. Vi far da

1-1 0-12 1-13 0-14 1 5
B =Tl =0+ - S+ 5~ ~1=5=§

Merk at lemmaet i seg selv ikke ngdvendigvis gir oss en mate & finne den minste k’en.
Her kunne vi f.eks. ogsa valgt k& = 3.

c)For f(z) = e* far vi ved gjentatt brulk av kjerneregelen (™) (z) = 2"e?*. Siden e?*
er strengt voksende far vi

|2n62m| < ’2ne2|’
nar z € [0, 1]. Altsa sier lemmaet vart

n,2
En<2e

nl -

Vi ser, f.eks. ved hjelp av en kalkulator, at 22;?2 < 107!, Vi kan altsé velge k = 8. Vi
far da . .

2n60 .1 on
)= —F—=>

n=0 : n=0
Vi bruker igjen en kalkulator og far T5(1) = 233T257 ~ 7.387.

La f(z) : R — R veere en uendelig ganger dervierbar funksjon. Vis at dersom det
finnes en M € R* slik at |f(")(x)] < M for alle z € R og alle n, si konvergerer
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T, (z) til f(x) for alle x, hvor T, (x) er som i forrige oppgave. Med andre ord, vis at
E,(z) — 0 nar n — oo, for alle .

Hint: Du kan bruke at lim,,_s~ kfl# =0 for alle z € R.
Lgsning: Oppgave 7
Fikser en € R. Vi kan bruke lemmaet fra forrige lgsning til for a f&
Max(n+1)
(n+1)!

‘x’(n+1)
(n+ 1)l

E,(x) <

Ved hjelp av hintet ser vi at E,(z) — 0 nar n — oo.
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