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\Eksamen \V2016: 3‘ Klikk her.

| Eksamen V2016: 8] Klikk her.

Vi skal avgjore om rekka » >, % konvergerer absolutt, betinget eller

divergerer. For & sjekke om rekka konverger absolutt, méa vi finne ut om

> cos(n) RS 1
nz::l (n+1)ln(n+1)‘ B z::l (n+1)In(n+1)

konvergerer. Vi kan bruke integraltesten til & vise at denne rekka divergerer '. Siden
f(z) = m er en positiv og ikke-voksende funksjon pé intervallet [1, 00), sier
integraltesten at

(e.) o 1
;ﬂn)zz(nﬂ)ln(nﬂ)

n=

—_

divergerer hvis og bare hvis [ f(z) do = [° m

stitusjonen u = In(z + 1) far vi 3—; = ﬁ, og

& 1 * 1
de= | ~d
/1 (x4+1)In(x+1) v /1n(2) u

= In(u)lj52) = oo

dx divergerer. Ved sub-

Ergo divergerer floo m
gerer.

dz, og integraltesten gir at > >, m diver-
For & vise at rekka konvergerer betinget, kan vi bruke alternerende-rekke-testen. Vi
har leddene %, og det er lett & se at fortegnet til leddene alternerer (altsa er
vekselvis positive og negative) siden cos(nm) = £1. Videre blir leddene alltid mindre

i absoluttverdi siden

1 1
D)+l - (m+2)nn+2)

og vi ser ogsa at lim, o % = 0. Alle betingelsene for alternerende-rekke-

testen er derfor oppfylt, og rekka ma konvergere betinget.

! At rekka divergerer star ogsa i merknaden under eksempel 1 i delkapittel 9.3 i laereboka.
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9.4.12] Vi skal avgjore om rekka » > o sin(nt1/2)m) konverger absolutt, betinget eller

Inlnn
divergerer. For & sjekke om rekka konvergerer absolutt, ma vi sjekke om

o0 [oe) 1
Z - H;O Inlnn

n=10
konvergerer. Hvis vi husker at In n vokser saktere enn n, ser vi ogsa at Inlnn méa vokse
mye saktere enn n. Det betyr at ﬁ avtar mye saktere enn % Siden Z;’O:w%
divergerer, er det derfor naturlig & tenke at > 7, m divergerer. Vi gjor dette
formelt med grensesammenligningstesten:

sin(n 4+ 1/2)7)
Inlnn

1

. Tninn ) n
Jm B =
= lim L1 (L’Hopital og kjerneregelen)
n—oo 1/Inn1/n
= lim nlnn
n—oo
= 0.

Grensesammenligningstesten gir derfor at o> ;) —— divergerer siden > o0 ;1 di-
vergerer. Med andre ord konvergerer > >, s+ 1/2)7) jy e absolutt.

Inlnn
sin(n+1/2)m)

I konvergerer

La oss s& bruke alternerende-rekke-testen til & vise at _° |,
betinget. Siden a, = W og Inlnn er en voksende funksjon, ser vi lett at
|ant1] < |an| for alle n. Vi finner ogsa at lim, o an, = 0 av samme grunn. Derfor
gir alternerende-rekke-testen at rekka konvergerer betinget hvis vi kan vise at rekka
er alternerende. Dette er ikke vanskelig & vise. Fortegnet til a, er det samme som

fortegnet til sin(n + 1/2)m. Nar n er et oddetall, altsa n = 2k + 1 for et heltall k, er
sin(n + 1/2)7 = sin(2k + 3/2)7 = sin(27k + 37/2) = sin 37 /2 = —1.
Néar n er et partall, altsd n = 2k for et heltall k, er
sin(n + 1/2)7 = sin(2k + 1/2)7 = sin(2nk + 7/2) =sinnw/2 = 1.

Altsa ser vi at rekka er alternerende: nar n er et oddetall har a,, negativt fortegn, og
nar n er et partall har a,, positivt fortegn. Som nevnt gir da alternerende-rekke-testen
at rekka konvergerer betinget.

9.4.25| Oppgaven spor om testen for altererende rekker kan anvedes direkte pa rekken

o0
> () sin(n7/2). Dermed skal vi avgjgre om den konvergerer.
n=1

Om vi plugger inn en passende handfull verider for n i faktorer, og husker at sinus-

funksjonen er periodisk, kan vi vise folgende:

0, om n er et partall,
sin(nw/2)=¢1, omn=1,59,....4n+1,...,
-1, omn=3,7,11,...,4n+3,....
Det fglger at annethvert ledd i rekken er 0. For & benytte testen for alterende rekker,

ma to pafglgende ha motsatt fortegn. Den kan ikke benyttes nar visse ledd er 0, som
er tilfellet her.
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Om vi derimot fjerner leddene som er 0, far vi en alternerende rekke som har samme
grense som den opprinnelige rekken (om den eksisterer). Den modifiserte rekken er

o0 o o

Z <111> sin(nm/2) = Z <2k1_ 1> sin((2k — 1)7/2) = Z(_l)k%l— i
nnozd:(lje = -

Denne rekken er alternerende, og absoluttverdien pa leddene gar monotont mot 0.
Testen for alternerende rekker forteller oss at denne rekken ma konvergere.

9.4.27 | Vi skal avgjore om disse pastandene er sanne eller usanne.

o0 o
a) Om ) a, er en konvergerende rekke, er » (—1)"a, konvergent? Dette stemmer

n=1 n=1
o0

ikke. Et moteksempel er den konvergente alternerende rekken > (—1)"2, fordi
n=1

% er den harmoniske rekken, som divergerer.

[I\g!
—~
N—
—~

—
N—
3
S|
I
3
1072

o0 o0 o0
b) Om bade > a, og > (—1)"a, konvergerer, er > a, absolutt konvergent?
n=1 n=1 n=1

oo

Dette er feil. Se pa > (%) sin(nm/2), som vi inspiserte i Oppgave 9.4.25. Siden
n=1

partallsleddene er 0, folger det at

Sy (i) sin(nm/2) = i ( ) sin(nr/2).

n=1
Det har seg derimot ikke slik at Z (1) sin(n/2) er absolutt konvergent. Rek-
n=1

ken Z | (1) sin(nm/2)| er ganske lik rekken Z 5-—; vi har bare lagt til nullere

mellom hvert ledd. Rekken Z 5 er divergent fordi

— 1 1 =1 11
Do T Xm T a2
n=1 n=1 n=1 n=1
o0 oo
c) Om > ay konvergerer absolutt, konvergerer > (—1)"a,, absolutt? Ja, dette er
n=1 n=1

riktig. Vi lurer nemlig pa om summen

oD an] =Y lanl (1)
n=1 n=1

o0 o0
konvergerer dersom ) a, konvergerer absolutt. Men ) a,, konvergerer jo ab-
n=1 n=1

oo
solutt dersom rekken Y |ay|, som vi finner pa hgyresiden i (1), konvergerer.
n=1
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b)

a) Vi skal vise at

lnnlz/lntdt:nlnn—n—l—l. (2)
1

Vi husker fra MA1101 at [Intdt =tInt¢ —¢ (kan vises vha. delvis integrasjon).
Dette forklarer likheten til hgyre i (2):

/lntdt =[tlnt—t]f =nlnn—n+1.
1

n

Vi skal na velge en passende riemannsum som viser at Inn! > [In¢dt. Vi prover
1

partisjonen {x;}?" ;, der x; = i. Den tilhgrende hgyre rimannsummen blir

D Inai(i— (i - 1)) =) Ini
1=2 1=2

I siste linje har vi brukt logaritmeregelen Inab = Ina + In b. Ettersom In er en
voksende funksjon, er den hgyre riemannsummen stgrre enn eller lik verdien til
integralet. Vi har altsa vist at

n

Inn! > /lntdt,
1

som vi skulle.

nlz™
nn

o0
Né& skal vi bestemme x-verdiene der potensrekken
n=1

(i) konvergerer absolutt,

(ii) konvergerer betinget,
(iii) eller divergerer.

Det kan veere gunstig & bemerke seg nar denne fplgen konvergerer (ikke ngd-
vendigvis absolutt). Om z er ikke-negativ, konvergerer rekker presist nar den
konvergerer absolutt. Anta derimot at x negativ. Da er

(o) (o) (o)

3 nlz™ _ 3 n(=fz])" _ Z(—l)"nf!!xln'
nn nn nn

n=1 n=1 n=1

Denne konvergerer dersom leddene %|x|“ gar monotont mot 0. Det kan sjekkes

at
(n+1)! n 1 1
e ettt =l { ey
som er negativ for alle x. Dessuten er
! 2 -1
lim £|x|n — lim M || (n —1)|z| n|z| < lim m —0.
n—oo N’ n—oo N n n n n—oo N
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Siste ulikhets fungerer strengt tatt kun nar n > |z|, men det er likevel gyldig

| pn °
L konvergerer nar x < 0.

oo
nar vi tar grenseverdien. Vi har vist at rekken ) ™

n=1
nllz|"

o0
Vi undersgker hvor vi har absolutt konvergens, altsa hvor rekken ) =7- kon-
n=1

vergerer. Vi benytter forholdstesten, slik oppgaven vinker. Vi jobber derfor med
stgrrelsen p, som defineres og forenkles som fglger:

(n+1)lgnt! "
L (nrDnF T n
P = e = D el
n”’L

nn

=

. n \"
= lim ||
n—o00 n-+1

= lim i
R )T
_ lel
ot

I siste linje bruker vi definisjonen av eulertallet e. Forholdstesten forteller oss at

oo n o0 n
(i) rekken ni—xn‘ konvergerer (dvs. at > ”T'ff? konvergerer absolutt) dersom

n=1 n=1
p<l,
(ii) den kan bade konvergere og divergere nar p = 1

(iii) og den divergerer nar p > 1.

Med tanke pa at p = % folger det at

o0

(i) rekken > ”7';’;"1 konvergerer absolutt dersom |z| < e,
n=1

(ii) den kan bade konvergere absolutt, konvergere betinget og divergere nar

x| =e

(iii) og kan bade konvergere betinget og divergere nar |z| > e.

Vi mé ga manuelt til verks nar vi sjekker absolutt konvergens i x = +e. I begge
o0

tilfeller sjekker vi om rekken ) nle® konvergerer. Na blir ulikheten Inn! >

TLTL
n=1
nlnn —n+ 1 nyttig. Om vi eksponensierer begge sider far vi

n!
n[ 2 nne—n—i-l = > e—’nf‘rl‘

n" -
Saledes er
00 nlen 0 0o
E — > g e " Hlen = E e.
n
n=1 n=1 n=1

Ettersom hgyresiden er divergent, divergerer ogsa venstresiden.

Dersom x > e, kan vi bruke samme fremgangsmate som i avsnittet over til a vise
at rekken divergerer.

Fra forste avsnitt at rekken konvergerte for x < 0. Vi er omsider klare til &
konkludere med at
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o
(i) rekken > ";ﬁn konvergerer absolutt dersom |z| < e,
n=1

(ii) den konvergerer betinget nar z < —e

(iii) og den divergerer nar x > e.

Vi skal finne sentrum, konvergensradius og konvergensintervall for potensrekka

Yoo \/“f—_’;l Vi ser umiddelbart at sentrum for potensrekka er 0 (siden potensrekka

er pa formen )7, an(x—0)"). For & finne konvergensradien bruker vi forholdstesten,
sa vi finner

|2n+2

1 |:L‘
W 1
lim 77#12 = n ]w\2 = ‘37’2
n—00 n+1|x|2n n—oo \ N+ 2

Forholdstesten sier derfor at rekka konvergerer for |z|?> < 1 — altsa x € (—1,1) — og
divergerer nar |z|2 > 1. Spesielt er konvergensradien lik 1. For & finne konvergensin-
tervallet ma vi sjekke om rekka konvergerer i endepunktene x = +1. Bade for x = 1
og x = —1 far vi rekka

=1
nZ:o n+1

Denne rekka divergerer, siden det er ei p-rekke med p = 1/2. Derfor inneholder
konvergensintervallet ikke endepunktene, sa konvergensintervallet er (—1,1).

Vi skal finne sentrum, konvergensradius og konvergensintervall for potensrekka
S0 L (=82)". Siden vi kan skrive rekka som Y0 | 1o (2 — (=2))", er rekka pa
formen Y07 | an (z — ¢)" for ¢ = —2. Det betyr at sentrum er —2. For & finne kon-

vergensradius bruker vi forholdstesten:

2 1 n
oo L[ZR2]T T Bk (nt 1)
n

= |z 42
5 2[1:4—]

x—|—2‘ 1

Forholdstesten sier at rekka konvergerer for %|x +2| < 1, altsa |z +2| < 2, som betyr
at? x € (—4,0). Forholdstesten sier ogsa at rekka divergerer for | 4 2| > 2, som ma
bety? at konvergensradien er 2. For & finne konvergensintervallet méa vi sjekke om

potensrekka konvergerer i endepunktene x = —4 og x = 0. Nar x = —4 har vi rekka
Sy s
n\ 2 N n
n=1 n=1

Dette er den alternerende harmoniske rekka, som vi vet at konvergerer betinget (det
er ogs lett & vise ved alternerende-rekke-testen). Nar x = 0 har vi rekka

1 /2\" &1
> (5) =2s
n=1 n=1

*Husk at en ulikhet pa formen |z + 2| < 2 svarer til to ulikheter z +2 < 2 og —2 < z + 2.
3Husk at konvergensradien R er et tall slik at rekka konvergerer for |z — ¢/ < R og divergerer for
|z —¢| > R. I vart tilfelle er ¢ = —2.
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altsd den harmoniske rekka som vi vet at divergerer. Dermed er inneholder konver-
gensintervallet venstre endepunkt x = —4, men ikke hgyre endepunkt = = 0. Derfor
er konvergensintervallet [—4, 0).
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