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Seksjon 11.3 Punktvis og uniform korwergen
s

fra den *-merkede seksjonen *4.4. Legg merke til at i QCtte leor‘ervnet eyr' pmblemsli“m
gen litt annerledes enn ovenfor — denne gangen Vef v1 at grimefunk&]onene er kong.
nuerlig, og gnsker a vise (under passende forutsetninger) at onvergensen er uniforp,
Husk at en funksjonsfglge { fn} kalles voksende dersom fglgen { f,,(x)} er voksende

for alle x i definisjonsomrédet.

e

11.3.10 Dinis teorem Anta at {f,} er en voksende fglge av kontinuerlige
funksjoner som konvergerer punktvis mot en kontlnuc?rhg funkSJop f P4 et luk.
ket, begrenset intervall [a, b]. Da konvergerer {fn} uniformt mot f pa [a, bl.

Bevis: Vi antar at {f,,} ikke konvergerer uniformt og utleder en selvmotsigelse. For
& forenkle resonnementet ser vi pa funksjonene g, () = f(x) — f,(x) - ut ifra vire
forutsetninger er dette kontinuerlige funksjoner som avtar punktvis, men ikke uniform;
mot 0 (sjekk dette!). Siden konvergensen ikke er uniform, finnes det en € > () )ik at
da,b)(gn,0) > € for alle n. Det betyr at for hver n finnes det et punkt z,, ¢ [q, bl
slik at g,,(z,) > e. Ifglge teorem 4.4.4 har fglgen {z, },en en konvergent delfglge
{Zn, }ren- La c € [a, b] veere grensen til {z,, }ren.

Siden {g,,} konvergerer punktvis mot 0, finnes det en N € N slik at g, (¢) < ..
Siden g er kontinuerlig, finnes det en liten omegn I = (¢ — d,¢ + ) om c slik at
gn(z) < efor alle z € I (dersom c er et av endepunktene a, b i intervallet, blir dette
en ensidig omegn som ser litt annerledes ut, men resonnementet fungerer like godt
1 dette tilfellet). Siden {g,, } er avtagende, betyr det at g, (z) < ¢ for alle z € I og
alle n > N. Men dette er umulig; siden Ty, — ¢ ma det finnes en n;, > N slik at
Tn,, € I. Ifglge det vi nettopp har vist, er da gy, (z,, ) < €, men per definisjon av B
€I gny (Tn,) > €. Dermed har vi fitt var selvmotsigelse, og antagelsen om at {f,}
ikke konvergerer uniformt, ma vere gal. [ |

Bemerkning

Resultatet ovenfor gjelder selvfglgelig like godt om fglgen er avtagende istedenfor
voksende. Det gjelder imidlertid ikke dersom vi fjerner betingelsen om at intervallet
skal vere lukket og begrenset.

Oppgaver i seksjon 11.3

1. Vis at funksjonsfglgen {fn} konvergerer punktvis mot f.
2
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2. Finn avstanden d A(f,9):
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