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Med forebehold om feil. Hvis du finner en, ta kontakt med Karin.

Kapittel 5.3

b) Volumet er gitt ved

1 1 1| Re—2R 1 11
D(x,y,z) =det |2 3 4| ®Z qet|0 1 2| =4
115 0 0 4
c) Volumet er gitt ved
3 -1 2
D(x,y,z)=det| 1 0 3 | =det L3 — det 3 2
o1 2 -1 13

=-1+6-9+2=-2

Arealet av trekanten er halvparten av arealet av parallellogrammet utspent av vek-
torene /ﬁ og z@ , og dermed gitt ved:

areal(AABC) = 1D(jﬁ,jﬁ) - %det [bl —ar by — aﬂ

Cl1 —ap € —az
= S ((b1 —a1)(c2 — az) — (b — az)(c1 — a1))
(bica — brag — ajca + ajag — bacy + baay + aze; — asay)

((bicg — c1b2) — (a1ca — azer) + (a1ba — azbr))

1
= L laet| P2 qet| ™ 92| 4 qet| @2
2 C1 C9 C1 C2 bl b2

N =D =D = DN

1 1 al ag

=—det|1 b by
2

1 C1 C9

Dette er forgvrig en oppgave hvor det er veldig klokt & begynne & regne fra begge
ender for & fa noe som gar opp til slutt. Jeg begynte egentlig med & regne nedenfra.
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a) Viregner ut:

w.(u><v)—wldet[u2

U3 g det |"® " 4 ws det
V2 U3 1

U3

<
1
—

uyp U2
v

| I

1 V2
Uy U

+ wg det ! 2}

v U2

Uy U U U
:wldet[2 3}—w2det[1 3
v2 U3 v U3

_
1

w1 Wy wWs
=det|u1 w2 wus| =D(w,u,v).
v V2 U3

b) Fra a vet vi at

Uy u2 U3 RoeR Uy u2 U3
u-(uxv)=D(u,u,v) =det |u; uz ug| = det|{0 0 0| =0,
V1 Uy U3 vl VU U3

sa vi har at u og u X v er ortogonale.

P4 tilsvarende méate kan vi regne ut at v - (u x v) = 0, slik at ogsa v og u x v
er ortogonale.

Kapittel 6.1

For & finne egenverdier og egenvektorer av en kvadratisk matrise A, ma vi utfore
fglgende steg:

1. Finn det karakteristiske polynomet det(A — A\I)
2. Finn lgsningene pa det(A — AI) = 0; dette er egenverdiene til A

3. For hver egenverdi A, lgs systemet (A — A)x = 0, for & finne en basis for
N(A — A\I). Basisvektorene er egenvektorene tilhgrende .

b) Vi starter med & finne det karakteristiske polynomet:

det(A — XI) = det {? _&} =\ -1

Vi ser at det(A — AI) = 0 hvis og bare hvis A = £1; dette er egenverdiene til A

For \j =1lserviat A—1 = [_11 _11} ~o [_01 (1)} En basis for N(A — A\ 1)

er dermed v = E]

For \g = —1serviat A+ 1 = B ﬂ ~ [(1) (1)] En basis for N(A — A1) er

dermed vy = [_11}

c) Vi starter med & finne det karakteristiske polynomet:

10— X —6
18 —11—-A

=X +1IA—10A—1104+108 = X2+ X —2=(A—1)(A+2).

det(A—)\I):det[ } = (10— A)(=11—\) +6-18
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)

Vi ser at lgsningene pa det(A — AI) =0er A\; =1 og Ay = —

: 9 —6 3 -2 :
For \y =1serviat A—1 = [18 _12} ~ [O O]' En basis for N(A — A1)

er dermed vy = E] .

. 12 —6 4 -3 .
For \y =1serviat A—1= [18 _9} ~ [O 0 } En basis for N(A — AoI) er

dermed vy = [ﬂ

Nar vi regner ut det karakteristiske polynomet i denne oppgaven kommer det
nesten ferdig faktorisert. Ikke gang ut den fgrste faktoren!

3—X 1 0
11—\ 2
det(A—XI)=det| 0 1—-X 2 [ =(3—X)det
0 1 2=\ [1 Q_J
=B-N1=-N2-N=2=B-NA=31+2-2)=-\(3-))?

Vi ser at lgsningene pa det(A — AI) =0 er A\; =0 og Ay = 3.

310 310
For \y =0serviat A= {0 1 2|~ |0 1 2[.En basis for N(A — \I) er
0 1 2 0 00
2/3
dermed vi = [ —2].
1
0 1 0 010
For Ay =3serviat A= |0 —2 2|~ [0 0 1|.En basisfor N(A—\oI)
0o 1 -1 0 00
1
er dermed vo = |0].
0

Vi starter med & finne det karakteristiske polynomet. Her far vi fgrst et ganske
stygt uttrykk! I hap om & finne felles faktorer, ganger vi ikke ut tredjegradspo-
lynomet fra andre ledd av kofaktorekspansjonen.

1-x -1 4
det(A—A)=det| 3 2—-X -1
2 1 —1-A
3 -1 1—A 4 1-Xx 4
—det[2 _1_)\]+(2—)\)det[ 5 —I—A]_det[ 3 _1]
:3(— —AN)+2-2-XN)1=-XN1+A)—-(2-XN)8+(1—-X)+12

—2-NA-NA+N+(-3+8—DA+(-3+2—-16+1+12)
—2=NA=NA+X) =40 =X =1 -=N(2-NA+X) +4)
—(1=NECH+A=XN+4) =1 -N(6+X1-)?)

—( )

11— A2+ N3 -A)

Vi ser at lgsningene pa det(A — M) =0er \; =1, Ay = —2 og A3 = 3.
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For A1 = 1 ser vi at

0 -1 4 3 1 -1 (Iill;%ﬂ 1 0 1
A-T=13 1 —1|™&8% o -1 4| "™ 0 1 —4
2 1 =2 2 1 -2 2 1 =2
1 0 1
R3_2£1_R2 0 1 —4
00 o0
-1
En basis for N(A — A1) er dermed v = | 4
1
For Ay = —2 ser vi at
(3 —1 4 Ry—R1 |1 -2 3
R1—Rs
A+2.-1=13 -1 ~ 0 5 =5
2 1 1 2 1 1
fa2fr 203 1 -2 3
oo -1 I 1 1
0 5] 0 0 0
-1
En basis for N(A — \o1) er dermed vy = | 1
1

For A3 = 3 ser vi at

_—2 —1 4 Ro+R1 -2 -1 4
A—3.7=|3 —1 —1| B |1 o 3
2 1 -4 0 0 0
1 -2 3 1 -2 3
Rughe | o 1 4| B2 g _5 10
0 0 0 0 0 0

1

En basis for N(A — A\3]) er dermed vz = |2].

—_

(har jeg nevnt at kontrollregning er lurt? Bare sjekk at Av; = \;v;.

Vi viser pastanden kun for gvretriangulsere matriser, beviset for nedretriangulsere er
symmetrisk (ja, det var en mattevits). Dermed ser vi pa en matrise

a; x - 0%

0 ay -+ x
A=

0 - 0 ap,

der * symboliserer villkarlige tall (som vi ikke bryr oss om).
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Da har vi at

ap — A * *

0 az—A -~ %
det(A — AI) = det : N . : = (a1 — N)(ag = A) -+ (an — A).

0 0 apn—A

Det karakteristiske polynomet har altsa rgtter lik aq, - - - a,, det vil si at diagonalele-
mentene i A er egenverdiene til A.

Her er trikset a tenke pa hva de to operasjonene gjgr med ulike vektorer. Vi antar at
V er et underrom.

Se fgrst pa projy . Denne operasjonen sender vektorer i V' til seg selv og vektorer i V+
til null. Sa for en vektor x i V' er proj, x = x. For en vektor x i V+ er proj, x = 0.
Sa egenverdiene til projy, er 1 og 0. Et fullt sett med egenvektorer tilhgrende 1 far vi
fra basisen til V. Et fullt sett med egenvektorer tilhgrende 0 far vi fra basisen til V.
Na vet vi at basisvektorene for V og V1 til sammen utgjor en basis for R”. Fra det
kan vi konkludere at proj;, er en diagonaliserbar matrise, og at vi faktisk har funnet
alle egenverdier og egenvektorer.

Nar det gjelder refleksjonen Ry vet vi at den sender vektorer i V' til seg selv, og
snur vektorer i V4. Sa for en vektor x i V er proj, x = x. For en vektor x i V+ er
projy x = —x. Altsa har Ry egenverdier 1 og —1, og som fgr ser vi at et fullt sett
med egenvektorer tilhgrende 1 far vi fra basis til V' og et fullt sett med egenvektorer
tilhgrende —1 far vi fra basis til V. Med samme resonnement som for ser vi at dette
er alle egenverdier og egenvektorer.

@ Husk at vi har antatt at A er inverterbar. Da vet vi at alle egenverdiene er ulik null,
sa vi kan dele pa dem. Vi har at:

1
Ax = xec A ' Ax=A" X xex= M xs A x= Xx

Altsa har vi at A er en egenverdi til A hvis og bare hvis % er en egenverdi til A1,

Dermed er egenverdiene til A~! de multipliktative inversene av egenverdiene til A.

@ Vi vet at Ax = A\x og ATy = puy.
Fra proposisjon 2.5.2 pa side 120 har vi at (Ax)-y = x-(ATy). Dermed kan vi regne
ut at
Ax-y) = (%) -y = (Ax) -y = x- (ATy) = x- (py) = p(x - y)-
en omskriving av det gir oss at (A — p)(x -y) = 0. Dersom A\ # p medfgrer det at
x-y=0.
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