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Med forebehold om feil. Hvis du finner en, ta kontakt med Karin.
For & veere helt tydelig, har jeg notert ned hvilken operasjon jeg har brukt pa lignings-
systemer, og senere matriser. Du trenger ikke & referere til nummerene i boka slik jeg har

gjort, men pass pa at det kommer tydelig fram hva du gjor.

Kapittel 1.4

a) Vi skal finne en lgsning pa systemet

xr1+ X9 =1
1 +2x9+ 23=1
To + 223 = 1.

Vi bruker fgrst operasjon (iii) til & trekke forste linje fra andre, og far:

xr1 + 29 =1
To+ x3=0
To + 223 = 1.

Vi bruker s& operasjon (iii) til & trekke andre linje fra tredje, og far:

xr1 + T2 =1
To+2x3=0
xgzl.

Her kan vi bruke tilbakesubstitusjon, eller sa kan vi fortsette & regne med lig-
ningene. Vi velger det siste, for & vise hvordan det fungerer. Vi trekker né tredje
linje fra andre:

T1+ a9 =1
562:*1
333:1.

Til slutt trekker vi andre linje fra forste:

x1:2
$2:—1
.%'3:1.

P& vektorform blir Igsningen

X = ($1,$2,IE3) = (27 _17 1)

8. september 2016 Side 1 av 7



Losningsforslag — (ving 2

c) Vi skal finne en lgsning pa systemet

3r1 —6x0— 23+ 14 =06
—x1 4+ 2x9 + 223+ 314 = 3
4.1‘1 — 8.1‘2 — 31‘3 — 2$4 =3
Det fgrste jeg ser etter pa en slik oppgave, er en rad der koeffisenten for x; er
naermest mulig 1. Bingo, rad 2 ser ut som en vinner. Jeg bruker operasjon (ii)
til & gange raden med —1, og operasjon (i) til & flytte den gverst.
Ir1 — 21‘2 - 21‘3 - 31‘4 =-3
3r1 —6x0— x3+ 14 =26
4x1 — 8x9 — 313 — 224 = 3
Sé& bruker jeg operasjon (iii) til & trekke tre ganger forste rad fra andre rad, og
fire ganger forste rad fra tredje rad.
xr1 — 2$2 — 2.%3 — 31‘4 = -3
ox3 + 10z4 = 15
5r3 + 10x4 = 15

Andre og tredje rad er na blitt identiske, og da er det ingen grunn til at vi
beholder begge to. Vi bruker operasjon (ii) til & gange andre rad med %:

T1 — 229 — 223 — 314 = —3
T3+ 2x4 =3
Vi legger to ganger andre rad til fgrste rad:
1 —2x9 4+ x14=3
T3+ 2x4 =3

Her ser vi at x9 og x4 er frie variabler, mens x7 og x3 er avhengige variabler.
Endelig lgsning blir:
T1 =3+ 219 — 14

To = X9
xTr3 = 3 — 2.734
Ty = T4

Pa vektorform far vi Igsningen

x = (3,0,3,0) + 22(2,1,0,0) + z4(—1,0, =2, 1).

b) Vi skriver opp den utvidede matrisen [A|b], og utfgrer Gausseliminasjon:

2 1|4 [ v 3T [ 13
[Abl=|2 10|~ |2 1|02 1]0
-1 1| 3 2 —1|-4 2 —1|-4

1 =1]-31 1 -1]|-3] [t -1|-3

Wilo 3 16| @lo 1[2]Wlo 12

0 2|2 0 1|2 0 010
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Hvis vi oversetter dette tilbake til et ligningssystem, far vi

r1 — T = -3
To = 2
0=0.
Vi ser at z9 = 2, og 1 = —1, eller pa parametrisk form: x = (x1,x2) = (—1,2).

Nar vi setter det inn i systemet ser vi ogsa at det stemmer:

2 =1 1] 2 2

[Ab]=(2 1 3|-1|~|2 1 3|-1| |0 -1 -1 1

11 2|-1 2 -1 1|1 0 -3 -3|3
[t 1 2]=11 1o 1|0
Wilo 1 1|1 @0 1 1]
0 -3 —3| 3 0000

Hvis vi oversetter dette tilbake til et ligningssystem, far vi

1 +2x3=0
To +x3 = —1
0=0.

Vi setter x3 som fri variabel, og far da

Mo —I3
T = —-1- T3
Tr3 = I3

eller pa parametrisk form:

x = (z1,22,23) = (0,—1,0) + z3(—1,—1,1)

@ Vi leter etter vektorer alle enhetsvektorer x slik at

s
= COS — =

x-(1,0,1) 1 x-(0,1,0
— — og =Cos - = =
x| [[(1,0,1)]] 4 V2 7 X[

07 ) )
10, 1,0)] 32
Vi setter inn x| = 1, ||(1,0,1)| = v/2 og ||(0,1,0)|| = 1, og ganger over:

1
x-(1,0,1) =1 og x-(0,1,0)25

Vi setter s& x = (x1, x2,x3), og ganger ut for a fa et ligningssystem:

r1+az3=1
T =

DO
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Med z3 som fri variabel far vi altsa x = (1, %,O) + x3(—1,0,1). Men vi x skal veere
en enhetsvektor! Altsa er

1= x| = \/(1—x3)2+ <;>2+x§

Vi kvadrerer, flytter over og ganger ut, og far

1
233%—23334-120

Dermed har vi

Endelig far vi da at

L3, £ 2 (—1,0,1)
X = Zlo, 1, =\ HY
2 24/2

(Her er det lurt & kontrollregne! Jeg matte regne gjennom tre ganger for alle fortegn
var venner med meg...)

a) Et moteksempel er A = [(1) 8] og x = (0,1).

b) Se pa menden av vektorer

x, =(0,0,---,0).
Vi kan regne ut (se side 39 i boka!) at Ax; tilsvarer kolonne ¢ i matrisen A. Om

Ax = 0 for enhver vektor x € R"™, méa vi altsd ha at hver kolonnene i A kun
inneholder 0. Dermed er alle elementene 1 A null.

Kapittel 1.5

a) Vi folger fremstillingen i eksempel 3 og 4 i boka, og starter med & sette opp en
utvidet matrise og utfgrer Gausseliminiasjon pé den:

3 —1]|b - 3 -1 b1
6 —2|bo| |0 0 |by—2b
-9 3 |b3 0 0 |b3+3h

Her ser vi at ligningssystemet har lgsning hvis og bare hvis by — 2b; = 0 og
bs + 3b1 = 0. Med andre ord méa vi ha

b = (by, by, by) = (b1, 2b1, —3by) = by (1,2, —3).
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c) Vi gar frem med samme metode som i forrige punkt:

001 1 b1 12 10kl 1 2 1] b
12 1 (b @01 106 %@lo 1 1 by
2 1 —1|bs] |2 1 —1|b 0 —3 —3|bs— 2y
21 by
Wiy 1 1 by
0 0 0] bs—2by+3b

Systemet har altsa en lgsning hvis og bare hvis bs — 2by + 3b; = 0. Det vil si,
om vi velger by og by som frie variabler, at vi ma ha

b = (b1, b2, b3) = (b1, b2, —3b1 + 2b2) = b1(1,0,—3) + b2(0,1,2).

Om b € V, sa kan b skrives som en lineserkombinasjon av vektorene som utspenner
V. Om vi setter vektorene som utspenner V opp som kolonnene i en matrise A, sé
mé vi finne en x slik at Ax = b. Det vil si at denne oppgaven er mistenkelig lik den
forrige!

a)

—1o2 o] [ 2] [P 2] s
[Ab]= |2 —4|by| |2 —4|by| = [0 0 [by—2bs
1 —2|bs -1 2 |h 0 0 | by+bs

Vi ser at vi ma ha by — 2bs = 0 og by + b3 = 0. Altsa far vi

b = (b1, b2,b3) = b3(—1,2,1)

1 0 2 |b 1 0 2 by 1 0 2 by
[A|b] _ 0 1 —1]by (zﬁ) 01 -1 by (ﬁl) 01 -1 by

1 1 1 |b3 01 —1]b3—10 0 0 O | bg—by—by

1 2 0 |by 0 2 —2|bys—b 0 0 O |bg—b—2b

Vi ser at vi ma kreve bg — by — by = 0 og by — by — 2bo = 0. Med b; og by som
frie variabler far vi da:

b = (b1, b2, b3,bs) = (b1,b2,b1 + b2, b1 + 2b2) = b1(1,0,1,1) 4+ b2(0,1,1,2).

@ a) Vi trenger & finne ut nar A er singuleer, altsa for hvilke o den reduserte trappe-
formen av A ikke er identitetsmatrisen (matrisen med 1 pa hoveddiagonalen og
0 ellers, se boka side 61). For & finne ut det bruker vi Gausseliminasjon pa A.
Det er nok & fa matrisen pa trappeform. Om hvert tall pa diagonalen starter
med noe som ikke er null, er vi i mal!
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Merk at vi ikke uten videre kan dele med «, fordi vi kan ha a = 0. Det betyr at
det blir litt mer fikling med polynomer av « for & f&4 matrisen pé en pen form.

1 a « (i) 1 o o (i) 1 o «
A=la 2 1% |0 2-a2 1-a?2| % |0 2-a® 1-0a2
o « 1 0 a—a? 1—a? 0 a—2 0
(i) 1 o (0} (i4) 1 [0 10
lo —2 1-a?2| o -2 1—a?
0 a=2 0 0 0 —3(a—2)(a®-1)

Matrisen er altsa ikke-singuleer om elementene pa diagonalen ikke er null. Den
er altsd hun singuleer dersom —1(a — 2)(a® — 1) = 0, det vil si dersom o = 2,
a=1ellera =—-1.

Merk at jeg ikke ganget ut polynomet i denne oppgaven. Det er ofte lurt!

b) Vi behandler de tre punktene hver for seg:

o = 2: Her far vi

1 2 2
A=12 2 1
2 21
. Ved Gausseliminasjon far vi
1 2 2|Hh 1 2 2 b1
[A|b]: 2 21 b2 ~ 10 -2 =3 b2*2b1
2 2 1]bs 0 0 0 | bs—bo

Altséa har vi en lgsning om bo = b3, altsa for
b =b1(1,0,0) + b2(0,1,1).

o = 1: Her far vi

1 1 1
A=1|1 2 1
1 1 1
. Ved Gausseliminasjon far vi
1 1 1|6 1 2 2 b1
[Alb] =1 2 1]ba| ~ |0 1 0|ba—10;
1 1 11b;3 0 0 0|b3—0
Altsa har vi en lgsning om b; = b3, altsa for
b =0:(1,0,1) + b2(0,1,0).
« = —1: Her far vi
1 -1 -1
A=1|-1 2 1
-1 -1 1
. Ved Gausseliminasjon far vi
1 -1 —-1|b 1 2 2 b1
[Ab]=|-1 2 1 |ba|~ [0 1 1 ba + by
-1 -1 1 |b3 0 0 0] 3by+2by+ b3
Altsa har vi en lgsning om bg = —3b; — 2bs, altsa for

b =b1(1,0,—-3) + b2(0,1, —2).
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I oppgaven blir vi presentert for to pastander:

A. Ax = 0 medfgrer at x = 0.
B. Ax = b har en unik lgsning.

Vi skal vise at pastand A medfgrer (impliserer /implies) pastand B. I logikken skriver
vi dette som A = B.

Eventuelt kan vi finne et moteksempel, men siden dette er en del av proposisjon 5.5
i boka, har vi ikke noen seerlig tro pa det.

Planen var er a vise at dersom y og z lgser Ax = b, sd er y = z. Siden vi ikke antar
noe annet om y og z enn at Ay = b = Az, vil det bety at Ax = b har en unik
lgsning.

Anta at y og z er vektorer slik at Ay = b = Az. Da har vi at
Aly —2z)=Ay —Az=b—-b=0.

Vi vet (siden vi har antatt pastand A) at Ax = 0 medfgrer at x = 0. Dermed ma vi
ha at y —z = 0, si y = z. Beviset er fullfgrt! !

Det fgrste vi ma gjgre er & finne ut: Tror vi denne péstanden er sann eller falsk? Om A
og B er ikke-singulaere matriser, s stemmer det jo. S& min tanke var & gjore A og B
ikke-kvadratiske. Si at de er 3 x 2-matriser. Da vil vektorene x inneholde to elementer,
mens vektorene b inneholder tre elementer. Det burde gi oss nok "armslagtil & finne
A og B som motbeviser pastanden.

Om for eksempel

sa ser vi at Ax = 0 medfgrer at x = 0, og Bx = 0 medfgrer at x = 0. Ligningen
Ax = b vil ha en lgsning om b er en vektor pa formen b = (by, by,0). Ligningen
Bx = b vil ha en lgsning om b er en vektor pa formen b = (b1, 0, b3). Det folger at
pastanden i oppgaven er usann.

'kke skriv QED etter beviset ditt. Ingen matematikere jeg kjenner gjgr det!
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