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Kapittel 3.1

Generelt er fremgangsmaten pa denne oppgaven: Sjekk betingelsene i definisjonen pa
side 121. Det fungerer alltid. Pa g og h har jeg indikert en alternativ fremgangsmate.
A sjekke betingelsene i definisjonen er likevel en utmerket lgsning. Hvis jeg trenger
& referere til mengden i punktet, vil jeg kalle den V.

a) Ikke underrom. [7}]| =[] oppfyller ikke 21 + 29 = 1, som er kravet for & fa
veere med i V. Altsa feiler mengden pa punkt 1.

b) Underrom.

1. [8}:[ 0 }ermediV(settazsz.
0 0+0

2. La [a?—b} vaere en vilkarlig vektor 1 i V, og ¢ € R. Da ser vi at

a ca
cl| b = cb eV
a+b ca+cb
3. La |:a—l{)-b:| og {cﬁd] Da ser vi at
a c a+c a+c
b |+ | d | = b+d = b+d eV.
a+b c+d a+b+c+d (a+c)+ (b+4d)

Alternativt kunne vi observert at denne mengden er lik Span ([

Il

—Om

J-11)

D, som i fglge proposisjon

O

som vi vet er et underrom.

g) Underrom. Dette er per definisjon Span ([

==
==

1.2, side 129 er et underrom.

h) Underrom. Vi observerer at

3 2 1 2 1
0| +s |1+t (2| =(s+2) |1|+@—-1)]|2
1 1 1 1 1

'Her illusteres et viktig prinsipp: Nar du velger et vilkarlig element i en mengde, pass pa & fa med deg
s& mye informasjon om dette elementet som mulig. Her vet vi at alle elementer i V' er pé& formen [agb],
sa da er ogsa det vilkarlige elementet vart det.
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Det er greit nok & se etter at du har skrevet % som en lineserkombinasjon av
g 0 ]
[ﬂ og [ﬂ , jfr eksempel 3).

Det folger at V' = Span ([ﬂ , [%D

i) Ikke underrom. V inneholder ikke nullvektoren, siden

2 2 1 0
4 | +s |1+t 2] =10
—1 1 —1 0

ikke har noen lgsning.

La oss sjekke kravene pa et underrom, fra definisjonen.

1. Siden A0 =0=30,s4er0eV.
2. Anta at v € V, slik at Av = 3v, og la ¢ € R. Da har vi at

A(ev) = c(Av) = ¢(3v) = 3(ev),

sdevelV.

3. Anta at uv € V, slik at Au = 3u og Av = 3v. Da har vi at
A(lu+v)=Au+ Av=3u+3v=3(u+v),
slikatu+veV.

PS: Nar et rom som dette ikke er lik {0}, sa kalles de egenrom. De kommer sterkere
tilbake i kapittel 6.

@ a) Vi sjekker som vanlig definisjonen. Husk pa at x € U NV bare betyr at x € U
og x € V, og at vi kan bruke at U og V er vektorrom.
1. Siden0e€Uog0ecV,saer0cUNV.

2. Anta at x e UNV og c € R. Siden x € U, er cx € U, og tilsvarende er
cxeV. Altsdercxe UNV.

3. Anta at x,y € UNV. Siden x,y € U, er x +y € U, og tilsvarende er
x+yeV. Altsaerx+yecUNV.
Eksempler:
e I R% la U = Span([}]), altsa x-aksen, og V' = Span ([{]), altsa y-aksen.
Daer UNV ={0}.
e IR3 lalU = Span([é} , [ED, altsd zy-planet, og V = Span([g] [?D,

altsa yz-planet. Da er U NV = Span ({ED, altsa y-aksen.

b) Nei. Om vi velger oss U = Span ([}]) og V = Span ([{]) i R?, s far vi eksempel
2b pa side 129, som ikke er et underrom.
Generelt er problemet at det tredje kravet i definisjonen av underrom feiler,
siden vi far summer av elementer fra to underrom, og disse summene trenger
ikke & veere i noe av de opprinnelige underrommene.
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I denne oppgaven skal vi vise en ekvivalens mellom to pastander:
a: Span(vb T ,Vk) = Span(Vh 5, Vi, V)
b: v € Span(vy, -+, vg)

Da kan vi vise at den fgrste pastanden impliserer den andre, og sd at den andre
impliserer den fgrste

a = b: Vi vet at v € Span(vy,- -, vk, v). Hvis vi antar at pastand a er sann, si ser
vi at Span(vy,---,vg) = Span(vy,---, vk, V), slik at v € Span(vy,---, vg).

b = a: Anta at pastand b er sann, slik at v € Span(vy,---,vg). Vi trenger & vise at
Span(vy,---,vg) = Span(vy,-- -, Vg, V), men det tilsvarer & vise at Span(vy,--- , vg)
er inneholdt i Span(vy,- -+, vy, Vv), og omvendt.

Anta at u € Span(vy,---,vg),daeru = ayvi+- - -+agvg, for noen reelle tall ag - - - a.
Da kan vi ogsa skrive u = a1vy + -+ - 4+ axvg + Ov, slik at u € Span(vy, -, Vg, v).
Altsa er Span(vy,--- ,vg) inneholdt i Span(vy,-- -, vgV)

P& den andre siden, anta at u € Span(vy, -+ ,vg,v). Daeru=ajvi+---+apvit+av.
Vi ser at u —av = a1vy + - -+ + apvy € Span(vy,---,vg). Vi har allerede antatt at
v € Span(vy, -+ ,Vg). Dermed er u = (u—av) +av € Span(vy, -+, vg) siden dette
er et vektorrom. Altsa er Span(vy,--- ,vg)v inneholdt i Span(vy,--- ,vg).

Her lgnner det seg a forst tygge litt pa hvordan disse vektorrommene ser ut.
U4+V)t={xeR"|x-(u+Vv)=0VuecUveV}
UtnVi={xeR"|x-u=0VueUogx-v=0VveV}

Som beskrevet fgr: Hvis vi vil vise at to mengder er like, er det nok a vise at alle
elementer i den ene mengden er i den andre mengden, og omvendt.

Anta at x € (U + V)t Daerx-(u+v) =0 for alle u € U og v € V. Spesielt har
viat x-u=x-(u+0) =0 for alle u € U, og tilsvarende at x-v=x-(0+v) =0.
Altsa er x e Ut NV

Pa den andre siden, anta at x € Ut NV, . Daerx-u=0foralleuec U ogx-v =0
for alle v.e U. Dermed er x- (u+v) =xu+xv=0+0=0foralleucUogvelV.

Det fglger at (U + V)t =U+NnV+
Kapittel 3.2

c) Her folger vi eksempel 1 pa side 137, siste del for & finne ligningene.

1 -2 1 |bh Rs+ Ry 1 -2 1 by
A— 0 1 3 | by R4;R1 0 1 3 b
-1 3 0 | bs 0 1 1 | b3+b;
1 0 —1|by 0 2 —=2|by—b
Reom [1 -2 1 by 1 -2 1 by
Riy—2Ry | 0 1 3 by Ri—4Rs | 0 1 by
~ >
0 0 —21| bg+b—by 0O 0 =2 bs + b1 — bs
0 0 —8|by—b—2by 0 O 0 | —5by + 2by — 4b3 + by
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by
Det betyr at kolonnerommet bestar av vektorer b = [Z;] der —5by + 2by —
by
4b3 + by=0
For & dobbeltsjekke, observerer vi at
1 0 -1 1 —-5+0+4+1 0
5 |-2(+2(1| 4|3 |+|0|=(10+2-124+0| = |0},
1 3 0 -1 -5+6+0-1 0
som betyr at kolonnene i A oppfyller kravet vi har satt.
b) Vi finner forst en beskrivelse av C(A) og N(A):
1 1 0] R-201 1 0 b
Rs — Ry
A=12 1 1]bo ~ 0 —1 1|by—2b
1 -1 2|03 0 -2 2| b3—0;
1 1 0 by

RBsZ2Hs 1 g0 1 1| by—2n

0 0 O0]3b;—2by+0b3

b
Fra dette konkluderer vi at vektorene i C(A) er pa formen b = [b;], der

b3

3b1 — 2by + b3 = 0. Det tilsvarer nullrommet til matrisen X = [3 -2 1}.
1
Vi kan ogséa ut ifra trappeformen til A se at Ax = 0 dersom =z =t [—i], slik

at N(A) = Span([ lﬂ) Det er kolonnerommet til enhver ikke-null matrise der

1 1 =2
kolonnene er skalare multipler av [—ﬂ For eksempel kan vi ha Y = [f% % ]

Eksamen 2014

a) SANT. Her ser vi at
C=CIl,=C(AB)=(CA)B=1,B=B

b) USANT. Vi kan for eksempel velge A = [} 90], B = {ég} og C = [é (ﬂ

Generelt kommer du langt ved & innse at i oppgave a far vi kvadratiske matriser,
mens 1 oppgave b bgr eksempelet veere ikke-kvadratisk.

Eksamen 2013

2] a)

1 0 2
A=10 9 7
2 9 11

23. september 2016 Side 4 av 5



Losningsforslag — (ving 5

3 10 2][3 5
Tal|-20 =10 9 7| |-2=|-11
1 2 9 11] |1 ~1

b) T4 er surjektiv hvis Ax = b har en lgsning for enhver vektor b € R3, og det
skjer hvis og bare hvis A er ikke-singuleer.

La oss derfor finne redusert trappeformen av A:

Okei, jeg er ikke helt i mal med trappeform, men det er neerme nok for mine
formal.

Vi ser fra trappeformen at A har rang 2, og dermed er singuleer. Altsé er T»y
ikke surjektiv.
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