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Losningsforslag — ving 6

Med forebehold om feil. Hvis du finner en, ta kontakt med Karin.

Kapittel 3.3

3] a)

b)

Vi bruker teorem 3.4. La A veere en 3 x 3-matrise som har de oppgitte vekto-
rene som kolonnevektorer; da er A ikke-singuleer hvis og bare hvis de oppgitte
vektorene er en basis. (Merk at vi bare kan gjgre dette nar vi har n vektorer,
som vi vil sjekke om er en basis for R™!). Vi utfgrer Gauss-eliminasjon pa A:

12 1] Re2m: [1 2 1 1 21] ., 121
A= 2 4 2| B o 0 of ™8 o 3 2] WY o 1 2
15 3 03 2 000 000

Vi ser at A er singuleer, altsa danner de oppgitte vektorene ikke en basis for R3.

Dette er ikke en basis for R?, fordi vektorene ikke er linesert uavhengige:

1 1 2 2 0
O+ (2] — 12| +0-{ 2| =10
1 4 ) -1 0

Hvis de oppgitte vektorene skal vaere en basis for R, sa ma vi kunne skrive alle

vektorer i R? som en lineser kombinasjon av de oppgitte vektorene. Vi prgver
0

om vi kan skrive [8] som en lineser kombinasjon, det vil si om vi kan finne z
1

og y og z slik at

1 0 1 0
0 n 1 n [ 10
ol TV TE 4] T o
3 1 4 1
A lgse denne ligningen tilsvarer & lgse systemet
T + z=0
y+ 2=0
2r4+y+42=0
r+y+4z=1
Og det begynner vi a bli proffe pa a lgse!
1 0 170 Ay 0 1|0 Ra Pt 1 0 110
0 1 1[0 Ri—3R: 1 1/0| Re—R, |0 1 110
> d
21 4]0 01 2|0 00 1|0
3 1 411 0 1 1]1 0 0 01
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d)

0

Vi ser at vi ikke har et konsistent system, slik at {8] ikke er i rommet utspent
1

av de tre vektorene. Dermed er dette ikke en basis for R%.

Her gjor vi som pa oppgave a, og sjekker om matrisen som har de oppgitte
vektorene som kolonnevektorer er singuleer:

101 2 1 01 2 101 2
R3s—2R, R3—R>
A= 0 1 1 =2| Riz3m A— 0 1 1 =2] Ri—ho A— 011 =2
121 4 1 |01 2 =3 1001 -1
3 1 4 2 011 —4 00 0 -2

Viser at A har full rang; altsa at den er ikke-singuleer. Dermed utgjgr de oppgitte
vektorene en basis for R,

Vi bruker sjekk-at-matrisen-er-ikke-singuleer-metoden igjen for & sjekke at vi
har en basis. Her blir A = [2 2], som er en 2 x 2-matrise, og da husker vi fra

side 106 i boka at den er ikkesinguleer hvis og bare hvis 2-5 —3-3 =1 er ulik

null. Altsa danner vi = [2] og vo = [] en basis.

Nér vi skal finne koordinatene z1, x5 til b = [3] med hensyn pa den oppgitte
basisen, tilsvarer det & lgse systemet

1V +xoveg = A |:.731:| =b.
€2

Inversen til A er

Da far at

) == ST =

Og vi dobbeltsjekker svaret:

o =sf] -] -] -

Med samme metode finner vi at

11 1 11 1 11 1 11 1
A=1o 1 1| B2 o 1 1| B8R g 1 o] =2 0 1 0
121 01 0 01 1 01 0

Vi ser at A er ikke-singuleer, og dermed utgjor kolonnevektorene i A (som er
vektorene vi har far oppgitt) en basis. For & finne koordinatene z,xs,x3 til

b= {?}, lgser vi systemet A {%ﬂ =b:

11 1|3 11 1] 3 11 1] 3
01 1o ™™ 0 1 1o | ™8™ 01 0|2
1 2 171 [0 1 0| —2] 0 1 1] 0
1 1 1] 3
fafe 1o 1 0] -2
0 0 1] 2 |
Vi ser at vi har lgsningen 21 = 3, o = —2 og x3 = 2 (kontrollregning er fint!).

20. oktober 2016 Side 2 av &



Losningsforslag — (ving 6

b) La oss begynne med & radredusere A til R:

1 1 0] Re2ms [1 1 0 1 1 0
A=1l2 1 1] B oo 211 MR o o1 41
1 -1 2 0 —2 2 0 —2 2
11 0 10 1
Rsf2le 1g 1 _q| M2 g 1 1| =R
00 0 00 0

En basis for radrommet R(A) er gitt ved de ikke-null radvektorene i R, nemlig

1 0
ri= 10| ogro=|1
1 —1

En basis for nullrommet finner vi ved farst & observere at en generell lgsning av
-1
Ax = 0 er gitt ved 1 = —x3 0g x5 = x3, slik at x = s [ ! } . En basis for N(A)

-1
er altsa gitt ved n = [ ! }

Basis for kolonnerommet er gitt av kolonnene i A der tilsvarende kolonne i R
inneholder pivotelementer (ledende ettall). Slik far vi basis for kolonnerommet
gitt av

1 1

c1= (2| ogeco=| 1

1 -1

Den eneste raden med nuller i R fikk vi fra ag—aj; —2(as—2a;) = 3a; —2az+as;
3

altsa er en basis for N(AT) gitt ved m = {—12]
Merk at jeg ikke har vist at vektorene vi finner i hver basis er linesert uavhengige,
men et argument tilsvarende det i eksempel 10 vil fgre fram.

d) Vi folger fremgangsmaten i forrige punkt.

1 2 -1 0| R-—2rR |1 2 -1 0| R+rR |1 2 0 -1
A == od %l = R
2 4 -1 -1 00 1 -1 0 0 1 -1

En basis for radrommet blir da gitt ved

1 0
rH = 2 0og Iy = 0
0 1
-1 -1
2 1
Ax = 0 har generell lgsning x = s [_01] +t [(1)] , med s,t € R, slik at basis for
nullrommet er gitt av ° '
2 1
-1 0
n; = 0 0g N2 = 1
0 1
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Basis for kolonnerommet er gitt av kolonnene i A der tilsvarende kolonne i R
inneholder pivotelementer (ledende ettall). Da far vi

o[ -]

Det venstre nullrommet N(AT) er et triviellt underrom av R?, og har saledes
ikke en basis.

Dersom civy + - -+ + ¢ v = 0, har vi ogsa at
0=A0=A(c1vy + -+ cxVk) = 1AvV] + - - + c Avy.

Siden Avy,--- , Av, er linezrt uavhengige, ma vi ha ¢; = --- = ¢ = 0. Dermed ma
vi ha at vi,---v, er linesert uavhengige.

Anta at

C1V1 + C2Vg + C3V3 = 0.

Da har vi ogsa at
0= A(clvl + covo + 03V3) = 1V1 + 2cova + 3c3vsy

og
0= A2(61V1 + covo + 03V3) = c1vy + 4cove + 9cyvs,

ellers samlet:
€1V + vy +c3vy =0

c1V1 + 2cova + 3c3vy =0

c1vi +4cove + 9c3vy =0
Om vi trekker den forste ligningen fra de to neste, far vi fglgende ekvivalente system:

c1vy + covy +c3vy =0
CcoVo + 263V3 =0

362V2 + 863V3 =0
Og ved & trekke andre ligning multiplisert med tre fra tredje ligning far vi:

c1v1 +cova +c3vy =0
CoVo + 203V3 =0

263V3 =0

Siden vi,vs,vs alle er ulike null, far ut av dette at ¢; = co = c3 = 0. Altsa er
V1, Vg, V3 linesert uavhengige.
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Kapittel 3.4

[1] b)

Vi ser at V tilsvarer nullrommet til matrisen A = [} 1} 1]. La oss radredusere
A (det gar fort):

Dimensjonen til V' er 2.

L
]) hvis og bare

W

Vi kan begynne med & observere at en vektor x er i Span ([
hvis x - [ﬂ =0.
3

Hvis vi sier at x = ] vil det si at 1 + 2x9 4+ 3x3 = 0, eller x1 = —2x9 — 3z3.

1
2
3
1
2
3

1 888
[E—
v

olw

|
Altsa er x € Span( hv1s og bare hvis ¢ = s [ . } +1 [ ], og en basis
for V er gitt ved { { 1} [ } }

Dimensjonen til V er 2.

Planen var for m x n-matrisa A & utfere radreduksjonene [A | I),] ~ [U | E], der U
er trappeformen til A. Da vil vi fa at U = A - E. Etter det bruker vi teorem 4.5, side
160 i boka.

Jeg har hoppet over sjekk av dimensjon og ortogonalitet, men hvis du vil gjgre det,
bgr du sjekke at:

dimR(A) = dim C(A),

dimR(A) + dimN(4) =n

dim C(A) + dimN(A)+ =m

Basisvektorene i radrommet er ortogonale pa basisvektorene i nullrommet

Basisvektorene i kolonnerommet er ortogonale pa basisvektorene i det venstre
nullrommet

12 3[1 0] Re2mi [1 2 3|1 0
=l &oloa] " |

Vi ser na at

e R(A) har basis {{é}}
e C(A) har basis {[}]}

20. oktober 2016 Side 5 av &



Losningsforslag — (ving 6

e N(A) har basis {[:1)2} , [7)3} }

N(AT) har basis {[ 2]}

b)
21 3[1 007 38 [1 1 1|0 0 1A
AlN=|4 3 5|0 1 0] ™" |43 5(01 0
3 3 3|0 01 21 3|10 O
Ro—4R [1 1 1[0 0 13 1 1 1|0 0 13
B3l —1 100 1 -4 ™% o -1 1|0 1 -4
0 -1 1|1 0 —243 [0 0 0|1 -1 25
R T O OV
01 —-1]0 1 —45| =[U]E]
00 01 —1 24
Vi ser na at
e R(A) har basis {{H , [_(1)1}}
e C(A) har basis {[g} ) [é }
e N(A) har basis {[:2” }
1
o N(AT) harbasis{{;}}.
3
c)
(1 =21 0|1 OfR-2my |1 =2 1 0| 1 0]
[A’I]_{z —4 3 —110 1] {0 0 1 —1]|-2 1} U1 E]

Vi ser na at

s e [ 1] 1]}

)
A) har basis {[3],[1]}.
)

2 1
N(A) har basis {[6} , [_01} }
ol L-1

AT er det trivielle underrommet {0}, og har saledes ikke en basis.

C(
N(
N(
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d)

1 -1 1 1 0|1 0 0O
1 0 2 1 1 ]0 1 00
(A1) = 0 2 2 2 010 0 1 0
-1 1 -1 0 —-1|0 0 O 1
P 1 -1 1 1 0 1 0 0 0
R4¢>R1 o 1 10 1 |-1 1 00
0o 2 2 2 0 0 10
O 0 01 —-1}1 001

1 -1 11 0 1 0 0 O

R3:§R2 0 1 1 0 1 -1 1 0 0

o 0 02 -2} 2 —-210

0 0 01 —-1]1 0 0 1

1 -1 1 1 0 1 0O 0 O

RatyRs o 1 10 1|-1 1 0O

0O 0 01 —-1|1 0 0 1

0 0 2 -2 -2 1 0

1 -1 1 1 1 0 0

Ra—2Rs 0o 1 10 1|-1 1 0 O

0O 0 01 —-1]1 0 1

0O 0 0 0 O o -2 1 -2

=[U | E]

Vi ser na at

—

e R(A) har basis

O)—H—“H

—
| orom —mom—o
e
1

e C(A) har basis

oo~ | —OoO0O
—_
——

—
—
[
—
[

O—=N

e N(A) har basis

—N—
——
| o
—
- —

1
corRRN
[
—

orFF

e N(AT) har basis

I
I
NN
| IS
—

En vektor x ligger i snittet av undermengdene hvis og bare hvis den kan skrives som
en lineserkombinasjon av basisvektorene for hver undermangde, det vil si:

2 0 2
1 1

+b 1| csx=cly +d
2 0

1
X=a 0
1
1

N = O

Vi setter sammen disse utrykkene og samler variablene, for & se hva x kan veere:

1 2 0 2
0 1 1 0

a 1 +b 1 —c 1 —d 1 =0
1 2 0 2
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a

Men dette kan settes opp som et ligningsystem A [_bc] = 0, som vi etterhvert er

—d
blitt gode pa & lgse:

1 20 1 0 2 1 2 0 2
R3—Ry
01 10 Ri—Ry 0 1 1 0 R3+R2 01 1 0
g o d
11 11 0O -1 1 -1 0 0 2 -1
1 2 0 2 0O 0 0 O 00 0 O

Vi setter d =t som fri variabel og omformer tilbake til ligninger. Da ser vi at

1

—2c+d=0 = c:it
b =0 = b—lt
‘= 2

a+2b—2d=0 = a=t

Som medfgrer at

1 2 2
0 1 |1 1/2
1 2 2
Vi observerer fgrst at
(5% uiv1 s U1Vn U1VT
A:LIVT: [’Ul "'Un]: = :[UllI"'UnU].
U, UmV1  * +  UmUn U VT

Fra dette kan vi ganske greit lese ut at C(A) = Spanu og R(A) = Spanv. Videre
har vi at

N(A) =R(A)" = {x€ R"|v-x =0}

og
N(AT) = C(A)' = {x € R"|lu-x =0}

Eksamen 2014

c) Vi skal vise at to ortogonale, ikke-null vektorer er linesert uavhengige. Her er
det lettere & se pa den omvendte implikasjonen: To ikke-null linesert avhengige
vektorer kan ikke veere ortogonale!.

Anta derfor at vektorene u,v er ikke-null vektorer som er linesert avhengige,
slik at au 4+ bv = 0, med minst en av a og b ulik null. Vi kan anta at a # 0.
Da er u = —gv. Dermed er u-v = —gv ‘v o= —§||v|| Hvis b = 0, sa har vi
at u = 0, som gar imot den opprinnelige antagelsen var. Siden v # 0, har vi at

|v]| # 0. Altsa er u-v # 0, sd u og v er ikke ortogonale vektorer.

!Det viser at hvis u og v er ortogonale, s& kan de ikke veere linezert avhengige, for hadde de veert linesert
avhengige, s kunne ikke veere ortogonale...
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