MA1201/MA6201
Hasten 2016

Norges teknisk-naturvitenskapelige Lgsningsforslag — Oving 8

universitet
Institutt for matematikk

Med forebehold om feil. Hvis du finner en, ta kontakt med Karin.

Kapittel 4.2

a) Her har vi
1 2 3
V] = 0 Vo = 1 V3 = 2
0 0 1

Vi fglger Gram-Schmidt-prosessen for & fa en ortogonal basis {wy, wo, w3}.

. 1
Forst setter vi wi; = v = {8}

Sa skal vi regne ut wo = vg — %wl, men det gar enklere med litt mellom-
regning forst:

2 1
Vo W1 = 1{-10] =2 ||W1||2:1

0 0

Sa da far vi
2 1 0
WQZVQ—LVV;VVIZ 1| —= (0] =11
w1

[wa ol Tlol 1o

For vi regner ut ws, er det igjen lurt med litt mellomregning;:
3 1 3 0
vy3-wyp= (2| |0 =3 vy-wp = |2 |1| =2 ”W2”2:1
1 0 1 0

Og da er vi klare til & regne ut:

3 1 0 0
wog= (2| —= |0 —=|1] = |0

1 0 0 1
Alle vektorene har allerede lengde 1, og vi har en ortonormal basis.

b) Et lurt triks her & velge en annen rekkefplge pa vektorene enn den som er oppgitt
i oppgaven. Et generelt triks: Sett vektorer av lengde 1 og med mange nuller
forst! Derfor velger vi her rekkefglgen

0 0 1
V] = 0 Vo = 1 V3 = 1
1 1 1
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d)

. . 0
Sa felger vi algoritmen, og far forst w; = vy = [(ﬂ .

Sa bedriver vi litt mellomregning;:

0 0
vo-wi= [1]-]0] =1 |wy|?=1
1 1
og far
Vo W 0 1 0]
W9 = Vo — 2 21 1= 1 - 10| = |1
HWIH 1 1 _1_
Litt mer mellomregning gir oss
1] [o 1] [o]
vi-wi= |1|-]|0| =1 vz-wo=[1| -[1|=1 [we|?*=1
1 1 1 0]
og til slutt
1 [0 0 1
V3 Wi V3 - Wo 1 1
W3 V3 5 W1 5 W2 = 1 — ({0 —= 1] =10
HWIH HW2” 1 1 1 0 0

Alle vektorene har allerede lengde 1, og vi har en ortonormal basis.

P& denne oppgaven er det nok bare a akseptere at vektorene ikke er seerlig pene.
Vi har altsa

—1 2 —1
V1 = 2 Vo = -4 V3 = 3
0 1 1
2 —4 1

~1
Sa felger vi algoritmen, og far forst w; = vq = [ 2 ]
2

Sa bedriver vi litt mellomregning;:

2 -1
|4 20 _ 2_121 92 02 _
Vo - W1 = 1 ol = 18 ||W1|| =1"4+2°42"=9
—4 2
og far
2 -1 2 -1 0
W_V_VQ-Wlw_ —4 _—18 2 . —4 +2 2 . 0
2T w2 | 9 o |1 0l |1
—4 2 —4 2 0
(verden er snill med oss i blandt!)
Litt mer mellomregning gir oss
-1 -1 -1 0
3 2 3 0
V3 +-W1 = 1 0 :9 V3 Wo = 1 1 =1 ”W2”2:1
1 2 1 0
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og til slutt

-1 -1 0 0
W_V_Vg'Wlw_Vg'Wgw_ 3 _g 2 _1 0 B 1
S T e o T O O
1 2 0 -1
Til slutt normaliserer vi vektorene og far
-1 0 0
wo= W _ 12 W |0 - ws 1|1
Yol 30 i P wall T V2 | 0
2 0 -1

a) Vi finner en ortogonal basis pa den eneste méaten vi vet om, nemlig ved & bruke

2 3
Gram-Schmidt, med v; = [ 5 ] og Vo = F’]
— 0
2
W] =V L
L=V1i= |
—2
3 2
Vo W1 3 3:2+3-141-04+0-(-2) | 1
W2 =V2 2 W1 = - 21 12 2
||w1]| 1 22+124(-2) 0
0 —2
3 2 1
03l 9| |2
1 910 |1
0 —2 2
2
b) Se pa proposisjon 4.2.3. Vi har en ortogonal basis for V' gitt ved wi = [ 5 } og
-2
1
Wy = [%} . Vi utfgrer litt mellomregninger vi kommer til & fa bruk for:
2
0] [2
4 1 2 _ 52 12 2
b -w; = 4l 1o =4+14=18 |lwil*=2+1°+(-2)°=9
7] -2
[ 0 1
4 2 2 292 12 4 92
b -wsy = 4 1 =8—4—-14=-10 |we|"=1"+2°+1"4+2°=10
-7 |2
og bruker formelen i proposisjonen:
2 1 3
r0i b b'Wlw b‘WQW 7§ 1 +—10 2 . 0
R Y e o N N I TN L B
-2 2 —6
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c) La A veere matrisen med wy,ws som kolonnevektorer:

N = N

Vinormaliserer kolonnevektorene for a fa den ortogonale matrisen () med samme

kolonnerom som A:

2/3
Q="
2y

Da er projeksjonsmatrisen Py gitt ved (se

2/3
_hoT _ | 3
_2/3
49
38

9
—22

1/y/10
2/\/10
1/y/10
2/\/10
38
46
18
16

9
1

T 90 9

a) En basis er gitt ved

_ o, O == O

-1
3
-1

Vi velger i stedet & bruke wo = [
2

basisvektor).

b)

2/3
l/\/ﬁ 2/\/E l/\/ﬁ 2/\/E

18

18

1/\/10
2/y/10
1/@
2/y/10

side 206)
0

1/3 —2/3

—22
16
18
76
0 1 —1
|1l tijo| 1|3
“lol 31| 3 |-1
1 1 2

], for enklere regning (dette er igjen en

En basis for V+ kan vi finne ved & ta to linesert uavhengige vektorer vz og

v4 som ikke er inneholdt i V', og bruke de til & utvide den ortogonale basisen
{w1,ws} til V til en ortogonal basis {wy, w2, w3, ws} for R*. Da vil {w3, w4}
veere en basis for V4 (vektorene vil veere linesert uavhengige, innehold i V-, og

dimensjonen stemmer).

1 0
Vi velger vz = |§| og v4 = [8} (Husk
0

0
gjore det enkelt for oss selv!)

at nar vi kan velge, sa kan vi godt
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Da far vi
1 1 -1 3
Wy WL VS wg-vy  |Of 1jof -1]3 | _1]1
P T w2 QweZ (0] 3 (1] 15 |1 5 |-2
0 1 2 -1
Wi - Vy W2 - Vy W3 V4
Wy = Vg — W1 — Wo — W3
[[wal? [[wal? [wsl|?
0 1 -1 3 0
|5 010 1513 S 11 _ 115
|0l 3|1l 15|-1| 3 5|-2| 3|5
0 1 2 -1 5
3
Men for & f& enklere regning fremover, velger vi gjerne vektorene ws = [12]
o -1
-
-1
Det er ikke overraskende klokt & kontrollregne her.
c)
Wi - X Wy - X w3 - X Wy - X
V=-"—"W] + —5 W2 W= ———"-W3+ ———-W3
[[w? w2l [ws]|? [[wal?
a) Vi observer at dersom ay, ..., a, danner en ortonormal mengde, s& har vi at
1 hvisi=j
a; - aj = .
0 ellers
La oss se pa
_a,{_ _al sap cccooaiay e alan_
AT A= |a [a1 ceajees an]: aj-a; - aa; - aay
_az_ lan- a1 -+ apa; - azap
[1 0 0
0 1 0
= - I
00 - 1

Altsa er ATA =1, 54 AT = A~'. (Husk at inversen, der den eksisterer, er unik
for kvadratiske matriser.)

17. november 2016 Side 5 av 9



Losningsforslag — (ving 8

Kapittel 4.3

a) Vi ser pa proposisjon 4.3.2, og spesielt merknaden under. I denne oppgaven er

P= [} og demed er P71 = [, 5] = [ 5]

. 2 -1t 512 1
=% 2] 5 ]
{0 1242 1] |36 24

1 —19] (3 2| |[-B5 37
b) Her har vi altsa at [S]g = [? 3'|. Da kan vi finne standardmatrisen!

B L2 12 —1)2 -1

512 -1 [7 -3
S8 3] |-3 2| |7 —2|°

@ a) Her vil jeg si at det er enklest & forst finne vs, siden vi kan ta normalvektoren
til planet:

T)s

-1

V3 = 1

1
Sa velger vi oss u; og ug, slik at uy, us, vz danner en linezert uavhengig mengde.
Nar bruker Gram-Schmidt pa denne mengden, med vs som fgrste vektor, far
vi vektorer vi og v som er i planet og er ortogonale til hverandre (og v3). Vi

velger & bruke u; = [é] 0og ug = {%}, for & fa litt finere tall & regne med.

3 —1 2
uj - v3 -3
Vi =u] — 5 V3 = o — ? 1 = |1
Ival? ™~ |y e
ug - V3 us - Vvip 0 3 -1 3 2 1 0
Vo = U9 — 2V3—72V1: 3 g 1 _6 1 25 1
R N EA 1 IS e B H e
Men for enkelhets skyld regner vi videre med vy = [_(1)1}
b) Hva gjor T med vektorene v, va og v3? La oss sjekke!

Om vi kaller basisen i del a for B, s& ser vi at

d
0
-1

oo

[T]g = [é
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c) Vi regner forst ut P~ 1, der P er matrisen P = [v1 v2 v3|:

2 0 —-1froo0] o f1 1 1010
P={1 1 1|01 0| &2 0 —-1/1 0 0
1 -1 1]0 0 1 1 -1 1|00 1
Re2 f11 100 1 0]~ f1 1 1/0 1 0
S0 -2 =31 -2 0| =70 -2 -3|1 -20
0 -2 0 (0 —1 1 0 0 3|-1 1 1
(1 1 0 1 0] m-Rs [1 1 0 13 2/3 —1/3
iR
Wlo -2 —3] 1 —2 o | ™®B® o 20/ 0 -1 1
|0 0 1 |—l3 13 1/3 0 0 1|-13 13 153
_1ip, (1 1 0| 13 2/ —1/3 - 1 0 013 16 1/
S 1o 1o 0 & -2 |"S®lo1o] 0o i —1|=[P
|0 0 1|—-13 13 1/3 0 0 1|13 13 1/3
Altsa har vi
2 11
P=210 3 -3
-2 2 2

(Ja, jeg synes dere skal kontrollregne her!)
Na er vi klare til & finne standardmatrisen:

2 0 —-1(|1 0 O 1 2 1 1
[T]stand = P[T]Bp_l = |1 1 1 0 1 0 6 0 -3
1 -1 1 0 0 -1 -2 2 2

1 2 0 1 2 1 1 1 2 4 4

=1 1 -1 0 3 3| ==-14 2 -4

6 1 -1 -1 |-2 2 2 6 4 -4 2

Merk at [T]stang blir den samme uansett hvilken basis du valgte i (a).

I denne oppgaven er det lurt & fgrst finne en basis B for R? slik som i oppgave 9
og finne bytte-basis-matrisen ) og dens invers. De tre transformasjonene er nemlig
betydelig mye enklere & uttrykke i B, og s& transformere til en standardmatrise.

For basisen B velger vi
1 1

Vo = 0 V3 = —1
-1 1

V1 =

N

Jeg bare observer det denne gangen (finn ortogonale to vektorer i V', samt normal-
11 1

vektoren til V'), men du kan ogsé bruke Gram-Schmidt. Da far vi Q = [% 0 —11} . Na

kan vi bruke radeliminasjon for & finne inversen, eller sa kan vi veere lure: Q = EP,

. 010 .
der F er elementeermatrisen £ = [ Lo (1J] og P er matrisen fra oppgave 9. Da er

-1 -1 —1p-1 -1 1 P2l
Q  =(EP) =P 'E =P 'E= 5 3 0 -3
2 =2 2

(fikk du lyst til & kontrollregne? sikkert ikke dumt!)
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a) La oss se hva projeksjon pa V gjor med basisvektorene:

projy vi = vi PIrojy v = v projy vy =0

[elelen)

Dermed er [projy |z = [é g }, og vi far at at

1 1 1 1 00 1 1 2 1
[Pfojv]smnd = Q[prOjV]BQ = (2 0 —1 1 0 6 3 0 -3
1 -1 1 0 0 O 2 -2 2
1 (1 1 0 1 2 1 1 4 2 =2
= 6 2 0 0] (3 0 =3|= 5 2 4 2
1 -1 0 2 -2 2 -2 2 4
1 2 1 -1
= 3 1 2 1
-1 1

b) La oss se hva refleksjon om planet gjor med basisvektorene:
RVVI = Vi RVV2 =V vag = —V3

Dermed er [Ry|p = [é g _81

}, og vi far at

1 1 1 1 0 0 1 1 2 1
[Rv]sand = QRVIsQ ™ = |2 0 —1] 10 1 0|13 0 -3
1 -1 1 0 0 -1 2 -2 2
1 (1 1 -1 [1 2 1 2 4 -4
=5 2 0 1 3 0 =3 =% 4 2 4
1 -1 1] |2 -2 2 -4 4 2
1 2 -2
:% 2 1 2
2 2 1
c) Vi begynner med & huske pa at
. 1 T V3
in— =— — ="
e T2 T 2

I denne oppgaven er det lurt om basisvektorene utgjor et ortonormalt hgyre-
handssystem. Dette er allerede et hgyrehandssystem, og ortonomalitet far vi ved
a normalisere vektorene:
1 1 1 1 1 1

Vo = 0 —=V3 = -1

IV B R A I IRV A I

V1 =

La S veere basis-bytte-matrisen til denne basisen; da har vi at

VG 00
S=QF=Q| 0 143 0
0 0 IAB
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Og da er
Ve oo 0], 2 1
St=r'Q'=]0 v2 0 G300 -3
0 0 V3 2 -2 2
Rotasjonen av planet med § folgende effekt pa basisvektorene
3 1 1 3
Tvy = \val — §V2 Tvy = §V1 + {vz Tvs = v3

. . Vv3/2 —1/2 0 )
Som gir oss en matrise [T]g = | 1/2 v3/2 0 |, og vi kan regne ut:
0 0 1

[T]stcmd = QF[T]BF_IQ_I

11 1)1t 0 0] [v3e —12 0] [V6 0 0], 2
=2 0 -1/ 0 12 O 1/ V32 0 0\/50630
1 -1 1 0 0 3]0 0 1] L0 o0 3 2 -2
[ 1] [Yava v 0 V6 0 071 2 1
=512 0 1 1hva V3vz 0 0 vV2 0|3 0 -3
1 -1 1] 0 0 L0 0 V3] [2 -2 2
(1 1]V e O] L2 1
=5 2 —1| |v32 V32 0| |3 0 =3
1 -1 1] [0 0 1] |2 -2 2
1'\/3 v3fs 1]t 2 1 ) 2v3+2 2v3-2 2
=5 V3 —v3/3 —1{[3 0 -3 =5| 2 2v3+2 2v3-2
[0 —2v3s 1] [2 -2 2 2-2v3 -2 2V3+2
1 V3+1 V31 1
=3 | 1 VB+1 V31
1-v3 -1 V341
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