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MA1202 Lineær algebra

6.4.9 span{w} er det same som kolonnerommet til A =

a
b
c

, alts̊a matrisa

som harw som einaste kolonne. Me har d̊a

AT A =
(
a b c

) a
b
c

 = (a2 + b2 + c2)

Fr̊a Teorem 6.4.4 f̊ar me d̊a

P = A(AT A)−1AT = A · 1
a2 + b2 + c2

·AT =
1

a2 + b2 + c2

a
b
c

 (
a b c

)

=
1

a2 + b2 + c2

a2 ab ac
ab b2 bc
ac bc c2


7.1.4 Den karakteristiske likninga vert λ3 − 6λ2 + 11λ− 6

Oppg̊ave 1 a) Sj̊a bevis for Teorem 6.2.6 i boka (s. 312-313)
b) Lat B = {b1, . . . , bm} vera ein basis for W , og lat C = {c1, . . . , cn vera

ein basis for W⊥. Sidan B og C er basisar har me bi 6= 0 og ci 6= 0 for alle i. W
og W⊥ er ortogonale er det d̊a ingen vektorar som er med i b̊ade B og C (alts̊a
B ∩ C =).

Me vil visa at B ∪ C er ein basis for V . Fr̊a Teorem 6.3.4 veit me at ein
kvar vektor v ∈ V kan skrivast som v = v1 + v2 der v1 ∈ W og v2 ∈ W⊥. Me
kan skriva v1 = x1b1 + . . . + xmbm og v2 = y1c1 + . . . + yncn der xi og yi er
skalarar. Alts̊a er v = v1 + v2 = x1b1 + . . . + xmbm + y1c1 + . . . + yncn ein
lineærkombinasjon av vektorar i B ∪ C, og B ∪ C spenner ut V .

Anta at B∪C er lineært avhengig. D̊a finst det ein vektor u ∈ B∪C som kan
skrivast som ein lineærkombinasjon av andre vektorar i B ∪ C. Me antek utan
tap av generalitet at u ∈ B og set u = bj = x1b1+ . . .+xmbm +y1c1+ . . .+yncn.
Me har bj = bj + 0, og i følgje teorem 6.3.4 er det den einaste m̊aten me kan
skriva bj som sum av ein vektor i W og ein i W⊥. Sidan C er ein basis har
me d̊a yi = 0 for alle i. Dermed kan bj skrivast som ein lineærkombinasjon av
andre vektorar i B, men det strid mot at B er ein basis. Alts̊a er B ∪ C ein
basis for V .
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D̊a har me at dim(V ) = m + n = dim(W ) + dim(W⊥).
c) Gitt ei m×n-matrise A har me fr̊a a) at Row(A)⊥ = Null(A) som under-

rom av Rn. Fr̊a b) har me d̊a

dim(Row(A)) + dim(Null(A)) = dim(Row(A)) + dim(Row(A)⊥) = dim(Rn).

Sidan rangen er dim(Row(A)), nulliteten er dim(Null(A)) og dim(Rn) har me
d̊a vist dimensjonsteoremet.

Oppg̊ave 2

‖u− 〈u, v〉
〈v, v〉

v‖2 = 〈u− 〈u, v〉
〈v, v〉

v, u− 〈u, v〉
〈v, v〉

v〉 = ‖u‖2 − 2〈u,
〈u, v〉
〈v, v〉

v〉+ ‖〈u, v〉
〈v, v〉

v‖2

= ‖u‖2 − 2
〈u, v〉
〈v, v〉

〈u, v〉+
〈u, v〉2

〈v, v〉2
‖v‖2 = ‖u‖2 − 2

〈u, v〉2

‖v‖2
+
〈u, v〉2

‖v‖2

‖u− 〈u, v〉
〈v, v〉

v‖2 = ‖u‖2 − 〈u, v〉2

‖v‖2

Viss me no deler begge sider med ‖u‖2 f̊ar me

‖u− 〈u,v〉
〈v,v〉v‖

2

‖u‖2
= 1− 〈u, v〉2

‖u‖2‖v‖2

Sidan ei norm alltid er positiv har me d̊a

1− 〈u, v〉2

‖u‖2‖v‖2
≥ 0 ⇒ 1 ≥ 〈u, v〉2

‖u‖2‖v‖2
⇒ ‖u‖‖v‖ ≥ |〈u, v〉|

alts̊a har me vist Cauchy-Schwarz-ulikheita.
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