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L@SNINGSFORSLAG EKSAMEN MA1202/MA6202 VAR 2011

Oppgave 1. (a) Vi radreduserer matrisen pé en mate som er gyldig for alle ¢ {vi
unngar & dele noe sted pa et uttrykk som inneholdet ¢, for & unngi & dele pa null):

2 ¢t 1+% [ 0 t-~2 1-2t
11 2 TR 11 ot
t 0 1 0 -t 1-—2¢
0 ~2 2—2t—-22
RILR3 11 ot
0 —t 1 - 282
0 1 #24+t-1
-RLZ- RS 11 2
0 ¢t 22-1
0 1 et -1
f3Z1R2 11 ot
0 0 —#+24+t-1
11 2t
~ 01 24t—1
0 0 —#+12+1-1

N& er matrisen pa trappeform. Fra det ser vi at rangen er tre & lenge polynomet
£+ t-1
ikke er null, og to hvis dette polynomet er null. Tallet 1 er en rot, sa (£ — 1) er en
faktor i polynomet. Polynomdivisjon gir da
Bt -l=—( -1 - ) =—(t+ 1}t~ 1)

Rgttene 1 polynomet er derfor 1. Dette gir:

t#+1l = rang=3 og nullitet =0

t==£1 = rang="2og nullitet =1

(Husk at nulliteten er antall kolonner minus rangen.)
(b) Ved & bytte om ligning to og tre ser vi at koeffisientmatrisen til ligningssys-
temet er den samme som i {a}. Dvs. at ligningssystemet kan skrives pd matriseform

som
A(8)=(1):
E t
hvor A er matrisen fra {a). Hvis t # £1 vet vi at A har rang 3, og siden A er en
3 x 3-matrise ma den da vsere inverterbar. Da har systemet en lgsning, nemlig

(1)-47(2)

Da gjenstar de to tilfellene t = +1. For t = —1 er systemet lgsbart, mens for £ =1
er det ikke lasbart (sjekk selv}. Konklusjon: systemet er lgsbart for alle £ # 1.
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Oppgave 1(a). Radredusering gir at A er radekvivalent med trappematrisen

1 3 10 4
01 3 1
00 0 O
00 0 O
men dette er bare én av mange muligheter. Det er to frie variabler:
gz = 8§
T = i
og da gir andre rad at
ry = —3x3—2x4
= —3s -1,
mens forste rad gir
x1 = —3x9— 1023 — 4xy4
= —3(-3s—1t)—10s— 4t
il

Nullrommet til matrisen A er derfor gitt som vektorrommet
{[_';%'_’;] | s,t R} ={s E}”] +t [:0%] | s,t € R}
En basis for nullrommet blir da . : 1
GG
0 1

Siden nullity(A) = 2 og matrisen har fire kolonner, gir dimensjonsteoremet at rank(A) = 2. Vi har
et resultat som sier at rank(A) = rank(AT), og siden AT ogsa har fire kolonner gir dimensjonsteoremet
for den matrisen at nullity(AT) = 2. Oppsummert: bade rangen og nulliteten til AT er 2.

Oppgave 1(b). Trappematrisen i oppgave 1(a) har ledende koeffisienter i forste og andre kolonne.
Da har vi et resultat som sier at forste og andre kolonnevektor i matrisen A danner en basis for
kolonnerommet til A. En basis for kolonnerommet til A blir da

0

Oppgave 5. Siden A er diagonaliserbar finnes det en inverterbar (kvadratisk) matrise P og en (kvad-
ratisk) diagonalmatrise D slik at A = PDP-!. Antagelsen i oppgaven gir

PDP! = A= A'=PD'P,

og ved & multiplisere med P! fra venstre og P fra hgyre far vi likheten

D =D
Men matrisen D er en diagonalmatrise, sa ethvert element A som star pa diagonalen ma tilfredsstille
P o

Dette medforer at A = 0 cller A = 1, og for begge disse mulighetene gjelder A = A\2. Men da gjelder
ogsé likheten D = D?, som gir
A=PDP ! = PD?P~! = A2,

A
ol A N W

i for A og la ¢ # 0 veere egenvektor tilhgrende A, dvs.

a \ veere en egenverd
e —r : er egenverdi tilhgrende egenvektoren &

Az — \z. Hvis vi ser pa A%r far vi at A2
A2r = AAz = Adz = NAz = g

Az, som medfgrer at A2z = Az. Vi far da at

B . i A‘lx ey .
= A, dette gir & = 1 er eneste mulighet.

e A2
Samtidig har vi at 4 = 0 som gir at A = 0 eller A

(Az—/\):r—-:O.Da:r,%Omﬁ/\z-—/\



