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Oppgave 1

a)

b)

Rangen til A er lik antallet pivotkolonner i trappeformen R. Folgelig har A rang 3.
Nulliteteten til A er ved dimensjonsteoremet lik differansen mellom antallet kolonner og
rangen, altsa b — 3 = 2.

Her kan en ogsa bruke definisjonene direkte; finne basiser for radrom og nullrom, og
bestemme rang og nullitet utifra disse.

Nullrommet til A er identisk med nullrommet til R, siden disse matrisene er radekviva-
lente. Vi gar derfor lgs pa oppgaven a finne nullrommet til R.

For & beskrive nullrommet til R ma vi se pa ligningen Rx = 0, der X = [x1, 23, T3, 14, T5) 7 .
Den generelle lgsningen avhenger av to frie variabler, s,t, og vi setter

Den fgrste raden i R gir ligningen

r14+r3—25=0 ie x1=1t—s.
Den andre raden i R gir

To+x3—25=0 1ie. x9=1—5.

Den tredje raden i R gir
Ty+2x5=0 ie x4=—2t.
(Den fjerde raden i R gir 0 = 0.)

Dermed kan vi skrive den generelle lgsningen av Rx = 0 som

x=s[-1 -1 100" +¢t[1 10 -2 1]".
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Dermed er
{[-<1 =1 100", [t 10 —21]"} (1)

en basis for Null(A) = Null(R)

Kolonnevektorene i A som svarer til pivotkolonnene i R utgjor en basis for Col(A).
Dermed kan vi sla fast at

{1t =11 —1]",fo 202", 01 10"} 2)

en basis for Col(A)

c) Naer R(T4) = Col(A). Vi skal altsa finne en ortonormal basis for kolonnerommet til A.

Vi bruker her Gram-Schmidt-fremgangsmaten, og tar utgangspunkt i vektorene u; =
(1,-1,1,—-1),us = (0,2,0,2) og ug = (0,1, 1,0), som utgjor en basis for kolonnerommet

til A:
¢ Vi =u
o Vy =y — 2‘33233"1 —uy— (—1)vy = (1,1,1,1)
3 3 2 0 1
o V3= ug— (Vs - (Vv = wy - fve — §vi = (=3,5.3,3)

Vi ser at vy, vy har lengde 2 mens v3 har lengde 1. Vi normaliserer vy, vo. Dermed skal
vektorene

(1/2,-1/2,1/2,—-1/2), (1/2,1/2,1/2,1/2), (—=1/2,1/2,1/2,—1/2).

utgjore en ortonormal basis for bildet til T4.

Oppgave 2

a) A er symmetrisk, og dermed ortogonalt diagonaliserbar.

Se pa det karakteristiske polynomet til A:
pa(N) = =N+ 602 =N +4 = (1 - N)?*(4— ).
Dermed ser vi at A = 1 er en egenverdi for A med algebraisk multiplisitet 2 og at A = 4

en egenverdi med algebraisk multiplisitet 1.

Det krever litt arbeid a finne denne faktoriseringen av det karakteristiske polynomet, men
skal veere mulitg & gjennomfgre, seerlig hvis man er litt oppmerksom mens man regner
ut det karakteristiske polynomet.



b)
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Hvis en ikke umiddelbart kommer opp med en slik faktorisering, kan man dividere det
karakteristiske polynomet med (1 — A)(4 — A) for & finne den siste faktoren. Vi vet at
(1—=X)(4— M) er en faktor i det karakteristiske polynomet, siden 1 og 4 er rgtter. Dersom
du far til en slik faktorisering, viser dette ogsa at A = 1,4 er egenverdier

For de som ikke liker & herje med polynomer finnes en fremgangsmate som bygger pa at
geometrisk multiplisitet = algebraisk multiplisitet for diagonaliserbare matriser. Dermed
kan vi finne multiplisiteten til egenverdien A ved a studere rangen til matrisen A — A[.
Vi far formelen

multiplisitet(\) = nullitet(A — AI).

En siste mulighet er & bruke informasjonen om at matrisen () diagonaliserer A. Dermed
kan man lett finne basiser for de ulike egenrommene, og pa den maten finne de geometriske
multiplisitetene.

La vy, vy, v3 veere kolonnene i (). Disse er egenvektorer tilhgrende egenverdiene 1,1, 4.

Den generelle lgsningen av differensialligningen kan skrives som
y(t) = Cre'vy + Coelvy + Caetlvs.
(Se kapittelet om differensialligninger for detaljene.) Dette medfgrer at
y(O) = Cwl + CQVQ + Cng
Initialbetingesen gir oss ligningen
T
Clvl + CQVQ + Cng = [1 1 1} ,

som har lgsningen C} = Cy = 0, C5 = v/3. Losningen er altsa

Vi kan skrive ligningen var som

1
EXTAX —k"x+1=0,

der
4v/3

k= {4V3 og X=
4v/3

o
Il
— = N
— N
[Ny
[SIENSI
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Innfgrer vi variablene y = (2/,¢/, 2’) definert ved x = Qy, der @ er den diagonaliserende
matrisen beskrevet over, far vi

x'Ax =y"(QTAQ)y og k'x=(Q'K)"y.

QT AQ er diagonalmatrisen med diagonalelementer 1, 1, 4. k er lik 4v3, s& QTk = (0,0, 4).
[ 2',y/, z/-variabler far vi ligningen

(«)* W)

5+t +2(2) =47 +1=0.
For & fa full oversikt er vi ngdt til & fullfgre z’-kvadratet. Vi ser at
2(2/)? — 42" =2((¢)? — 27
—2((z — 1) - 1)
=2(z'—1)* -2

Setter vi dette inn ligningen, far vi

U Ot Vi

=1.
2 > T

Dette er ligningen for en ellipsoide med sentrum i 2’ = 3’ = 0, 2/ = 1. For & bestemme
dette punktet i x, y, z-koordinater, bruker vi koordinatskiftematrisen () pa folgende mate:

1 L L
Vi & V3 .
x 0 73
::Q:_L 1 L ol = |+
) =x=%y V2 VB B V3
z 1 =
0 —=< L
i V6 V3

Sentrum i ellipsoiden er altsé i punktet (z,y,2) = (

o
-
s

Oppgave 3
a) Forste kolonne i A:
1
[T(D)]s =[l]s = |0
0
Andre kolonne i A:
-1
T())s = 2o —1)s = | 2
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Tredje kolonne i A:

1
[T(2*)]s = [(2z — 1)%]s = [42? — 4o + 1|5 = —44
Folgelig er L
A= [Tlss = [[TIs|[T(@)]s|[T(2%)]s] = |0 2 —4
0 0 4

Siden A er trianguleer, kan vi lese egenverdiene direkte av diagonalen. De er \; = 1,
Ao =2, A3 = 4. Finner egenvektor tilhgrende \y = 1:
0 -1 1 010
A-MI=1]0 1 -4~ |0 0 1
0 0 3 000
Folgelig er x; = [1 0 O]T en egenvektor tilhgrende ;.
Finner egenvektor tilhorende Ay = 2:
-1 -1 1 110
A=XI=]10 0 -4~ |0 0 1
0 0 2 000

Folgelig er xo = [1 —1 O]T en egenvektor tilhgrende \s.

Finner egenvektor tilhorende A3:

-3 -1 1 1 0 -1
A=XI=|10 -2 4|~ 1|0 1 2
0o 0 0 0 0 O
Folgelig er x3 = [1 -2 1]T en egenvektor tilhgrende 3.
Dermed er
{X17 X2, X3} (3)

en basis for R? bestaende av egenvektorer for A.

Her skal vi dra nytte av kunnskap om forholdet mellom egenskaper til vektorer og deres
kooridnatvektorer.
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En vektor v er en egenvektor for en lineseroperator 1" hvis og bare hvis koordinatvektoren
til v [v]g uttrykt i en basis B er en egenvektor for matrisen [T]zg til operatoren. Vektoren
v og koordinatvektoren [v]z tilhgrer i sa fall samme egenverdi for henholdsvis T og [T 5.
(Vi har altsd 1-1-korrespondanser mellom egenrommene til 7' og egenrommene til A
tilhgrende samme egenverdi.)

Punkt (3) gir oss egenvektorene for matrisen [T]ss. De korresponderende vektorene i Py
er da egenvektorer for T'. Vi finner disse pa fglgende mate:

Vektoren x; = (1,0,0) er koordinatvektoren til polynomet
pi(z)=1-1+0-2+0-2% =1,
x3 = (—1,1,0) er koordinatvektoren til polynomet
palr) =—-1-14+1-240-2°=2—1
og X3 er koordinatvektoren til polynomet

ps(z)=1-1-2-2+1-2°=2> 22+ 1.

Dette gir oss en basis
B = {p1(x), p2(z), ps(x)}
for P, bestaende av egenvektorer for T

La oss na finne matrisen til 7" i denne basisen. Vi utnytter at denne basisen bestar av
egenvektorer.

Forste kolonne:

[T (p1(2))]s = [L-pi(@)]s = |0

Andre kolonne:

[T(pa(2))]s = [2 - pa(2)]s = |2

Tredje kolonne:

[T(ps(x))]s = [4- ps(x)]s = |0

Dermed er

=

5

&

|
==
oo
s o o
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En kan eventuelt begrunne dette svaret med at B er en basis for P, bestaende av egen-
vektorer for T. I den situasjonen er [T|pp alltid en diagonal matrise med egenverdiene
langs diagonalen.

Oppgave 4

a) For & begrunne at dette er et indreprodukt, gar vi gjennom kravene i definisjonen:

Symmetri:

Additivitet:

Linearitet:

Positivitet:

For A, B € M,y er
(A, B) = tr(A"B) = tr((A"B)") = tr(BT A) = (B, A).

Folgelig er symmetriaksiomet oppfylt.
For A, Ay, B € M,,,, er

(A + Ay, B) =tr((A; + 45)" B)
=tr(A] B+ Al B)
=tr(A] B) + tr(Al B)
=(A1, B) + (As, B).

Additivitetsaksiomet er altsa oppfylt.
For A,B € M, v, og a € R er

(aA, B) = tr((aA)'B) = tr(a(ATB)) = atr(A"B) = a(A, B).

Linearitetsaksiomet er altsa oppfylt.

Hvis A € M, ., sa er

(A, A) = tr(ATA) =) vy,
i=1
der v; er kolonne 7 i A og — - — er det vanlige euklidske skalarproduktet. Vi vet at
v; - v; > 0. Vi har altsd en sum av positive element. Fglgelig er (A, A) alltid positiv
positiv. Hvis denne summen er lik 0 betyr det at hvert enkelt ledd v; - v; = 0, hvilket
medfgrer at v; = 0, hvilket medfgrer at A = 0.

(A, A) >0 og (A, A) =0 f=0.

Noen vil kanskje huske at positivitetsaksiomet kan uttrykkes pa ulike mater. Faglserer
synes utsagnet

(A,A) >0 nar A#0.

er det fyndigste. Det er ikke ekvivalent med det utsagnet som star i boka, men gir
ekvivalente aksiomer. Jfr. diskusjon av logisk avhengighet.
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b) Vi skal forst vise at S,, er et underrom av M,,.
At S, er en delmengde er sa opplagt at vi nesten ikke behgver & nevne det.

S, er ikke tom, siden det finnes symmetriske n x n-matriser. Et eksempel pa dette er
identitetsmatrisen I. Et annet eksempel er nullmatrisen 0.

Da gjenstar det a vise at .S,, er lukket under vektorromsoperasjonene. Anta at A, B € S,
og at a, 3 € R. Da er

(aA+ BB) = (aA)" + (BB)" = aA” + BT = aA + 3B.

Folgelig er c A+ 3B € S, nar a, 3 € Rog A, B € S,,.

Her kan en selvfglgelig velge a vise at .S,, er lukket under skalarmultiplikasjon og addisjon
hver for seg.

I alle fall har vi na vist at S,, C M,, er et underrom.
Matrisene A, As, A3 er symmetriske, sa de ligger opplagt i Ss.
En villkarlig symmetrisk matrise er en lineserkombinasjon av disse tre, siden

|:Z i:| = aA1 + CAQ + \/§bA3

Folgelig er Sy = Span{A;, As, As}.

Vi har enna ikke vist at {A;, As, A3} er linesert uavhengig, men det fplger automatisk
dersom vi er i stand til & vise at denne mengden er ortonormal; siden ortonormale mengder
er linesert uavhengige.

Vi sjekker at mengden var er ortonormal:

nenr= (5 s o) (-

o= 8- (B H)-ovos

Disse og tilsvarende beregninger viser at mengden {A;, Ay, A3} er ortonormal. Siden
denne mengden spenner ut Sy, vet vi at det ma vaere en ortonormal basis for dette
rommet.
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c) Losning etter boka: Vi skal beregne projg, A. Dette gjor vi ganske enkelt ved a bruke
formelen

projg, A = ]

> (A A, _ 3/\f 1 3/2
A _‘A1 [+ 202 A {3/2 1}'

=1

Losning som krever litt fantasi/flaks, men mindre regning: Vi er heldige, og ser at
0 —1
=l
spenner ut S;. Dermed er?

oA - (A, Ay) -1, [ 1 32
projg,A = A —projg A = A — <A4,A4)A4 A—7A4— 32 1|

Oppgave 5

a) A er hermitesk hvis og bare hvis A# = A.

Dersom A er uniteert diagonaliserbar, finnes en matrise U og en diagonalmatrise D slik
at
A=UDU",

og der D har egenverdiene til A langs diagonalen. Dersom A bare har reelle egenverdier,
er altsa D en reell diagonalmatrise. Slike matriser er hermiteske. Fglgelig er

AT = (UDU! = (U DHU! =UDUY = A
Dette viser at A er hermitesk.

b) At A er skjev-hermitesk betyr at A = —A. Hvis ni A er en egenverdi for A, og x er en
tilhgrende egenvektor, sa er

(Ax, Ax) = x" AT Ax = x" (-~ A)Ax = —\¥(x,x).

Folgelig er
(Ax, Ax)

(x,x)

A=

Hgyresiden her er et negativt reelt tall, folglig ma A veere et reelt multippel av i, og har
altsa realdel 0.

Siden projy;, + projW+ = Idy for underrom W av indreproduktrom V.



